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Sociale   Philomatiqae   de   Paris. 
(Extraits  inMits  des  procte-verbauz.) 

8uU€  de  la  •dante  du  19  oürä  1845, 

Physiqoe«  —  M.  Ath.  Peltier  lit  la  note  suivante  Mir  la  cause 
des  o8CillatioD8  da  niveau  k  bulle  d'air: 

„M.  Liagre.  lieateoaDt du g^^nie  beige ^  a  pr<$8eiit<$  k  rAcad^mie 
des  Sciences  de  Bruxelles  un  memoire  sur  les  oscillations  du  uiyeau  k 
bulle  d'air  et  sur  les  moyens  de  rem^ier  k  cette  cause  d'erreur.  Cet  offi- 
eier  ibrmule  le  r^sultat  de  ses  observations  et  de  ses  exp<$rience«  dans 
les  terraes  suiraots:  ,»Ud  niveau  k  bulle  dair  ttks  bon  et  trto 
senmble  ^tant  cal«^  aar  un  plao  invariable,  si  Tuue  des  extri^miti^s 
de  sa  bulle  vietit  ä  se  trouver  en  präsence  d  uue  temp^rature  snp<$- 
rieure  ä  ceile  de  Tautre  extr^mit<$,  la  bulle  tout  eutidre  marchedu 
c6t^  d'oü  ^mane  la  chaleur,'^ 

„  AprÄs  avoir  däcrit  les  exp^riences  propres  k  constater  le  fait 
et  apr^  avoir  fait  remarquer  combien  ce  aeplacement  de  la  bulle 
d'air  a  du  occasiouer  d'äcarts  daus  les  observations,  ^carts  que 
Ton  «ttribuait  tant^t  aux  dilatations  an^gales  de  la  monture  de  tout 
Täppareil,  tantdt  k  quelque  iofid^littf  de  la  construction ,  M.  Liagre 
avoue  que  c'est  en  vain  quil  a  cherchä  uneexj>licationsatisfaisaDte 
du  pb^om^ne,  et  qu'il  a  du  se  borner  k  Tindication  du  moyen  qui 
hn  a  paru  le  plus  propre  pour  Mtet  cette  cause  d'erreur.  (Voyes 
le  rapport  de  jH.  Quetelet  communiquö  a  rAcad^mie  en  18m.) 

,,La  cause  du  di^plaoement  de  la  bulle  d*air  d'un  niveau  me 
paiait  facile  k  expliquer  por  Tafplieation  de  principes  connus  et 
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an  moyeo  de  quelques  experieDces  sp^ialest.  A  V^tsA  d'äqailibre, 
la  pression  est  ägale  dans  toute  la  masse  d'uo  fluide  >  quelle  que 
seit  la  differeoce  de  la  temp^rature  de  ses  diverses  parties;  con- 
s^uemment,  ce  D*est  poiet  dans  le  fluide  seul  qu'il  fallait  cbercher 
la  cause  de  ces  rariatiODS,  mais  daos  Taddition  dune  r^istance 
^trangere.  Cette  r^sistance  est  le  produit  de  Tattraction  capillaire 
du  Terre  pour  Teau  ou  pour  ralcool,  r^sistance  qui  est  ^ale  sur 
toute  la  paroi  du  tube,  lorsque  ce  dernier  poss^de  la  mtoe  tem- 
p<$ratare  en  tous  ses  points»  mais  qui  s'aflTaiblit  in^galenient  lors- 
que la  tenip^rature  n*est  point  uniforme.  Lors  donc  que  le  liquide 
renfermi^  dans  ce  tube  varie  de  temp<$rature  d*une  mani^re  ini^gale, 
lorsqu'une  des  extr^mit^s  du  niveau  est  plus  öcbauflH^  que  l'autre, 
la  force  capillaire  y  est  afTakblie,  ainsi  que  la  r<$sistance  au  d^pla- 
cement  de  la  bulle  d'air:  cette  demi^re,  placke  entre  deux  forces 
dissemblables>  s*ayance  vers-  la  portion  cbaufT^e,  jusquau  nouvel 
öquilibre  qui  s'etablit  entre  la  moindre  r^istance  d'une  part  et  la 
*  pesanteur  croissante  de  l'autre. 

9,l7ne  ezp^rieocc  trAs  simple  diknontfe  combies  cette  rtfsis- 
tanee  capillaire  est  pnissaote  dans  le  d^placement  de  la  bulle  d  W. 
J'ai  faif  entrer  deux  cyiindres  d'eau,  distants  de  5  ä  10  centim^tres, 
dans  un  tube  capillaire  ourert  ptr  les  deux  bouts^  afin  de  leur 
laisser  toute  la  fibertä  de  leur  mouvement.  On  pose  le  tube  horl- 
zontalement>  et  lorsque  le  tout  est  äqnilibri^,  on  cbauflfe  Tun  des 
cyiindres  d'eau.  La^  bulle  marche  aabord  quelque  peu  vers  le 
cot^  cbauffä>  mais  bientdt»  en  s*^hauffant  par  son  contact  avec 
le  c^lindre  cbaud  ou  par  la  flamme  de  la  lampe  que  Ton  passe 
au-aessous  du  tube ,  eile  s'agrandit  en  s'^talant  d  un  seul  cdte ,  du 
c6t6  oü  Ton  a  diminu^  la  r^sistance  capillaire  par  T^Uvation  de 
la  temp^rature:  Tautre  cylindre  d'eau  reste  stable  ä  la  m4me 
place.  81  la  dif^rence  des  tempöratures  esjt  faiMe,  le  c6t4  froid 
recule  lorsqu'on  chaufie  la  bulle  d'air^'mais  toujours  moins  que  le 
c6t6  chaud  et  dans  la  proportion  de  leur  difference.  Dans  le  ni- 
veaa  d'eas,  la  bulle  d'air  soumise,  comme  dans  rexp^rience  pröc^- 
dente,  ä  deux  r^istances  ini^ales,  s'allenge  ou  se  d^place  en 
raiseo  de  leur  dlff^ienee  et  cause  des  eneurs  d^obserration  parce 
que  Ten  vectMe  rinstrumeut  d'aprte  la  nouvelle  posidon  qu  eile 
a  prise. 

^y  Lorsque  Ton  empleie  le  mercure  au  lieu  d'eau  ou  d'akool, 
la  cause  d  erreur  que  nous  venons  de  rappeler  exbte  ^alement» 
mais  la  marche  de  la  bulle  d*air  est  en  sens  inverse.  Sa  progres- 
ston  ou  soB  eztension  se  fait  du  c6t6  froid.  La  raison  de  cette 
Inversion  est  facile  k  dteontrer,  Dans  un  tube  de  verre,  le  mer- 
cure n'est  pas  en  contact  avec  la  subatance  mdme  du  tube,  mais 
avec  la  coucbe  de  vapeur  d  ean  qui  est  toujours  atteoante  aux 
murois.  Le  meFcure  et  le  verre  ont  une  grande  affintte  d'adb^sioo 
Fun  pour  Tautre,  comme  le  prouvit  Tötamaee  des  tubes  baromä- 
triques  dams  lesqnels^on  fait  bouillir  tröp  longtemps  le  mercure. 
Dans  r<^tat  ordlsalre/  il  y  a  une  uouche  de  vapeur  d'eau,  inter* 
pes^  eut»e  le  verre  et  le  meronre,  qui  s'oppese  k  leur  adh^iou. 
ISn  ehsuAant  Tun  des  cyiindres  de  meroure,  oo  diminue  d'une  part 
la  foroe  capillaire  du  verre  pour  ta  vapeur  et  d'autre  part  on  amiu- 
cit  cette  tn4me  oouc)ie  s^paratriee.  U  en  räsulte  que  Tattraction 
du  tobe  pour  le  mercure  crott  k  mesure  f  u'on  d^truit  l'obstacle 
qui  les  separait,  et  en  m^nie  temps  la  rteistance  au  d^placemevt: 
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Ims  doBc  que  I*od  chaiiffe  la  boUe  d'air,  b  rteistasce  du  oAt^ 
chttrfK  ^tant  deyenue  sop^rieure  k  eelle  <hi  cdt^  froid,  c'est  ce 
dermar  qai  lecule  et  le  eMi6  chaad  reate  en  repoa  au  se  d^Iace 
moii»  que  rautre«  VoUi>  saiTaiit  dous,  fat  canae  da  däplacement 
de  la  liiilie  d'air  dana  lea  niveanz  d*eau  ou  d'aieool. 


ÜTeitere  ErSrtenuigreB  aiialyl;i§eher 

Oeffenstitndet  ate  Forteetzangr  des 

AnüMitBes  IL.  In  Xhl.  IF.  Hef«;  9. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  BarfuBs  za  Weimar. 


§.  1. 

Es  acheiat  mir.  nStliig,  daaa  ich  aiaige  Warte  Ober  dea  Ge- 
sicbtsfranlct  Toranflachieke^  aua  welchem  man  diese  nnd  die  etwa 
noch  folgenden  Abhandluasen  ähnlichen  Inhaltes  an  betrachten 
habe.  AU  ich  mich  in  dem  Aufsätze  XXV.  (TheU  IV.)  lom  er* 
sten  Male  gegen  die  gc»genwärtig  von  vielen  Mathematiaefn  Ter* 
folgte  Richtu^  in  der  Analysis  erklürte»  kam  es  mir  zaa&chst 
nur  darauf  ao,  die  Grundlosigkeit  der  gegen  die  ilteren  Theorien 
(Berichteten  Vorwürfe  an  eben  den  Beispielen  nachzuweiaen ,  von 
welchen  die  Gegner  >  im  Vertrauen  auf  eine  scheinbar  sfa^nge 
Rechnung,  ihre  Beweisgründe  entnehmen.  Beispiele  der  Art  lies« 
fsen  sich  zu  Hunderten  vennehren  und  auf  eine  gana  ähnliche 
Weise  behandeln;  allein  da  dieser  Weg  auf  Wissenschaftlichkeit 
kaum  einige  Anwrflche  machen  dürfte,  und  leicht  an  fruchtlosem 
Hin-  und  Jlerredlen  f&hrt,  so  rerliess  ich  ihn  sogleich  wieder  und 
suchte  vielmehr  die  wichtigsten  Blomente  der  Theorie  und  die 
dabei  obwaltenden  Schwierigkeiten  iff  einem  mehr  systematischen 
Zusammenhange  zu  erOrtem.  Die  Abhandlung  X.  in  Theil  V.  soO 
der  Anfang  dieser  Erörterungen  sein ,  und  vielleicht  darf  ich  hof- 
fen, nicht  nur  über  die  hier  in  Rede  stehenden  Grundffedanken 
einiges  Licht  verbreitet,  sondern  auch  die  echte  Grundlage  der 
binomischen,  der  expooentiellen  und  der  logarithmischen  Entwik- 
kelungen  nachgewiesen  und  dieselben  in  ihr  richtiges  VerhSltniss 
zur  Elementararithmetik,  wie  diese  bis  jetzt  sich  gebildet  hat,  ge- 
setzt zu  haben.    Die  letzte  Grundlage  dieser  Entwickdungen  Ist 
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der  arithmetische  Satz  voo  der  Multiplicatioir  der  Siunnie,  ivi^ 
nämlich  das  Totalpodvct  als  eine  Summe  von  Partialprodncten 
der  Glieder  erschemt,  die  sich  io  besondern  Fällen  nach  gewissen 
Gesetzen  zusammenstellen  lassen.  Dabei  meine  ich  durchaus 
nicht.  Neues  vorgetragen  zu  haben;  das  Wesentliche  ist  schon 
oft,  und  namentlich  in  der  mathematischen  Naturphilosophie  von 
Fries  gelehrt  worden. 


5.  2. 

Meine  nächste  Absicht  ist  nun  die,  dass  ich,  dem  gewohnli- 
chen Gange  zu  Folge,  an  die  Exponentialreihen  die  trigonometri^ 
sehen  Entwickelungen  anschliesse  und  deren  Fundamente  erkläre. 
Hierbei  stOsst  man  allerdings  auf  einige  Schwierigkeiten,  deren 
Losung  die  neuere  Analysis,  indem  sie  nur  convergirende  Reihen 
zulassen  will,  bei  Seite  schiebt,  freilich  ohne  zu  beachten,  dass 
die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihen  mit  diesen  Schwierig- 
keiten nicht  die  entfernteste  Verwandtschaft  hat.  —^  Der  wichtigste 
Schritt  in  dieser  Lehre  ist  dann  geschehen,  wenn  die  Relation 
zwischen  dem  Bogen  und  seinen  trigonometrischen  Functionen  ge- 
funden ist  und  hierffir  habe  ich  den  Grundgedanken  schon  frfiher 
ausgesprochen.  Gewohnlich  gründet  man  die  Entwickelungen  auf 
die  Reihen: 

sin  mx = nti  cos  a?**-*  sin  x-^m^  cosa:«  -'  sin  o:'  + . . . ., 

coswM?=cosa:*—- iiijC0Sj:«'^*sina:*+in4  cosar"»-*sinar*.. .. 

wo,  wie  bekannt,  nti,  m^  u.  s.  w.  die  Binomialcoefficienten  fär 
den  Exponenten  m  bedeuten.  In  der  That  empfehlen  sich  diesel- 
ben durch  ihre  Einfachheit  für  den  besagten  Zweck  besser  als 
andere  zusammengesetztere,  besonders  da  sie  ftir  ein  ganzes  abso- 
lutes m  auf  einem  sehr  elementaren  Wege  gefunden  werden  kön- 
nen. Für  andere  Werthe  von  mmuss  man  die  nach  Mo i vre  be- 
nannten Formeln  zu  Hülfe  nehmen;  dieselben  verursachen  jedoch 
bei  gebrochenen  Exponenten,  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  Wur- 
zeln ,  einige  Schwierigkeiten ,  die  vielleicht  bis  jetzt  noch  nicht 
gepügend  gelOst  sind.  Ja  es  scheint,  als  ob  einige  Mathematiker 
ein  Misstrauen  in  den  Gebrauch  der  imaginären  Grossen  setzten; 
andere  glauben  wenigstens  der  Wissenschaft  einen  Dienst  zu  thun, 
wenn  sie  die  Betrachtung  des  Imaginären  so  viel  als  mOglich  be- 
seitigen und  dasselbe  in  ein  höheres  Gebiet  der  Analysis  verwei- 
sen, gleichsam  als  ob  dazu  eine  höhere  mathematische  Einsicht 
gehöre,  wo  man  dann  freilich  fragen  mOchte,  was  elementarer  sei 
als  diejenigen  Formen,  auf  welche  uns  schon  die  Auflösung  qua- 
dratiscner  Gleichungen  hinweist. 

Einen  grossen  Mangel  fühlt  man  freilich  bei  allen  bisherigen 
Darstellungen  der  Moivreschen  Formeln  dadurch ,  dass  man  über 
den  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Form  t=V^*—l  gar  keine  Aus- 
kunft findet,  und  ich  möchte  gar  fragen,  ob  irgend  ein  Schriftstel- 
ler darüber  im  Klaren  gewesen  sei.  Wenigstens  beruht  jener  un- 
glückselige Streit  über  die  Enlersche  Reihe 
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S^*  cos  a"  =  cos  na  4- v^i  cos  (n— 2)  a -K  »2  cos  (ft— 4)  a -h  •••  • 

led^lich  auf  einem  Missverständnisse  der  Bedeatuoe  von  i  in  den 
Moirreschen  Formeln.  Ich  will  daher  dieselben  nach  meinen  Kräf- 
ten erläutern  und  bei  ihrer  Feststellung  mich  des  allgemeineren 
Zeichens  Vk-i   statt  V— 1  bedienen. 


§.3. 
Mulliplicirt  man  die  beiden  Ausdrücke  % 

Pi'=:toa  Oi-^-^k — 1.  sin  «i, 
p^=co8a^-i-^k — Lsina« 
mit  einander,  so  findet  man  leicht 

PtPt = cos  (ox  -1-02)  +  VX^ .  sin  (oi-i-a^  +k  sin  Oi  sin  1%/ 
Mnltipliclrt  man  nochmals  mit 

jn,  =cos  Os  +1^  ^— 1.  sinos, 
so  findet  sich 

PlPJ^ft=cos(al+ö2+a8)+1^^^1  .sin(ai +0» +  08) 
+ ^  (sin  (oi + Ob )  sin  Os +P8  sin  Ol  sin  % ), 

«nd  wenn  noch  ein  vierter  Factor 

p^ = cos  a^ + I^Ä— l.sina4 
hinzokomrat: 

PiP%P3P^= cos  (iii+a^+a8+a4)+1^^^ .  sin  ((h-hhrHs+Oi^ 
+ Jfc(8in  (Oi  +  a^+(h)  ^^^  ^+P^  8in(ai  +  o^ )  sin  a,  +Ptp^  sin  Ot  sin  a^). 

Man  kann  hieraas  schon  das  Bildungsgesetz  fOr  beliebig  viele 
Factoren  abnehmen,  denn  man  findet: 

I)    Pil»»P8**--P«i  =  cos(ai+fla+i%  +  ...aw) 

+0— 1  .sin(ai  +^2+03  + . . .  am) 
sin(ai +02  +  09 +  ....iim.i)  sin  am 
+sin(ai  +  02  +  .  • .  .Om- »)««"«"•- 1  *pm 
+  sin  (oi  +  «2 +  ••••  «i»-0  sin  ««-«•/>«->  PiH 
.  1  +sin(ai+a2  +  ....am-4)sinaiii^»./?j»-»piii-.ifim 
tt.  s   w. 

+  sin  (Oi  +  02+  •  •  • » Om—r)  sin  am-r—i  »pm-r^^  •  •  •  •/>«• 

u*  s.  w. 
+  sinoi  sina2  »f'sP4P6  •-  ••P"i* 
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Nehmen  wir  omi  alle  a  einander  gleich ,  ^  werden  aach  alle 
p  identisch  9  und  man  erhält  die  besondere  Gleichung 

n)  jp*»  =r  cos  ma + Vk^t .  «in  7na 
.        (  sin(m— l)a+/>sin(jfi-2)a+/?«sin(i»-^)al 
(  +p'8in(»i— 4)a+ p"^*siua  J 

und  diese  beiden  Ausdrficke  sollen  den  folgenden  Betrachtungen 

zu  Grunde  li^en.    V^— 1  kann  sowohl    eine   positive  als  aach 
eine  negative  Grosse  vorsteilen. 


§4. 

Die  Gleichung  II)  enthält  zunächst  das  Mittel  zur  Summimnf^ 
der  Retheff: 

£(v^sm  ma)= vsin  a-|-€*sin2a. -^t^emma, 

J&(t>"»siniiia)=l-|-rcQa«+ip*cos2a +t?"»  cos  ma. 

Obgleich  dieselben  einem  jeden  bekannt  sind»  so  darf  ich  sie 
hier  doch  nicht  ^anz  mit  Stillschweigen  fibergehen  >  da  sie  in  spe- 
ciellen  Fällen  einige  Schwierigkeiten  darbieten ,  welche  die  An- 
häneer  der  neüefen  Ansichten  gern  m  ihrem  Vortheil  auslegen 
mdcnten.  Da  in  der  Gleichung  11)  k  jede  beliebige  Grosse  sein 
darf»  so  kann  man  p  =  cosa-hV^ — l.sina  als  unabhängig  von  a 
ansehen,  wenn  dann  nur  k  aus  p  und  a  bestimmt  wird.  Man  bat 
zunächst: 

»"•— cosnrn — Vä:— l.sinma       .        ..  -  .    . 
ktiiaä =8iDö.p"»-*+8in2a.p»^» 

und  dann 


^^-^     g^-cosa  l-2pcosa+pg 

^^""*~     siua    '      ^~"  sina* 

Werden  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung  gesetzt  und  di- 
vidirt  man  zugleich  beiderseits  mit  /7*^^,  so  indet  man 

p^  sin  a  +  sin  (m — 1 )  a — p  siq  mg 

( 1  — 2p  cos  a+p«)p»^> 
sing  ■  sin2a  ,  sin(m— t)ft 

"   P  P^    +•••+       pm-i        • 

Setzt  man  aber  r'=v  und  m^  statt  m— 1»    so  erhält  man 
sogleich : 
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III)  VBina+tf^sin^a  +  v^BiD 3a +v'*muma 

"^  1— 2ücosa+r*  * 

MnltipIiGlrt  man  nun  von  den  Gleichungen: 

Z(o*  sin  ma)=t7sina-|-«*8in  2a -{-••••  ^ftinma^ 

die  erste  nit  veoaa,  die  zweite  mit  vAna  und  a4dirt  die  Producte, 
eo  erhftlt  man 

r  cos  d  •  £(t^Bin  ma)  -|-  n  sin  a .  £(v^coBma) 
^zoHina+v^sAnia +f^^mkim+i)m^£(v^^Bin(m+i)a); 

also,  wenn  man  die  Fomel  III)  zu  ffilfe  nimmt: 

IV)   l-feeos«-|-i^cos2a+ v^eosma 

^  1— eco6g-t-p*»-*'*cosma~e»^-^cos(m4'i)« 
""  1— 2ceo80+r* 

Die  Reihen  in  III)  und  FV)  stellen  blosse  Summen  und  keine 
Entwickeluneen  vor.  Einen  grossen  Irrthum  begeht  man  aber, 
wenn  man  me  Summe  dadurch  in  eine  Entwickelune  zu  verwan- 
dein glaubt»  dass  man  den  Zeiger  des  allgemeinen  Guedes  unend- 
lieh  nimmt.  Doch  hiervon  ist  schon  die  Rede  gewesen.  Will 
nutt  die  Functionen  haben,  aus  welchen  die  ins  Unbestimmte 
forlgesetzten  Reihen 


98ina4*t'^8in2a-|-e'sin3a+  .  . 
l  +  ccosa-|-ü*cos2o+ü'cos3a+ 


eotwickelt  werden  können,  so  muss  man  Alles,  was  in  deu  Sum- 
menformeln noch  vom  Stellenzeiger  m  abhängt,  weglassen.  Man 
erhUt  dadurch: 


osma 


V)   esina+t^sln2«+e»sin3a+ =:—^^^^;^^,    f 

VI)  l+rcosirfiA»s2a+»^o83a+ =     il^JwB^a+v»  ' 

Denn  man  hat  z.  B.  aus  III): 

—  ^8i"^<'"^gtn(m-t-I)fl  ^ ,  j 
1 — 2ooo8a-|-i'^  ' 

und  da  dieses  nun  für  jeden  Werth  von  m  silt,  so  folet  eben,  dass 
die  Entwickelung  in  V)  richtig  ist.    Zugleich  folgt  hieraus,  dass 
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4 Q ,2      P'"'^'  die  Entuickeluog  von  ü*"ri8in(i«-|-l)a 

-f-vm-t-Sgin  ^iii_|.2)a-|-..,.  sein  mus8.  Dtejenigen,  welche  nur  cod- 
vei^irende  Reihen  zulassen  wollen ,  kommen  der  Hauptsache  nach 
aut  dasselbe  zurück ;  sie  verwandeln  die  Summe  durch  Weglassung 
eines  Theiles  der  Summenformel  in  eine  Entwickelung^  beurthei- 
len  aber  das,  was  man  weglassen  muss,  danach,  ob  es  fiir  deo 
unendlich  grossen  Stellenzeiger  m  verschwindet,  wobei  sie  denn 
den  Werth  der  allgemeinen  urösse  in  der  Entwickelung  in  gewisse 
Grenzen  einscbliessen  müssen. 

Setzt  man  in  Y)  und  VI)  r=1 ,  so  findet  sich 

VII)  6ina-|-sin2a-f,sin3a....  =  4cotia, 

VIII)  J-|-cosa-|-co82a-|-cos3a.««.=3i« 

Diese  Ausdrücke  haben  in  den  Ffilten,  wo  a^^O  oder=±3n0i; 
ist,  ihre  Schwierigkeiten,  die  ich  nun  gründlich  beseitigen  will. 
Schon  früher  habe  ich  die  Frage  anfgeworfen,  Welchen  Werth  der 

Ausdruck -, — 5 7—5- habe,  wenn  v  =  l  und  a=:0  genommen 

1 — »  rcos  a-f-v*  ° 

1— r  1 

wird.    Nimmt  man  ersta=:0,  so  hat  man  75 75-=  T »    ^^^^ 

ches  denn  für  v=l  unendlich  wird.  Wird  aber  erst  D  =  l  gesetzt, 
so  wird  jener  Ausdruck  von  a  ganz  unabhängig  und  =  |.    Diese 

beiden  Werthe  müssen  dem  Ausdrucke  ^ — z% — ' r^  »n    dem  ge* 

1 — 2t?cosa-H*  ®^ 

nannten  Falle  doch  w.ohI  zukommen,  und  folglich  stellt  auch  die 
Entwickelung  eben  aiese  beiden  Werthe  dar.  Die  Entwicke- 
lung l4-cosa-|- cos  2a -|-....  hat  nämlich  allerdings  den  Werth  |  für 
a=0,  der  ihr  für  alle  übrigen  a  zukommt;  allein  sie  wird  in  die- 
sem Falle  zugleich  auch  identisch  mit  anderen  Entwickelungen, 
denen  der  Werth  od  zukommt.  Sucht  man  dieselbe  auf  einem  an- 
deren Wege,  als  dem  obigen,  so  wird  sich  die  Unbestimmtheit 
iur  a=rO  allemal  offenbaren. 

'  Wenn  ich  nun  mit  dem  Ausdrucke  |=:l-|-cosa-f-<ios2a-|-.. .. 
rechne,  so  muss  ich  Acht  haben,  ob  a=0  wird  oder  nicht.  Im 
ersten  Falle  rechne  ich  mit  einem  nicht  allgemein  richtigen  Wer- 
im  der  Entwickelung  und  erhalte ,  wenn  auch  nicht  gerade  falsche, 
doch  wenigstens  einseitige  Resultate.    Dann  muss  man  zu  der  all- 

femeineren  Formel  in  VI)  zurückgehen,  und  um  dfeses  durch  ein 
leispiel  zu  erklären,  wähle  ich  ein  schon  früher  besprochenes. 
Herr  Doctor  Schlomilch  sagt  in  seiner  Abhandlung  (Thl.  III. 
Seite  277.),  wenn  man  die  (unrichtige)  Gleichung 

cosa:+cos2a:+.  ...  =  —  i 

mit  f{x).dx  multiplicire  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  a  inte- 
grire,  so  erhalte  man: 

Ä)  /*7('^)rf'^+2[^  /^7(^)cosar<te+  /^V^')cos2arrfa;+....]==0. 
Weil  aber  eigentlich 


Digiti 


izedby  Google 


9 

Ol ^— 


Bin    ^   X 


sei,  80  folee«  dass  der  Ausdruck  iD  A)  nicht- =(^  sein  kOone,  son* 
dera  dersHbe  sei  Tiebnehr 


för  wachsende  »^  worüber  mau  in  ThL  I.  Seite  417.  nachlesen 
konDe,  wo  jener  mit  Lim.  bezeichnete  Ausdruck =9r/'(0)  gefunden 
wird.    Aber  es  ist  doch 


Liml  V,^    /     f(x)dx=0. 


und  nur  wenn  A=0  ist,  findet  die  Ausnahme  statt.    Man  subtra- 
hire  nun  in  VI)  beiderseits  i^  so  wird 


i+»co8a:+t>co82a:-f-....  =  j3yjjj^. 


also 

/    qp(ar)ifcF+2l  IV  /    cosirg)(i)iir  +  tJ*  /    coB^fp{x)dx-\-....  1 

^         '  J  0  1— 2rcoaa;+ü* 

Damit  ich  hier  nicht  zu  weit  von  meinem  Zwecke  abkomme, 
will  ich  9(j;)constantr=:^  setzen.  Dann  ist  das  allgemeine  Inte- 
gral /=/}.arccos  -^s ~s — f-Const,  also  /  zwischen  den 

X  ^"*  f)  cos  X  "^  V 

Grenzen  Ar!2n7t  und  a=fl.arccos— 3 ^- — ^;— 5 /3arc.cos(l). 

•*-  ^  \^-^f)coBa-\rfr      .  ^  ' 

Dieses  yerwandelt   sich    für  «=:lin/?arccos(— -1)— *|^arc.cos(l), 

worin  der  Ausdruck  nß  enthalten  ist.   Zwischen  den  Grenzen  ±ft9r 

uod    ^mn    verwandelt     sich    der    allgemeine    Ausdruck    /   in 

^arc.  cos  (1) — ß  arc.  cos  (1). 

Wenn  man  aber  in  dem  allgemeinen  Inte^al/von  vom  herein 

r=l  nimmt,    so  erhält  man    jEwischen   zwei  beliebigen  Grenzen 

/=arc.cos(— 1) — arc.  cos  (~1),  worin  der  WerthO  begriffen  ist.  Die 

mordernen  Demonstrationen  stellen   noch  die  Bedingung,   dass    a 

nicht  >  i  TT  oder  wenigstens  nicht  grosser  als  n  sein  solle ,  was 

aber  nach  Obigem  offenbar  unrichtig  ist.    Ueberhaupt  bin  ich  der 

Meinung,  dass  die   Sache  durch  die  jüngst  betretenen  Wege  am 

wenigsten  erledigt  ist  und  dass  wir  uns,  in  Folge  obiger  Darstel- 

loDg,  Veranlasst  fühlen   sollten,   tiefere  Untersuchungen  über  die 

nachLaGrange  undFourier  benannten  Formeln  anzustellen,  und 
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dabei  auf  GrCnde  zu  fuMen,  welche  qdb  tiefer  in  die  Natar  der 
Sache  eiDdringen  lassen^  als  die  Con  -  und  Divergenz«  Doch  mehr 
zu  sagen  9  ist  liier  die  Stelle  nicht. 

COeicher  Behandlung  ^  wie  die  Reihe  in  yW),  unterliefft  auch 
die  in  VII).    Dieselbe  giebt  uns  flir  a=0  das  paradoxe  Resultat 

O-l-O+O-f =00.    Dieses   Paradoxon   iKsst  sich  freilich  durch 

den  Rest  der  Reihe  erklären;  allein  wenn  man  in  dem  allgemei- 
neren Ausdrucke  Y)  a=dO  nimmt,  so  erhält  man  wieder  O-KH- 

=dO.  Indem  man  solche  Unbestimmtheiten  endlicher  Formeln  bloss 
an  ihren  Entwickelungen  bemerkt,  kann  man  freilich  zu  dem  Fehl- 
schlüsse gelangen,  dass  der  Grund  aller  Irrungen  in  der  Diver- 
genz liege. 

Zuletzt  will  ich  noch  an  einem  Beispiele  zeieen,  wie  klar  die 
analytische  Sprache  der  Reihe  VII)  sei,   ungeacntet  ihrer  Unbe- 

stimmtheit  ffir  0=0.  Setzt  man  Cär  sina  die  Reihe  a — Y2^'^** 
und  so  auch  fär  sinSa  u.  s«  w.,  so  erhält  man 

4cot4a=  (1+2+3+-.)«- (l»+2'+3»-^.)"i^---- 

Nun  bt  1+2+3....  der  Werth  der  Entwickelung  von  .._  .^ 
filr  a=l,  i»+2»+3»-.   der  Werth  der  Entwickelung  von    tf^^f^ 

für  a?=l  u.  s.  w.    Ais6  hätten  wir  icotia=coa—  i"2^+  •  •  •  • 

Da  nun  bekanntlich  eine  Function  nicht  nach  lauter  positiven  Po- 
tenzen der  Hauptgrösse  entwickelt  werden  kann,  wenn  die  CoefS- 
cienten  der  Reine  unendlich  werden ,  so  sagt  ^  die  Formel  VII), 
dass  man  die  Cotangente  nicht  nach  lauter  positiven  Potenzen  des 
Boeens  entwickeln  k5nne.  Doch  so  etwas  wird  benutzt,  um  die 
Ricntigkeit  der  divergirenden  Reihen  in  Zweifel  zu  ziehen. 


§.5. 

Doch  ich  komme  nun  zum  Hauptzwecke,  nämlich  zur  Fest- 
stellung der  Moivreschen  Formeln.  Wir  kehren  deshalb  zu  den 
Fonneln  in  I)  und  U)  zurück.  In  I),  in  dem  mit  k  mnltiplicirteD 
Tbeile,  behalten  die  Coefficienten  aller  Producte  aus  den  verschie- 
denen p  einerlei  Grösse  und  Vorzeichen,  wenn  man  sämmtliche 
a  negativ  nimmt  Da  aber  dadurch  der  Factor  pm  aus 
cos  Om+^A—i .  an  Om  in  cos  o»—  t^^-^-l.sin  Om  sich  verwandelt,  und 
dieses  eben  auch  geschieht,  wenn  man  1^A—1  negativ  nimmt,  so  ist 
es  in  der  Gleichung  I)  einerlei,  ob  man  alle  a,  oder  ob  mauVifc— 1 
negativ  nimmt 

Denkt  man  sich  nun  in  dem  mit  k  multiplicirten  Theile  die 
Producte  der  p  nach  dem  gewöhnlichen  Multiplicationttresetz  auf- 
gelöst, so  werden  sich  sämmtliche  Glieder  in  zwei  Klassen  ab- 
theile»  lassen,  in  sokhe,  welche  gerade  Potenzen  von  l^jfe— 1 
enthalteo  und  folglich  rational  mnd,  und  dann  in  solche,  wekhe 
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ugerail«  Poiemen  Ton  t^*— l  haben  uad  foMtebinmtional  Uffi- 
bt0.  Indem  man  in  der  ersten  Klasse  die  Potenzen  von  k*^l 
anflSst»   erhält  man  eine  Reihe  Ak+Bi^^Ck^....,   welche  für 

ein  gerades  m  (= Anzahl  aller  a)  bis  zu  As  und  ftlr  ein  ungera- 
des bis  za  klT  anbleigt  Sondert  man  ans  den  OiiederD  der 
zweiten  Klasse  den  Factor  V  A— 1 ,  so  behalten  sie  nur  gerade 
Potenzen  von  O— 1  und  geben  daher  eine  Reihe  O—l  (A^k 

+JB*i-*+<7Jt» +....)♦  welche  bis  zu  k*       be}  geradem  und  bis 

»—1 
zn  kT"  bei  ungeradem  m  aufsteigt. 

Alan  hat  also 

^)PhP%'-**Pm^oM(fli  +  a^+....at^)-^Ak+Blfl+...,  

+  (sin  (ai+«ra+.  ...am)  +  A'k  +iS'*»+, . . .)  ¥JZT, 

und  es  ist  nicht  weiter  nütbig^  da«is  man  das  Bildungsgesetz  von 
A,  B,.,,A',  jB'....  kenne. 

Nehmen  wir  nun  zuerst  alle  a  einander  gleich«    so  werden 
auch  alle  p  identisch«  uod  man  erhält 

X)  p»  =  (cos g-l- ViP^.sln a)r  =  cosfna  +  Ak  +  Bk^-j-.. . . 

+  (sl»ma+^'* +/?'*•+. ...)V^Ä3r 
Wird  aber  die  Quadratwurzel  negativ  genommen«  oder  nimmt 
man«  was  nach  dem  Vorigen  dasselbe  ist,  a  negativ ,  so  wird: 
(cosa— I^A— l.sino)"»  =  cosma+-4A:+jBA:*+....        

Daraus  folgt  nun  sogleich 

/  (eosq+^Ar— l.sioo)*'+(oosa  — VA— i.sin  g)"» 

2 
=  cos  191a  -f  Ak-i-Bk^-i-, . . . 
XI)  <  und  _ 

(cos  a-j-Vk—t  >  sin  g)«»— (cos  q^V^  i  .sin  g)»» 
2^k^^ 

=sin]ng+^'i^-hA'A^  +  - ••• 
Man  sieht  nun  deutlich«  welche  Vortheile  man  durch  den 
Gebrauch  des  Imaginären  hier  erhinfft«  indem*  durch  dasselbe  alle 
Glieder 9  welche  noch  den  Factor  A:  nahen«  sogleich  beseitet  wer- 
den. Hierfür  kann  man  Fidgendes  bemerken.  Das  Froduct 
V\P%P% •••  •JfM  1^1^^ eich  immer  so  entwickeln«  dass  man  zwei  Theile 
ernätt,  von  denen  der  eine  rational  iet«  der  andere  mit  dem  Factor 
Vit— 1  behaftet  bleibt  Gelhigt  es  nun«  den  beiden  Thellen  der 
Estwickelung  verschiedene  Formen  zu  geben«  dass  man  also 
P+eV^ife— 1  das  eine  Mal  und  P'  +  Q'V"*^  das  andere  Mal  er- 
hält« so  müssen  wir^chliessen«  dass  P^P  und  Q  =  Qf  sei. 
Denn  wenn  man  VX^l  negativ  nimmt»  erhält  man  P-^QYk'^l 
=P — Q'Vk — 1«  und  wenn^iese  Gleichung  mit  der  vorigen 
P^Q^rk^\=^P^(t  ^TT^X  vtfbunden  wird«  so  folgt so^eich 
P^P,  Q=Q'.    Man  kann  also  die  Elimination  von  I^A — 1  ganz 
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umgeheD  und  daWr  sagen,  dass  io  der  Gleichung  P-^-QVJk — 1 
=P -\-Qf  ^k^±  der  rationale  Theil  nur  dem  rationalen»  der 
irrationale  nur  dem  irrationalen  gleich  sein  kOnne. 

Aber  hierl»ei  fällt  sogleich  in  die  Augen ,  dass  die-  BetncA- 
tang  gar  nicht  an  einen  besondem  Werth  Ton  A  geknüpft  und  dass 
daher  auch  die  Giltigkeit  der  Resultate  nicht  auf  bestimmte  Wertbe 
von  k  beschränkt  ist  Wer  indessen  im  Anfange  der  Be- 
trachtung durchaus  nur  reelle  Werthe  für  Vi — 1  zulas- 
sen wollte,  müsste  dann  überlegen,  dass  z.  B;  P  ynd 
P*  Functionen  bloss  von  k  und  nicht  mehr  von  V^— i 
sind,  die  für  i^^l  immer  gleiche  Werthe  haben,  und 
hieraus  müsste  die  Gleichheit  von  P  und  P  auch^in 
allen  anderen  Fällen  nachgewiesen  werden.  Da  die- 
ses keine  Schwierigkeiten  hat,  so  will  ich  nicht  l&nger 
dabei  verweilen. 

Die  Gleichungen  IX),  X)  und  XI)  gelten  also  auch  fttr  Jk=0, 
so  dass,  wenn  nun  fir=cosar-|-t  sin  Or  ist: 

XH)  /'iP9P8----P«i  =  cos(ai+a9+ai  +  -«--aM) 

-|-tsin(a|-has+^+---^)' 

Xni)  (cos  a -h  t  sin  a)*  =  cos  ma-h^  sin  ma, 

(cos  a-|- tsin  «)"•+  (cos  a — tsin  a)*» 

cos  ma  =  ^ --^ ^ — =~ ^— , 

XIV)    \  2 

(cosa-l-t*«ina)'"— -(cosa— tsin  a)* 
sm  ma  =  «^ • ^ — rt —\ 

und  wenn  man  noch  das  Binom  (cosa  jztsinn)*  aufl5st: 

|cosma=co8a»— fitscosa"*-' sina^-|-m4Cosa^~^sin<i*. . . . , 
(sinma=iitxCosa*-  *  sino— fitscoso*-  •sina*+w«6Cosa»-  •sino» . . 

Alle  diese  Formeln  sollen   zunächst   nur  f&r   ganze  positive 
Werthe  von  m  gelten,  doch  reichen  sie  noch  für  die  goniometrische 

Darstellung  der  m  Werthe  von  V^  aus«    Aus  XIII)  folgt  näm- 
lich, wenn  man  -  statt  a  setzt: 
m    • 

cos  ~  +  tsm— =(oosa+isina)    , 

sofern  man  an  diese  Form  noch  keine  andere  Forderung  stellt, 
als  dass  die  Entwickelung  ihrer  mten  Potenz  =  cos  a  -|- 1  sin  a  wer- 
den soll.  Nimmt  man  nun  a=2fi;r  oder  =  (2fi-t-l)ff,  so  wird 
cos  a-|-tsina=-f-l  oder  =;=  — 1,  und  man  hat 

;';r+i=cos^+isiD^. 

XVI)  r         ^  ^      ^  ^ 

'  1^ — 1 = cos-^—  I  sin  -^ 
m         ^1» 


XV)  i'^:^ 

(Sil 
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§.6. 

Ich  komme  mia  zur  ErSrteniDj^  d^s  Falles»  wo  in  den  Moi- 
vreschoD  Fonnelo  der  Exponent  ein  Bruch  int.  Hier  lasaen  sich 
DUO  zwar  die  Rechnungen  mit  dem  allffemeineren  Zeichen  Vä  —  1 
fortfuhren;  da  indessen  die  Formeln  iX)  und  X)  des  Torigen  §. 
allgemein  für  jeden  Werth  von  k  gelten,  so  kann  man  der  weit- 
läufigeren  Rechnunj^  durch  den  Gebrauch  des  Imaginfiren  über- 
hoben sein.  Hierbei  darf  man  aber  die  daselbst  eestellte  Bemer- 
kung nicht  übersehen,  dass,  wenn  für  dieselbe  Form  zwei 
EDtwickelungen  P-ht'Q  undP'  +  tO'  gefunden  worden  sind,  P=;i^ 
und  Q=  Q'  sein  muss.   Dieser  Schluss  ist  unfehlbar,  und  mit  ihm 

g eichbedeutend  ist  das  Eliminationsverfahren  durch  eine  zweite 
leichuDg,  die  man  erhält,  wenn  man  i  negativ  nimmt;  aber  man 
hat  hier  oft  ein  Eliminationsver&hren  in  Anwendung  gebracht,  das 
zwar  beim  ersten  Anblick  tadellos  erscheint,  aber  demungeachtet 
sich  als  ein  sehr  gefahrvolles  erweist. 

Aus  XHI)  iSsst  sich   auf  eine  leichte   Weise  folgern,    dass 

tn    .  ,  ,   jw        * _^_.— 

cos  -a+tsm-a=ir(co8a+iBina)^ 

= (cos  a  -|- 1  sin  a)* 

sein  mnss.  Da  aber  dieser  Ausdruck  wegen  der  Vieldeutigkeit 
der  zu  cos  a  und  sin  a  gehörigen  Bogen  ein  vieldeutiger  ist ,  so 
pflegt  man  gewöhnlich  die  Vieldeutigkeit  durch  Hinzufügung  des 

m 

Factors  1  *  zu  erklären ,  ohne  weitere  Rücksicht  darauf  zu  nehmen» 
dass  es  doch   eines  Beweises  bedürfte,    dass  die  Vieldeutigkeit 

jenes  Ausdrucks  durch  den  Factor  1"  wirklich  dargestellt  werde. 
Doch  wenn  wir  auch  hiervon  absehen,  so  schloss  man  ferner  auf 
die  Gleichung 

m 

cos  -a  — ;•  1  sin  — a  =  (cos  « — t  sin  a) 

von  jener  ersten  dadurch,  dass  man  a  negativ  nahm  und  meinte 
dann  weiter  die  Gleichungen 

2  cos— a=(cos  a  \  t  sin  «)"  +(cos  a— -t  sin  a)"  =tt+  r, 

2isin  —  «  —  (cosa  +  isln  a)" — (cosa  —  fsin  o)"  =rtt  —  t? 

bepünd<ft  zu  haben.  Aber  auf  solche  Art  ist  das  Imaginäre  nur 
bei  Bogen  des  ersten  Quadranten  eliminirt;    man  muss  bei  grSs- 

m 

seren  Bugenwerthen  die  coujugirten  Formeln  (cosa-f-tsipa)"    und 

IM 

(cosa — tsina)"  nicht  dadurch  aus  einander  herleiten,  dass  man  a 
negativ  nimmt,  sondern  man  muss  t  negativ  werden  lassen,  damit 
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auch  das  t  in  dem  Factor  1"  an  der  YerfiodeniDg  mit  Theil  nimmt. 
Dabei  wird  es  denn  freilich  nothwendig,  dass  man  vorher  die 
Formel  cos  a-Jt^fAna  auf  BOgen  des  ersten  Quadranten  redncire. 

Statt  dessen  setzte  man    aber  immer  obiges  u-f  t»  satt  2  cos  —a 

und  u-—r  statt  2t  sin  —a  und  umgekehrt ,  ohne  den  bestimmten  Aus- 
druck fflr  die  Vieldeutigkeit  jener  Formeln  in  Rechnung  zu  neh« 
men,  verlor  dadurch  auch  am  Ende  alle  Vieldeutigkeit  und  hatte 
nur  für  Bögen  des  ersten  Quadranten  giltige  Resultate.  Aber, 
was  noch  schlimmer  war^  man  nahm  auf  etwaige  Factoren  =t, 
die  ausser  dem  i  der  Moivreschen  Formeln  in  die  Rechnuns;  sich 
einschlichen,  gar  keine  Rücksicht  und  etiminiHe  daher  ganz  falsch, 
erhielt  foldich  auch  falsche  Resultate,  und  während  1iun  die  frü- 
heren Mafliematiker  allen  Scharfsinn  aufboten,  um  den  Irrthum  zu 
finden,  so  haben  viele  Neuere  dagegen  die  Schuld  des  Irrthumes 
dahin  geschoben,  wo  alles  weitere  Ergründen  aufhOren  musste, 
nfimlicE  auf  die  Divergenz  der  Reihen.  Darum  geben  sie  sich 
auch  nicht  die  Mühe  nachzuweisen,  wie  die  Divergenz  der  Reihen 
Ursache  au  Fehlem  wird,  sondern  glauben  ^enuff  zu  thun,  wenn 
sie  zeigen,  dass  man  bei  Vermeidunji;  divergirender  Reihen  nichts 
Falsches,  wenn  auch  nidits  Allgemeines,  erhält. 


§.  7. 

Aus  dem  im  vorigen  5.  Gesagten  eebt  zur  Genüge  hervor,  dass 
man  bei  der  Feststellung  der  Moivrescnen  Formeln  lar  gebrochene 
Exponenten  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  Anfangs  ganz  vermei- 
den muss.  Es  sei  a  ein  (positiver  oder  negativer)  Bogen  des 
ersten  Quadranten  und  a?=:co8a,  y=sina,  so  wird  x  immer  eine 
positive  Zahl  sein.    Man  hat  dann 

..«...—..  •»  I  — -«^.      ■? 

(coso+VlIT.sinfl)«  =  (a?+inf^.y)«  ' 

V(A-1)'+...., 


was  wir  mit  ä+SV"ä — I  bezeichnen  kSnnen,   so  dass  R  und  S 
nur  nocIVvon  k,  nicht  aber  von  fit— 1  abhängen.    Man  bat  also 

(cos  « + V^-.l .  sin  a)«  =  R  +  Ä  V^J^. 

Man  setze  R=zg  cos 9   und  S:=g  sin 9,    also  tyip^z-^,  so 
Wird  g-fU^+S^.    Daher 

(cos  a + ^it-*l « sin  a)« = f  (cos  9 + l^iS:«*  1  •  sin  9), 
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tisd  folgikh 
oder  nach  §.5: 

wcvaiis  miii  folgt: 

8mfna+A'U+B'k^....=4»(8wnfp+H'k  +  ^'i^...). 

Diese  Gleicbnogen  sind  richtig  för  jedes  ^^1^  sie  sind  daher 
fibr  alle  Werthe  von  k  richtig»  mid  wenn  man  nun  A=:0  flietat»  so 
findet  mao: 

008111«:=  ^eosit^>  siBn7a=9"8iiiii^ 

um  den  Werth  von  q^VB^-^-S*  filr  A:=0  zu  erhalten,  mul-. 
tiplidre  man  die  Gleichung 

(cosa+VX^.sina)«  =  Ä+  SVl^ 
mit 

(cos  « — I^A^.sin  a)«  =Ä— 5  VTfclli; 
so  erhUt  man 

(1— A8ina«)i^=iP+iS»— 5«*. 

Setst  man  hier  *=0,  so  folet  q^:^R^+S^=i,  q=i,  und 
folglich  cosma=oosn9,  fAuma^smnqf,  daher 

m 

9= 


Nimmt  man  nun  die  Werthe»  in  welche  die  Reihen  B  und  5 
tär  k=0  sich  Torwandeln,  so  erhält  mao: 

XVII)  cos— a  =  cosa»"—  ("^J")  ^®^~   *^"*«*  ' 

\'«/4^^®  ^'^       sinn*. . ., 
r~j  cosi^^'sina— (~J  cosa«~  sina* 

+  (— J  cosa^^   sina* 


sm--a 
n 


Dieses  ^  jedoch  nur,  wenn  der  Bogen  a  im  ersten  Quadran- 
ten liegt»  wie  man  sich  auf  folgende  Weise  flberseugen  kann.   Aus 
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den  CrleichoDgeo  eo8fiia=cosii9  und  sin  »0=8101191  Bes«6  sieh 
allerdings  n^^^^iin+ma  folgern ,    wo  fi  eine  ganze  positiye  oder 

negative  Zahl  sein  kann.    Dieses  gSbe  y=   ^     ,  sodass  also 

2iii%-l-i]iii 
die  erste  der  obigen  Reihen  =  cos— ^- wSteb  Allein  dieselbe 

kann  nur  einen  von  den  in  cos-*— enthaltenen Werthen  vor- 
stellen, und  da  sie  für  a=0  den  Werth  1  hat,  so  mnss  anch 
cos— ^  =1>  und  folglich  f(=:0  sein. 

Daher  gteht  jene  erste  Reihe  den  cos ---11,   wenn  a  spitz  ist, 

und  dann  jcann  sie  nicht  zugleich  zur  Darstellung  von  cos  ~(3fftff  -f  a) 

dienen.  Auch  gilt  sie  nicht  mehr  Ar  solche  Werthe  von  a,  tdr 
welche  cosa  nc^tiv  ist,  weil  die  ganze  Rechnung  darauf  ruht, 
dass  cosa  positiv  sei. 


Will  man  nun  für  die  Vieldeutigkeit  der  Moivreschen  Formeln 
bei  gebrochenem  Elxponenten  einen  idaren  Ausdruck  erhalten ,  so 
wird  man  sämmtlicne  Wurzeln  auf  eine  primitive  zurückfahren 
mflssen.'  Es  sei  x  die  absolute  Grosse  des  Cosinus  eines  Winkels 
A  und  y  bedeute  den  (positiven  oder  negativen^  Sinus  desselben 
Winkels,  so  wollen  wir  die  ZurückfQhrung  auf  diejenige  Wurzel 

m 

des  Binoms.  i'X-\-kfy^  machen,  welche  durch 

M 

ausgedrückt  wird,    wenn  man  für  die  ^gebrochenen  Potenzen  x^, 

^      5  Q*  s.  w.  nur  ihre  absoluten  Werthe  nimmt  Ist  a  der  (posi- 
tive oder  negative)   spitze  Bogen,  der  zu  x  als  Cosinus  und  zu  y 

als  Sinus  gehört,  so  ist  diese  Wurzel  nach  §.  7,=zco8—a  +  t  sin— a. 
Ferner  ist  klar^  dasl^  für  jeden  Werth  von  b 

(cos  b+i  sin  b)n  =  cos  —6  +  i  sin  —6, 

wenn  man  an  den  Ausdruck  zur  Linken  nur  die  Forderung  stellt, 
dass  seine  nte  Potenz  :^  (co8Ö-|-tsin6)"*  werden  soll.    Auch  ßUlt 
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aUe  Tiddeutigkeit  dieies  Ausdruckes  hinweg,  wenn  man  nicht 
bloss  die  Werthe  von  cos  b  nnd  sin  b  im  Ange  hat,  sondern  den 
Werth  des  Bogens  b  selbst  als  einen  bestimmten  voraossetst 
Denn  dann  wfirde  zwar  die  nfte  Potenz  von 


cos 


Üu,7e+mb  .    ,   .    2tt»+mÄ 

— ^- — 1- 1  sm  — ^- 

n        ^       ^         n 


immer  noch  dieselben  Werthe  Ton  cos  b  und  sin  6,  aber  verschie- 
dene Werthe  von  b  liefern. 
Nun  hat  man 

cos(*+a)+tsin(Ä+<^=(cos&+tsinÄ)(cosa+tsina), 

und  wenn  man  dieses  zur  Potenz  vom  Grade—  erhebt: 

n 

XVIU)  (cos(A+a)+isin(6+a))^ 

=:;(cos--4  +  isin  —-6)  (cosa-f-tsina)*. 

Ist  aber  hier  a  ein  spitzer  Bogen,  dessen  Cosinus  =^  und 
dessen  Sinus  =y  ist,  und  nimmt  man  b=z2ii3t,  so  wird  zu  2fi9K-|-a 
doch  noch  x  als  Cesinos  und  5  als  Sinus  geh5ren,  und  wenn  matt 
also  2^n+umit  A  ibezMchnet,  so  hat  man: 

XIX)  (cosA+iBinA)^=z(coB^^  +  iBin^^)(x  +  iyr' 

So  ist  der  Ausdruck  zur  Linken  in  XIX)  im  Allgemei- 
nen n  verschiedener  Werthe  fähig,  so  fern  man  näm- 
lich nur  die  Werthe  von  cos  ^  und  sin^,  nicht  aber 
zugleich  auch  den  von  ^  berfleksiditigt  Geschieht  das 
letztere,  so  verschwindet  natürlich  auch  die  Vieldeu- 
tigkeit, und  man  muss  fi=0,  =1,  =2,  u.  s.  w.  nehmen, 
je  nachdem  ^  im  4.0-flsten,  4.14-lsten,  4.2-|-lstei, 
u.  s.  w.  Quadranten  liegt.  Diese  Bemerkung  ist  f9r  den 
Gebrauch  der  Formel  XIX)  nicht  ohne  Wichtigkeit 

Da  Aber  cos  -^^-fisin    ^^^  die  n  Werthe  von  1" vorstellt, 
10  v^rwand^  «ch  der  Ausdruck  XIX)  in 

..mm  m 

(cos  J  +  isin  J)»^=l»  (j:+y)«, 

m 

to  dass  die  Vieldeutigkeit  von  (cos  il-f-tsinJ)"  durch  dien  Werthe 

m 

TOD  1"   wirklich  dargestellt  wird. 

m  —mm 

Und  weil  (:r-|-t^)»  =  (cos a^t sinn)" :^ces--a-f-tsin —a»  so 

verwandelt  sich  XIX)  in 

TKeUYIL  S 
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(tosA  +  c«in  d)»  TstoB — ^^~' —  +t  «n  — ^^-^jp 

n  91 

80  dasfi  also  die  all&:eineiDe  Giitlfifkeit  der  MoiTreschen  Fonneln, 
die  Manche  in  Zweifel  gezogen  haben ,  für  diesen  Fall  gerecht- 
fetHgt  i^t 

Nimmt  man  nun  hierin  A  oder  t  negativ  ^   so  erhilt  rntto 

(bos  A  —  t  sin  A)^  =  cos  —A — i  sin  —A , 
n  w 

und  aus  dieser  Gleichung  endlich  mit  der  vorigen : 


m    .     (cos  ^  -|- 1'  sin  A)^  +  (cos  A — t  sin  A> 
cos~-4  = g , 

,   m    .     (cos^ -f-YSiDil)*  —  (cos^ — isin-4)» 

«i„-.^= — s ^* 

und  aadi  diese  Formeln  lassen  sich  noch  rechtfertigen, 
wenn  man  nur  eine  solche  Verbindung  der  Wurzeln 
nimmt>  dass  das  Imaginäre  sich  hebt.  Sobald  man  also 
mit  den  Ausdrücken 


(cesil  ^  tsin^)«  4>(cos/<-^isin^)* 
■   2. 

m  111 

A  (^o«-^  +  »g»P-^)"  -(cos^  — isin^)* 

die  Bedingung  verbindet  oder  verbinden  musi,  dass 
das  Imaginäre  sieh  heben  soll,  so  wird  man  auch  den 
ersten  =  cos  ma,  den  andern  =sinma  zu  setzen  haben. 
Ab^r  man  darf  nicht  glauben,  dass  diese  Bedinifuna 
immer  mit  fenen  Ausdrücken  zu  verbinden  sei;  diesef- 
ben  sind  vielmehr  dieStellvertreter  noch  ein«r  Efl-dereii 
imaginären  Form,  und  wenn  uns  der  Verlauf  einer  Rech- 
nung auf  sie  hinführt»  so  müsseb  wir  uns  hüthen,  die 
genannte  Bedingung  mit  ihnen  voreilig   zu  verbinden. 

Nur  wenn  —  eine  ganze  Zahl«    oder  wenn  bei  gebro<?he- 

oem  Werthe  von  —  der  Bogen  a  im  ersten  QuadranteQ 

n  ^  , 

liegt»  ist  der  erste  jener  Ausdrücke  allemal  unbedingt 
^ cos --a»  der  andere  =  sin-^o,  denn  dann   ist  mit  den 
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obeD  genatititett  Ufwerthen  Von  (oo8/IJ:'8iD^)'*li^6in ande- 
rn 

rer  Wertli  von  1*  zu  verbinden  als  di^  1. . 

Die  Gleichung  XIX)  gilt  aber  nur^  'wenn  cp^A  eine  pesitive 
Grosse  ist.  Ist  cos  A  negativ ,  so  wird  A  im  3ten>  7ten,  Uten« 
o.  8.  w.  positiven  oder  negativen  Quadranten  liegen.  Mßn  nehme 
dann  in  XVIII)  6=(2|i[b-f  1)»  Und  setze  (2^-f  l)9i;-f  a=:  J,  so  wird 
immer  cos  A  = — w  und  sin2i= — ff  sein,  und  man  erhält: 

«n  •      ■ 

XX)  (cos2<+£sinJ)« 

=  (cos     ^-^^ — ^+ tsm  —^-^ )  (^+«y)* » 

wo  nun  ft=09  =1>  =2»  tt..s.  w.  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  A  im 
4.0-f3,  4.1+3,  4.2-f3,  u.  s.  w.  Quadranten  liegt  Man  sieht 
also,    dass  wenn  die  Zurückführung  auf  die  oben  bezeichnete  Ur- 

m 

x^nanxi' ron  (x+iy)^  gemsLcht   werden    soll,    die  Verschiedenheit 

—  m(2ii-fl)9s 

aller  nWerfhe  ven  (cos  2<+ isin  A)^  durch  den  Factor  eos  ■   >  ^    — 

^,.gloESfdi^=3(_l);r  datgestdlt  wird.  Auch  folgt  auf  gleicbe 
Weise  wie  oben 

cos  -—A  +  i  «in  —A  =  (cos  A  + 1  sin  J)« , 

md  Ku^^ith  erhellet  auch,  dass  di«  Ausdrücke 

m  m 

(cos  A-^i  sin  Äf*^  -f-  (<^og  -^ — '  ^'p  ^)^  ^  i  rriT o.  i  F»" 

"        g    ■        _— — — — — gt/     +j  r 
->->  .  —  ffii  m 

^,  (cos  J  +  tsin^)"  — (cos^^tsin^)*  _  j^  p^ 77  F" 

2i  ^ 

nichts  anderes  als  cos  — a  und  sin  — a  bedeuten ,   wenn  noch  die 
n  n 

Bedingung  hinzugedacht  wird,   dass   In   den  Wurzelverbindubg'cin 

das  Imaginlire  sich  heben  soll.    Ohne  diese  Bedingui^  aber  giebt 

es  jetzt,    wo  cosA  negativ  ist,    ausser  für  ganze  Werthe  yon  — , 

keinen  l^^all»  wo  man  jene  Ausdrucke  unbedingt  mit  cos  —  a    und 

«in  — a  zu  vertauschen  sich  erlauben  dürfte.    ^  $ 

Es  ist  jetzt  nur  noch  nuthit^,  dass  ich  die  imaginäre  Bedeu- 

m  m  .       m  m 

tung  der  Ausdrücke  J  17«  +  4  p  und  i[J«  —  i  F»    angebe.      Zu 

dem  Ende  bezeichne  man  (dbi)'*  durch  fi  +  id",  so  hat  man 

2* 
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17»  =(^+»)(a;+<y)"  =(i)+»)(co8^+»«n^a). 

Wird  aber  der  Bogen  A  negativ  genommen^    so  wird  auch  y 
negativ,   und  es  verwandelt  sied  U  in  V.    Daher 

F»  =  (17  + 1^)  (^ — ly)»  —(v+id) (cos^a  —  »  sin  ^a). 
Daher 

1  ü^  +  i  rn=(fi+id')  cos^a, 

§.9. 

Ueber  die  Moivreschen  Formeln  mit  negativem  Exponenten 
ist  nur  wenig  zu  sagen  übrig.  Die  Betrachtung  iässt  sich  auch 
hier  mit  der  allgemeineren  Grosse  I^A— 1  statt  des  i  beginnen  und, 
man  erhält  zuletzt  ähnliche  Resultate,  wie  bei  positiven  Exponen- 
ten.   Denn  wenn  zuerst  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat  man 

_       (cos  a  »^  l^^-^l .  sin  g)«» 

(cos  a  —  I^A;— -1 » sin  o)«» 

(1-Asioa«)«         ' 
welches  sich  nach  §.  5.  in 

(cos  a + Vä— 1 .  sin  a)— •* 

verwandelt,  woraus  sich  alsbald  alles  Weitere  eigiebt. 
Ist  aber  der  Exponent  ein  Bruch =—,  so  hat  man 

/          »ATI — r    •     \""^     (cos a—VX^. sinn)» 
(coso+T  Ä— l.sioa)    «="^^ ^    /  > 

(1  — Äsina«)« 
Hier  lassen  wir  nun  den  Bogen  a  zuerst  im  ersten  Quadranten 

__^ m 

liegen  und  lösen  (cos  a  +  VA— 1 .  sin  a)    *  auf  in 

»a      •+r J    cosa     »        sina'.(i!;— i)-|-.... 


cos« 
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l( j   COS  a      »        sina 

1+ ( )    cosa      »         siDa'.(A — 1.... 

f      \       »/J 

m  

Nach  §,7.  Ifost  sich  ab«r  (coeo— ^*— 1.8ino)»ioÄ-SV*-l 
verwandeln,  so  dass  man  also 

JB'= ^_^,      S'= =^^-« 

(l— X:sina«)«  (1  — Äsina*)* 

erhSk.    Daher  für  /:=0 

Ä'=Ä=cos-— a=co8(— — o), 

S' =— iS=— sin  — a=sia<— --a). 
n  w 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Reihen  in  XV)  ftlr  jeden  Werth 
von  m  selten,  wenn  der  positive  oder  negative  Bogen  a  nur  im 
ersten  Quadranten  liegt. 

m 

Bei  (cos-4+isin^)      »  muss  man  ebenfalls  die  Reduction  auf 

m 

das  Binom  (x+ty)      «  machen,    wo  x  die  absolute  Grosse  von 
€08  <^  und  ^~^s\bA  ist.    Man  wird  da 

(cos^+.-sin^-^=(cos?Bi!!-<sin?Ä)(;r+fy)"^ 

wenn  cos^  positiv  ist,  und 

m 

(coaA-^isiDÄ)      «  ^ 

=  (eo«^«ii^-.-sin^£±teEx.+i^)-^ 
n  n 

m 

wem  cos^  negativ  ist,  erhalten.     Unter  (x  +  iy)      »  ist  diejenige 
Wurad  zu  verstehen,    welche  durch 

+'L(-Ü.'"""»-(-?).'""^"'»'+-] 

berechnet  wird ,  indem  man  für  «""  * ,  j:      •        ,  u.  s,  w.  nur  die 
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AMdridw  XIX)  ud  XX)  auch  fiir  negativ«  Woflw  tob  ^  | 


$.  10. 
Zaletzt  will  ich  noch  die  Anwendn 


der  bisherices  Tli 


Mjoitux  will  ICD  noch  die  Anwendung  der  btsiiencf»  t» 
an  einem  Beispiele  zeigen,  nod  sn  den  lade  die  beraeatigtoi 

CT^cosna-fiiiCOsCji — 2)a-)-ffs  co8(ff — 4)o.- 

wählen,  welche  Eni  er  als  die  Entwickelnng  Ton  9"oo8^t 
hatte  und  die  nach  ihm  fiir  alle  Werthe  von  n  und  a  gfl^  ^'f 
Aber  Poisson  entdeckte  nachher,  dass  diese  Reihe  lur  «='  ^ 
jrrr«  nicht  mehr  richtig  sei,  und  seitdem  ist  sehr  Tiel  Aer 
Sache  verhandelt  worden.     Mir  scheint  in    der  hier    gege] 
Theorie  die  ailereinfachste  AnflOsung  der  Terwickelni^  m  tie 

Es  sei  n  fiberhanpt  ein  positiver  oder  negativer  Bruch  ^undx 

cosa  positiv.    Der  spitze  Boeenwerth  zn  cosa  sei  9,   so  ist 
gemein,  wenn  k  eine  ganze  foAA  bedeutet: 


cos(J-2Ä)fl 


= 4  [cos  (^ — 2A-)  2fi«:f  isin  (^ — 2*)  2fi»]  (oos  9  -^  1  sin  9»)  * 
q  q 


Z-it 


+  i[cos  (2— 2*)2^»— I sin(2— 2*)2fi«]  (cos 9— »sing))  ♦ 
=i(cos-^-^- — |-i  6in--^-^--)(cos9  +  t8in9>)  « 


£-ti 


+  i  (cos  -*--^- 1  sm   ^  - )  (co89>  —  1  sin  9)  f 


^-** 


Hier  setaen  wir  znr  Abkürzung 


cos- 


2£f»«....:„2£^ 


-Jb^'fi^D 


=©■ 


cos^Jitsin 


9>=(^); 


und  «rhaiten 


t-tt 


co«(&— 2A)a=ÄP* 
Dadurch  verwandelt  sich  die  Reibe 


£—4» 

+  JfP'i        . 


"—I-HD.  -(|-»>+(?).  -(I-0-+- 
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'4 


?    ■  ■< 


Aber  mao  bat 


=^cos9-t-^sbi^+cas9> — 1 8109=2  co89> 
maA  ebao  ao 

Unaere  Reihe  wird  abo 

£  £  £  £ 

C7=iJB3cQay)«  +  lR'(2co6y)f=:;4(Ä+Ä')2t(cQ89)*. 

2v»n     £  £ 

d.  h.  I7=ces  -^^  . 2f  (coe y)f. 


Daher  iet  ailgenein 

XXI)  sf  co«?^^  (cos  9)f 

=-f«+(f).  '"(i-^>+(f).  -(?-*>+•  ••  • 

und  dabei  ißt  co8  9>=co8a>   und  man  muss  nach  §.  8.  fi=0>  =1» 
^%  tt.  8.  ff.  setzen  9  je  najchdem  a  im  Isteo,  5ten,  Dteo,  n.  8.  w. 

Qvadiaoten  liegt    Ist  9=1«  also  ^  eise  gause  Zahl  n,   so  wird 
cos— — =1,  «nd  man  erhält  die  gemeine  Reihe 

S"co8ii"=co8iia-f  n|C08(n— 2)a-fitsCos(n — 4)  a +  ...., 

die  fiir  positive  und  negative  ganae  n  allgemein  gilt. 

Ist  nao  zum  Zweiten  cos  a  negativ ^  so  wird  man  setzen  müssen. 


co8(2— 2it)a 


£--* 


==  4  [cos  (| -- 2*)  (8fi»+i)iK + 1  sin  (2  ^i*)(2<*+l)a]  (cos^j+wln^)  ^ 
+  4  [cos  (|  -  2k)  (2H-1)«  - 1  sin  (2  -2*)(2f4+l)fl]  (cos^iT-t  sln^))  f  ""  "** 
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=  4  (cos ^-^- — '^--  +  «sin  ^  )  (cos 9  + 1 sin  9) ff 

+  1(C0S^-*- ^^^ ISID^-^- ^^--)(C0Sflp— tSID©)ff  , 

unter  9  immer  denjenigen  spitzen  Bogen  rerstanden»  der  zu  cosis 
als  blosser  Zahl  gehOrt.  Dadurch  erhält  man  auf  gleiche  Wei^e 
wie  vorhin: 


XXlI)2f...^ü±ÜH!(«»,)f 


und  man  muss  pL=0,   ^l,  =2,  u.  s.  w.  nehmen ,  je  nachdem  a 

'         '      L  E. 

im  3ten^  7ten,  llten^  u.  s.  w.  Quadranten  liest.  Unter  2  9  und  (cos  9)  v 
sind  immer  nur  absolute  Zahlen  zu  yerstebeiL    , 

Nehmen  wir  nun  hier  mit  Poisson  —  =  i>  a=ivc,  soistcos^ 

=  1,  und  man  erhält,  weil  a=7C  im  3ten  Quadranten  liegt  und 
folglich  fi=0  ist: 

2^cos(j).l*  =  cos(0(l  +  (Di^^(l)2  +  ..:O=cos(0(l  +  lA 

welches  nun  nicht  mehr  unrichtig  ist.  .  , 

Wird  in  XXII)  ^=1  genommen  >  so  erhält  man  abermals  die 

p_ 
gewohnliche  Reihe.    Denn  cos  9  9  wird  der  Grosse  nach  doch  immer 

L       '  a  £ 

=  cosa9  9  aber  =  -fcosa9  bei  geradem  und  =  —  cosat  bei  unge- 

radem  Exponenten.    Dagegen  wird  cos— (2fi-|-l)»= — 1  bei  unge- 
radem und  =+1  bei  geradem  ^;     daher  der  Werth  von  XXII) 

£         iL 
immer  =29cosa9. 

Hätte  ich  aber  anfangs 

p  £— «fc 

cos  (— — 2Ä)  a  =  4  icoa  a+isiua)9 

£-afc 
-{-.^cosa — tsina)9 

gesetzt  und  mit  diesem  Ausdrucke  die  Rechnung  gemacht »  ohne 
mich  weiter  um  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  zu  kümmern ,  so 
hätte  ich  ein  nur  für  Werthe  von  a  im  ersten  Quadranten  passen- 
des Resultat«  erhalten,  eben  weil  jeiie  Voraussetzung  nur  fiir 
solche  Werthe  von  a  passt. 
ladesseo  ist  die  Formel 
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2*co6ii^==cosfto+nico«(n— 2)a-f  fi9eto(ii<**-4)a'«..." 

9nbagß,  wenn  ich  Dicht  irre,  auf  einem  Anderen  Wege  ^fanden 
worden,  bei  welchem  man  die  klare  Uebersicht  über  die  Rech- 
Diing  verlor.    Man  setzte 

tt=co8a-f  tsina, 
vs:oo8a — isina, 

Bo  dass  2co8a=u+v  wird.     Dadurch  erhielt  man 

2»  cos  0^  =  (tt +»)«  =  U" +iiitl*-*  t?  +  iijtl*-*  ü*+ . . . . , 

welches  sich,  weil  uv=^i  ist,  in 

2«  cosaB=u» +niti»-*+naM»-* +. . .. 

verwandelt.  Weil  es  aber  einerlei  ist,  ob  man  ti-f  r  oder  o-|-u 
schreibt ,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise 

2»  cos  a* =t?" +nit>»^* +naü«—* +•.♦.,, 

nod  wenn  man  beide  Reihen  fär  2"cos<i"  addirt: 

2«cosa«=::— |— +ni( — pl )+M --^ ^)  +  ..w 

Bis  hierher  ist  die  Rechnune  ohne  Tadel  und  der  Ausdruck 
Ar  jedeo  Wefth  von  n  und  a  riehtig«    Nun  setzte  jpia^  abaf :  . 

ii»  +  p»        (cos  g  -f  1  sin  a)"  +  (cos  g— isin  g)» 

— I —  = 2 =cosng, 

und  beging  hier  die  Unvorsichtigkeit.  Wenn  n  eine  ganze  positive 
oder  negative  2Sahl  ist,  so  kann  mau  nur  cosng  statt  — ^o~^  ^^^* 

zen,  desgleichen  auch  nur,  wenn  bei  gebrochenem  n  der  Bogen  a 
im  ersten  Quadranten  liefft  Aber  wenn  im  letzteren  Falle  a  den 
ersten  Quadranten  überschreitet,  so. kann  man  noch  etwas  Anderes 

for  — 5 —  setzen,  und  woinit  will  man  denn  beweisen ,  dass  gerade 

hier  ip    — 5 —  das  Imaginäre  bei  aller  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln 

sich  heben  müsse  (^.  8.).  Hiermit  aber  hat  der  Streit  alle  Bedeu- 
tung verloren  und  die  analytische  Allgemeinheit  der  Binomialreihe 
ist  auch  hier  gerechtfertigt. 

Doch  ich  fürchte,  dass  dieser  Aufsatz  schon  zu  lang  gewor- 
den und  schliesse  für  dies  Mal  mit  folgenden  Braierkungeo.  Hat 
man  sich  denn  in  diesem  Streite  wirklich  gefragt,  was  man  unter 
dem  Ausdrucke  2"  cos g"  bei  gebrochenen Exjponenten  denken  wollet 
Wollte  man  die  verschiedenen  Werthe  von  cos  g"  bei  gebrochenem 
II  darstellen ,  so  entsprach  die  Rechnung  der  Voraussetzung  nicht« 

P  - 

Setzen  wir  ^  statt  n  und  bezeichnen  (±l)f  durch  1} -{-£'&.  Selfer- 
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aer  9»  der  zu  ißosa  als  Zahl  gehörige  spitie  Bogenwerth»   so  ist 

£-24  £—2*  -^  £ 

11«        s=(i|-f»&)(eos^-f  «sin^)«        >  mctwir  habeo  29(cosa)fss 

(1; + td)  [(cos  tp + i siD  9^)  '  +  ( ^  J   (c<*s  9  +  *^»  9)  '       +•••'  !•  Neh- 
men wir  aber  a  negativ ,  so  wird  aach  sin  9  negativ  und  man  findet 

iL  ü.  t.      /n\  E-_« 

2  f  (cos  a)  t  =  (iy+i^)  [  (cosy— i  sin  9)  t  +  f  ^  )  (cosy— isiny)  t      + ..] 

und  wenn  man  nun  beide  Reihen  addirt>  so  erhSitman,  da>  wegen 
des  spitzen  Werthes  von  q>,  (cos  ^-f  t  sin  9)  ff  —  (cos  9  —  t  sin  9)  J  nichts 

anderes  als  cos  ~a>  sein  kann : 
9 

2f(cosa)f==(i;  +  i(^)[cos29  +  (|)^oos(j-2)9+,...], 

welches  eben  Wchts   weiter  sagt>    als 

a  E       £  JE. 

2«(cosa)J=2ff  (i;  +  td)(cos9>)ff. 

War  der  Sinn  der  oben  angegebene»   so  durfte  das 
Imaginäre  aus  der  Reihe  nicht  verschwinden. 

Wollte  man  aber  die  Ausdrücke  b  XXI)  und  XXII)  erhalten, 

£ 
so  h&tte  man  bedenken  müssen»  dass  in  (cosa)9  selbst  noch  das 
Imaginäre  steckt,  das  man  aber  ganz  unberücksichtigt  liess  und 
somit  gegen  den  Sinn  von  i  verstles»  (§.5.u.9.6.)>  das  man  fölsch- 
lich  für  eliminirt  hielt.  Man  hätte  dann  statt  der  eben  angefiihr- 
te^  Gleichung 

2^  (cos  a)F= (irt^)  [(cos  9+£sin  (p)9+ (^^^  (co^y^siny)?'^  *+  ^] 

vielmehr 

£  £ 

2f(^+r^)(cos9)f 

=:(iy  +  f^)[(coS9+isin9)f+r^^    (cos 9+1  sin 9)7""* +....] 

setzen  sollen.    Wird  hier  i  negativ  genommen ,  so  findet  sich 

£  £ 

2ff(iy— t^)(cos9)ff 

£     /«\  £_« 

'  E=(if— £^)[(co»9— •«sltt9)ff+(- 1  (COS9— tsin^)«      +....J 

und  indem  man  nun  beide  Reihen  addirt,  erhält  man,  danach  §.  & 

£  £. 

(t;4-t^)  (coB^+iain  q>)i  +  (if—id)  (cos  q>  —  tsin^)«  nichts  anders  als 

2.C9S^  ist, 
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welches  die  Aosdrilcke  in  XXI)  und  XXII)  darstellt    Subtrahirt 
man  dieselben  Reihen ,  so  erhält  man  noch 

XXIU)  2«»(o««9>)f 

•    =-.|.+(|),*(|_,>  +(eX-.(f_4>+..... 

WO  UHU  <>=rsitt— —  odep=  sln^-^- ^^  gesetzt  werden  muss. 

i%  mcbdem  co9a  positiv  oder  negativ  UjL 


Heller  eine  gewisse  Galtmif^  Yon  Auf- 
gahen  fftr  Priiftinf^enu 

Von  dem 

Herrn  0octor  T.  Witt  st  ein  zu  Hannover. 


Unter  den  mathematisclien  Aufgaben^  welche  sowohl  hier  ab 
anderwärts  zum  Gebrauch  far  Schalen  voi^elegt  werden,  vermisse 
ich  eiqe  gewisse  Gattung ,  die  mir  namentlich  zum  Behufe  von 
schriftlichen  Prüfimgen  besondere  Vorzüge  zu  besitzen  scheint 
Es  ist  bekannt,  wie  wenig  solche  Attf|^ben  dem  Zwecke  der  Prü- 
fangen  entsprechen ,  ^  deren  Losung  eroen  besonderen  Kunstgriff, 
einen  glücldichen  Einfall  erforden,  bei  dessen  Aufsuchung  die 
Schfiler  vielleicht  Stunden  zubringen  können,  ohne  ihn  dennoch 
zu  finden.  So  darf  man  z.  B. ,  wenn  man  etwa  bei  einer  Afoituri« 
enten  -  Prflfung  den  Ptolemäischen  Lehrsatz  zum  Beweisen  vor- 
legt, — -  vorausgesetzt,  dass  dieser  im  Laufe  des  Unterrichts  selbst 
nicht  vorgekommen  ist,  —  zuverlässig  erwarten,  dass  kaum  Einer 
a«f  die  mxn  nothige  Ufllfslinie  verfallen  wird,  so  dass  mithin  allen 
ieneo»  welche  sich  vergebens  darüber  abgemtUiet  haben  (und  diese 
pflegen  gerade  die  besseren  zu  sein) ,  die  Gei^penheit ,  de«  wirk* 


Digiti 


izedby  Google 


28 

liehen  Bestand  ihrer  Kenntni»s|e  zu  zeigen,  abgeschnitten  ist. 
Von  der  anderen  Seite  können  aber  auch  diejenigen  Au%aben  dem 
Zwecke  der  Prflfiineen  nur  theiiweise  genfigen,  welche  im  Laufe 
des  Unterrichts  wirklich  vorgekommen  sind;  denn  hier  wird  die 
Lösung  zu  sehr  Gedächtnisssache,  und  kann  zu  keinem  Urtheil 
über  die  gewonnenen  Fähigkeiten  des  Schülers  führen.. 

Von  beiden  Uebelständen  frei  scheint  mir  diejenige  Gattung 
von  Aufgaben  zu  sein,  welche  ich  hiermit  in  Anregung  bringen 
will.  Das  Charakteristische  dieser  Aufgaben  besteht  darin,  dass 
in  ihnen  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  als  veränderlich  ange- 
sehenen Grössen  aus  einer  dem  Schüler  bekannten  Sphäre  gege- 
ben, und  dabei  gefordert  wird,  während  die  eine  dieser  beiden 
Grössen  alle  Werthe  innerhalb  eines  gewissen  IntervdJhs  durch 
läuft ,  die^  zugehörigen  Werthe  der  andern  Grösse  anzugeben.  Die 
Lösung^  dieser  Aufgaben  erfordert  keine  besondere  Ernndungsgabe 
von  Seiten  des  Schülers,  und  dennoch  verlangt  sie  mehr  als  eine 
todte  Wiederholung  vorgetragener  Lehren ;  sie  eignet  sich  demnach 
in  gleicher  Weise  für  den  mhigen,  wie  für  den  schwachen  Schü- 
ler, und  liefert  deshalb  auch  den  besten  Massstab  zu  einer  ver^ 
gleichenden  Beurtheilung  beider.  Ich  will  einige  Aufgaben  her- 
setzen, die  sich  für  schriftliche  Abiturienten -Prüfungen  eignen 
möchten ,  zu  welchem  Zwecke  ich  sie  theilweise  bereits  angewandt 
habe.  Dass  sie  nicht  zu  leicht  sind,  darüber  glaube  ich  die  Er- 
fahrung aller  denkenden  Lehrer  für  mich  zu  haben.  Die  Zahl 
derselben  wird  jeder  Lehrer  ohne  Mühe  vermehren  können. 

L  Anzugeben,  welche  Werthe  die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichungar*— 7ar+m=0  successiv  durchlaufen, 
wenn  man  tn  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchlaufen 
lässt. 

2.  In  derselben  Gleichung  alle  (positiven  und  neea- 
tiven)  Werthe  anzugeben,  welchem  durchlaufen 
darf,  damit  die  Wurzeln  der  Gleichung  nicht  ima- 
ginär werden. 

Eine  dieser  beiden  Aufgaben  möchte  völlig  hinreichen,  um 
sich  darüber  zu  versichern,  wie  ein  Schüler  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Gleichungen  verstanden  hat.  Dasselbe  gilt  von  der  fol- 
genden dritten  Aufgabe  in  Bezug  auf.  die  Begriffe  der  trigonome- 
trischen Functionen. 

3.  Anzugeben,  welche  Werthe  der  Winkel  ^  in  der 
Formel  tang  tf;=l-f  sina— cosa  allmälig  durchläuft, 
yreun  man  a  allmälig  alle  Werthe  von  0^  bis  360^ 
durchlaufen  lässt. 

4.  Anzugeben,  was  aus  den  übrigen  Bestandtheilen 
eines  Dreiecks  wird,  wenn  man  eine  Seite  und 
einen  ihr  anliegenden  Winkel  ungeändert  beibe- 
hält, aber  den  gegenüberliegenden  Winkel  alle 
Werthe  durchlaufen  lässt,  deren  er  fähig  ist. 

Diese  Aufgabe,  der  sich  noch  viele  andere  zur  Seite  stellen 
lassen,  kann  sowohl'  zu  geometrischer  als  zu  trigonometrischer 
Behandlung  vorgelegt  werden. 
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5.  Attznseben,   für  welche  Werthe  von  x  der  Ans- 

druck  log  ^         im  briggischen  Systeme  snccessiT 

die  Werthe  0»   1,  2,   3....bisx,    sowie —1,    -2, 
—  3..,.  bis  —OD  annimmt. 

Auch  physikalische  Aufgaben  lassen  sich  so  behandeln ,  z.  B. 

0.  Die  Lage  des  Spiegelbildes  von  einem  gegebenen 
Objecte  in  einem  sphärischen  Convexspiegel  an- 
zugeben,  bei  allen  möglichen  Entfernungen  vom 
Spiegelj  die  das  Object  successiv  annehmen 
kann. 

Ich  ra^  hinzu,  dass  sich  diesen  Anfffaben,  wenn  man  sie  in 
den  Unterricht  selbst  hineinziehen  will,  oequem  die  Betrachtung 
von  Blaximis  und  Minimls  anknüpfen  lässt,  und  darf  sie  schliess- 
lich allen  Lehrern  zum  Versuche  empfehlen. 


IV. 

üTacluiiaUge   Einreden   ^egen  Herrn 
Hoctor  SchlOmllch. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  %a  Weimar. 


ö.  1. 

In  dem  Aufsätze,  ip  welchem  ich  die  Mo i vre* sehen  Formeln 
festzustellen  bemfiht  bin ,  habe  ich  zwar  die  Erklärung  abgegeben, 
dass  ich  den  Weg  der  Streitschriften  verlassen  und  dagegen  die 
wichtigsten  Momente  der  analytischen  Theorien  lieber  unabhängig 
von  zufälligen  Einreden  anderer  in  einem  mehr  geordneten  Vor- 
trage erläutern  wollte ;  allein  die  beiden,  von  Herrn  Dr.  Seh  15 milch 
gegen  mich  gerichteten  Aufsätze  in  TheilV.  Heft  4.  dieses  Archtves 
sind  durchaus  von  der  Art,  dass  ein  gänsliches  Schweigen  nicht  statt- 
finden kann.  Denn  abgesehen  von  allen  Persönlichkeiten,  so  lassen  sich 
ans  jenen  Aufsätzen  doch  einige  Bemerkungen  herholen,    welche 
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ftr  di«  Bdfaiuohtiing  der  Theoft«  «iltht  ^hs«  Wldltldt^t  «Ind. 
Ich  habe  mich  über  Herrn  Dr.  Schlum2lehs  Einrea^ii  in  der 
That  sehr  gefreut ,  um  so  mehr,  ak  im  Eingange  HoftiUng  vor- 
banden  «chien,  dass  ein  Einverstkndnisä  bald  mtiglich  sein  werde; 
als  ich  aber  diejenigen  Ideen»  welche  die  Seele,  d^r  sanzeo 
Analysis  ausmachen:  syntaktische  Bedeutungen  als  Hinterthii- 
ren^  Einheit  der  Formen  als  ungltfckliche  Einbildungen  bezeich- 
net sah,  da  musstci  idi  die  geiasste  HolEtiung  aUbatd  wieder 
aufgeben, 

Dass  ich  diesen  Streit  um  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  und  die  divergirenden  Reihed  selbstständig  und  im 
Interesse  der  Wissenschaft  unternommen  habe  und  däei  keio 
blinder  Nachbeter  bin^   wie  mir  Herr  Dr«  Schlömilch  vorwirft» 

glaube  ich  genuesam  bewiesen  su  haben.  Steht  deim  hier  Heka* 
^r«  Schlumil^  auf  seinen  Füssen?  Dass  ich  btei  meieea 
Bestrebungen  nicht  irren  kennte ,  habe  ich  .^ie  behauptet«,  aber  ieh 
kann  von  jedem  Anhänger  der  neueren  Theorie  dieselbe  Ruhe  und 
Würde  im  Vortrage  verlangen,  die  der  verehrte  Herr  Herausgeber 
dieses  Archives  für  meine  Ansichten  zur  Bedingung  macht  Dem- 
selben gebührt  hier  in  der  That  die  grosste  Hochachtung  und  An- 
erkennung, indem  er,  obschoQ..gegfnwärtig  den  neueren  Ansichten 
sich  zuneigend,  dennoch  seinem  Archive  nicht  bloss  eine  einsei- 
tige und  eben  desshalb  fSr  die  Wissenschaft  verderbliche  Rich- 
tung geben  mag.  Daher  kann  ich  auch  nicht  glauben,  dass  er 
etwa  bloss  aus  dem  Grunde  der  Vertheidigung  der  älteren  Ansich- 
ten hinderlich  in  den  Weg^  treten  werde,  weil  Herr  Dr.  Seh  15- 
milch  alle  Discussionen  hierüber  so  lange  zu  verschieben  bittet» 
bis  seine  kritischen  Werke  erschienen  sind  *).  Ich  bin  der  Mei- 
nung, dass  auch  ich  kritisi^e,  und  habe  eben  begonnen,  meine 
Ansichten  in  diesem  Archive  zur  Beurtheilun^  vorzulegen,  und 
wie  nun,  wenn  ich  meinen  Gegner  bäte,  »He  Disotissionen«  ja  die 
Berausgahe  seiner  Werke,  so  lange  «tsznstelleti ,  hU  metnefitOr- 
terungen  vollstäadig  aibgedfli€lfit  eid4 

Doch  ich  will  nun  zur  Sache  kommen. 


*)  Für  dergleichen  mf ch  perscintich  betreffende  wohlmeinende  Aentse- 
rangen  meiner  geehrten  Herrn  Mitarbeiter  bin  ich  denselben,  wie  aich 
▼on  aelbiit  Terateht,  jederzeit  su  dem  grössten  Danke  Teruflichtet,  und 
dieselben  müsaen,  wenn  ieh  nicht  ganz  die  menachliche  Natur  verleng- 
nen  will,  natürlich  wohlthnend  für  mich  aein.  Ana  einem  in  meinem 
Inneraten  begründeten  eigenthümlichen  Gefahl,  welchea  ec  mir  äbefall 
und  jederzeit  wunschenswerth  macht ,  ao  wenig  ala  nar  irgend  mdgUch 
Toa  mir  aelbat  sa  reden  and  reden  lu  laaeea,  habe  Ich  4ergleidien  Stel- 
len bisher  in  den  Aufsätzen  jedoch  immor  gestricheB,  wenn  c«  mdi 
irgend  thun  Hess,  In  dem  Toriiegenden  Falle  ging  dies  indesa,  ohne  den 
Sinn  und  den  gfMizen  Zusammenhang  wesentlidi  zu  beeintrachtigeä, 
nicht  gut  an,  weshalb  die  obige  mich  personlich  betreffende  Stelle liat 
Stehen  bleiben  müssen.  — -  Idfi  habe  bei  der  Herausgabe  des  Archivs 
ledtgflch  die  Abficht,  der  Sa<:he  zu  uutzen,  und  bin,  auch  ohne  data 
et  iffeatlioh  ausgesprochen  wird,  überzeugt,  dass  alle diq'enigen ,  welche 
ei  mit  der  Sache  wahrhaft  weU  meinen,  mir  Ihre  Anerlcentoimg  für 
AMk  rtdlitoii  gemeiMtet  Streben  nicht  gan  versagen  werden« 
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.    ■§.  11. 

•i 

Heir  Uf.  Schumi  loh  bea&rieht  zaerst  ihMbm  G^enaufsatE 
Nr.  XXV.  iB  Th«U  IV»  dieses  ArcniYesuttd  Teiwkft  gatti  miagiir  iteeine 
Aasichtes  (jidk  bitte  die  Leser,  es  fiicbt  übel  zu  deattofo»  wenoich 
■ancknal  von  einer  fremdeD  Eriadung  als  von  der  meinigen  rede) 
iiber  die  Methode  der  uDbefitinuiiteii  CoefBeienteo.  Auch  idi  hftbe 
damals  etaigeB  Unrecht  gehabt ,  aber  nur  in  so  hin,  als  ich  dea 
ISeepem  viel  za  viel  zugab«  Die  Ansicht,  dass  die  Form  det 
RcUie  vorher  notfaweodig  begriiadet  sein  müsse«  i&t  durehaas  ohae 
Gimd,  die  frühere  Meinung,  dass  es  sich  von  selbst  schon  her- 
ausstellen werde,  ob  die  Form  der  Reihe  passend  gewählt  worden 
sei,  ist  achlechterdings  richtig,  und  int  einige  übel  verstandene 
Beispiele,  welche  eigentlich  mit  der  Methode  der  unbestiaimteD 
CoeucieateD,  wie  dieselbe  gewohnbcfa  aufgefasst  wird,  gar  nichts 
gemeio  haben,  sind  die  Schuld  der  voa  mir  blozugeföeteD 
Beachr&idcttng.  £iae  gründliche  genetische  Erklämng  der  analyti- 
schen Reihe,  welche  ich  in  einem  der  n&chs(»tt  Aufsatz«  ver- 
suchen werde,  wird  hier  alle  Zweifel  lusen.  Eine  solche  ist 
meines  Wissens  noch  nie  gegeben  worden  und  die  älteren  Mathe- 
matiker haben  das  Richtige  oft  n^ehr  gefShlt,  aU  klar  gedacht. 
Daher  rühren  aber  auch  manche  bodenlose  Erklärungsversuche. 

Was  Herr  Dr«  9chlömilch  in  der  Theorie  der  UMbestimm- 
tea  Coeilficienten  gegen  mich  auszusetzen  hat»  erklärt  er  zum 
Theil  selbst  für  blosse  Caprice,  theils  ist  ihm  die  Sache  noch 
nicht  klar,  oder. er  hat  meine  Worte  übel  gedeutet»  kh  fragte 
früher,  wo  wohl  der  Erklärungsgrund  b^zuaehmea  /sei,  dajss  für 
zwei  verschiedene  Functionen  dieselbe  in  allen  ihren  Theilen 
bestimmte  Reihe  gefunden  werden  k^inne.  Darauf  antwortet  mir 
Herr  Doctor  Schldmtlch,  es  -sei  die  Reihe 

aichl  nur  die  Entwickelung  von. 
1 


soadern  auch  von 

1+x 


X  •""■•t  "^  »17    "^  £C    "Y"  •  •  •  •  , 


and  allgemein  van 

l+^+a:«+.. .•  +  «■-* 
=  1  -  a«  +  j;«-^«+ * +«^«-^4:«+»«  + . . .. 

Cur  xszlf  und  dämm  sei  ja  l-^^l^l-^l-f..».  etiras  gana  Unbe- 

bestimmtes  =—.    Hier  Hesse  uns  auch  La  G ränge  im  Stiche.— 

Ich  überlasse  es  nun  dem  Publikum,  znbeurtheilen,  ob  dieses  auf 
meine  Erörterung  passt.  Die  Erklärung  von  La  Granee  ist  frei- 
lich nur  aus  der  Luft  gegrififen,  ich  aber  mache  die iBinterthür 
auf  und  flüchte  mich  zur  analjrtiacheD  fiedeutung  der  Reihe. 
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Was  ODS  Herr  Dr.  Schlumilch  hier  sagt,  kt  uns  ISogst  be- 
katmt,  aber  wir  meioen  keine  divergirende  Reibe,  die  wir  so  auf 
da«  Papier  aebreiben  und  mit  einer  gewissen  SelbstgellUlig^keit 
anseben,  smidem  eine  Reihe  mit  synmktischer  Bedeotone,  und 
wem  nun  die  Reihe  1  — 1-|-1 — l-f-....  4ie  syntaktische  fiedeu- 
toBg  von  i'^x+x^'^a^+,.,.  hat,  so  ist  ihre  Somme  s^|  und 
keine  andere.  Man  mass  es  Herrn  Dr  8chlo milch  Dank  ivis- 
sen,  dass  er  diese  Sache  schon  jetzt  angeregt  hat;  heimeiaeo  nur 
langsam  rorwärts  schreitenden  Arbeiten  wäre  sie  viel  später  xar 
Snrache  gekommen.  Da  aber  hierdorch  elien  «in  ^osses  Licht 
über  die  Trage  verbreitet  wird,  so  entschloss  ich  mich  zur  Her- 
ansgabe dieses  Aufsatzes. 

Herr  Dr.  SchlOmilch  hätte  nur  et^vas  weiter  gehen  sollen^ 
um  die  ^osse  Schönheit  in  der  aligeroeinen  Theorie  der  Reihen 
XU  begreifen,  gegen  die  er  mit  diesem  Argumente  zu  Felde  zieht. 
Er  w&de  dann  aefnnden  haben,  dass  sie  kein  leeres  S[nel  sei, 
sondern  weit  reichere  Früchte  tragen  könne,  als  die  Reihentheorie 
mit  der  gegenwärtigen  Beschränkung. 


§.3. 

Um  dieses  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern  und  um  zugleich 
Hber  den  von  Herrn  Dr.  Schi 8 milch  angeregten  ZweifH  die 
gehCrige  Rechenschaft  zu  geben,  wähle  ich  ein  Beispiel  aus  dem 
mathematischen  Lexicon  ^d.  V.  Abtfa.  I .  Art  Umformung).  Daselbst 
wird  die  convetgirende  Ileihe 

c^l      J^._k t_>. 

so  umgeformt,  dass  sie  convergenter  wird.    Da 
a+n*=a+*+(n— l)6  =  «+2*  +  (n— 2)*=a+36+(«— 3)6 

so  folgt  leicht 

i  i  nb 


vu  s.  w.. 


a+nb      a     a{a-^nb) 

1_     nb  nb.(n'^l)b 

"a     a(a+b)'^a(a+b)(a+nb) 
1_      nb  nb.(n—l)b         n&,(n— 1)6. (n— 2)6 

^a     a(a  +  6)+a(a+6)(a+36)     aia+b)  (a+26)  (a+36)  +- 
nb.jn-^i)  6.. ..26. 6 
*fl(a+6)(o+26) ....  (a-f^' 

Wird  nun  in  der  Reihe  S  statt  jedes  dliedes  seine  AuflSsuug 
nach  diesem  Gesetz  substituirt,  so  erhält  man  leicht 

8=1 
a 

a  ^a(a+6) 
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+  a~a(a  +  6)+a(a+6)(a+2Ä 

- 1  .  _3*  2&.3fe  6.26.36 

a'^aia+Ij     a(a+6Ka+26) +a(a  + 6)  (a+ 26)  (a  + 36) 


oder 


u.  s.  w. 


S=i(l-1  +  1-1  +  ,...) 


*      (1—2+3— 4+5-...-) 


^a(a+6) 

,  6.26,36 

+  a(«+6)(a+26)(a  +  36)  (1-4+10^....) 

V.  s.  w. 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  i^t  uan 

1-1+1-1+  .=4, 
1—2+3—4  +  ....  =  », 
1—3+6— 10+-...=|, 

U-    H,   W. 

Daher 

.1  6.26.36       ^ 

+  16'a(o  +  6)(o+26)(a+36)+"--  • 

Was  nun  Herr  Dr.  Schi  um i Ich  gegen  diese  Rechnung  ein- 
wende«  wird ,  ist  leicht  zu  sehen ,  aher  die  Richtigkeit  des  Resul- 
tates.-wird  er  nicht  läugnen  können.  Aber  eben,  diese  Rich- 
tigkeit des  Resultates  bat  doch  wohl  Gewicht  genug,  um  nicht 
die  divergirenden  Reihen  ffir  puren  Unsinn  zu  encUren. 

Die  Reihe  1  —  1  +  1— 1  +  ....  hat  in  obiger  Rechnung  alier- 
dJDgs  keine  bestimnite  syntaktische  Bedeutung  und  daher  auch 
keine  bestimmte  Summe.  Ist  das  die  Meinung  des  Herrn  Doctor 
8chl5milch,  sd  sind  wir  alle  einig  mit  ihm.  Weil  aber  eben 
jene  Reihe  keine  syntaktische  Bedeutung  hat,  so  legte  der  Urhe. 
ber  dieser  Rechnung  eine  solche  hinein,  indem  er  ihr  die  Bedeu- 
tung von  a? — 0:^  +  0:«—^+....  gab,  sodass  1  — 1  +  1  — ....=i 
nird.  Aber  eben  dadurch  gab  er  auch  allen  übrigen 
Reihen  ihre  syntaktischen  Bedeutungen  und  hat  diesel- 
ben tj^en  bewahrt,  so  dass  die  ganze  Rechnung  richtig  werden 
iimssfe.    Denn  hidem  er  der  Reihe  1  —  1  +  1 — 1+....  die  Beden- 

Thcil  ni,  3 
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hing  von  j?— jr*+a:' — ar*+....  gab,  ging  er  eigentUck  von  dpr  spe 
ciellen  Reihe  "  .  .       ' 

zu  der  allgemeineren 

jj X         x^     ,      x^  x^ 


a     a  +  6'^a  +  2/>     af^b" 


über,  deren  Summe  ganz  nach  demselben  Verfahren  so  gefunden 
wird: 

+  a(a  +  &)V+2&)(a  +  3fe)<^^^^  +  ^Q^'-'>^ 

U.  8.   W., 

d.  h.  nämlich 

woraus  zugleich    hervorgeht,    dass  die  umgeformte  Reihe  selbst 

dann  noch  orauchbar  i^t,  wenn  die  Drreihe  ^clion  divergirt.    Also 

dadurch,    dass  der  Urheber  dieser  Rechnung  1 — 1-fl  —  ....  =  4 

setzte,  entstand  die  Nothwendigkeit  1  — 2'|-a-i-4-f  ....  =  |,   1—3 

'1-6  — 10-f  ....  =  1^  zu  nehnoBD.    Dies  mafi  sich  Herr  Dr.  SchlO- 

milch  überlegen,  um  die  Hinterthür  zu  begreifen,    welche  in  der 

syi^taldisclpeii  Be4etttupg  liegt« 

Aber  derselbe  wird  sagen,  ja  wenn  ich  nun  der  Reihe  1-^1 

-f  ]  —  !+....  die  syntaktische  Rsdeutung  von  1  — ar^-foHi-— jp^-f-.. 

1  -4'  ^ 
=  j  ■  ^  ,  ^  gegeben  und  «ie  =;  genonunen  hätte!    Das.  i^&tte 

»inz  frei  gf»standen,  denn  dadurch  hätten  nun  avch  di«  übrigen 
J^ihen  eine  ganz  andere  Bedeutung  erhalten,  1^— 2+3'*-T4-f .... 
die  von  1 — ^^  +  3^'— 4a?*+...*  u.  s.  w.,  indem  dann  ein  ^uf- 
steigen  von  der  besoQde|:^n  Keihe  S  zu  der  aUgSDdeinereq 

1        x^         jr»  3fi 

statt  gefunden  hätte.  Man  hätte  dann  zwar  eine  ganz  andere  Um- 
bilduog  von  iS  erhalte^,  aber  dieselbe  muss  immer  nöcb  den 
Werth  von  S  haben.     Dip  Reibe  5  kann   ein  specielier  Fall  von 
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nnz&hlich  Tielen  Terschiedeoen  FunctioDen  sein,  so  wie  auch  lede 
ZM  in  mnäbligeo  Functionsfonnen  enthalten  sein.  kann.  Man 
bereift,  wie  unendlich  viel  aus  dieser  Theorie  fliessen  kann: 
Reihenumbildungen  der  verschiedensten  Art«  bestimmte  Integrale 
Q.  s.  w. 

Also  nicht  die  Convergenz  entscheidet  über  den  Werth  einer 
Reihe >  sondern  allgemeiner  die  syntaktische  Bedeutung,  und  wo 
man  diese  in  der  Gewalt  hat,  ist  jene  ein  unnützer  Zusatz.  Keine 
spedelle  Reihe  bat  aber  an  sich  eine  syntaktische  Bedeutung, 
mag  sie  nun  con-  oder  divergiren,  sondern  diese  Bedeutung 
erhält  sie  erst  durch  eine  gewisse  Nothwendigkeit  der  Rech- 
nung oder  sie  wird,  wie  im  vorigen  Beispiele,  willkiihrlich 
hineingetragen.    Die  convergirende  spedelle  Reihe 

kann  ein  specieller  Fall  von 

oder  von 

cos  o:-*  J  cos  3x  4- 5  cos5^ . . . . 

ond  voB  uDzäbligen  anderen  Reihen  sein,  obschon  sie  immer  nur 

der  besimmten  Zahl  ^  gleich  ist 

Hiermit  darf  man  aber  die  Ffille  nicht  verwechseln,  wo,  wie 
manchmal  geschieht,  der  Werth  einer  Reihe  in  derselben 
syntaktischen  Bedeutu^ff  zweifelhaft  wird.  Die  Rech- 
nrnig  mit  solchen  Reihen  wird  dann  nur  einseitige  Resultate  lie- 
fern, wenn  sie  nicht  mit  Rücksicht  auf  den  Comptex  aller  Werthe 
eefährt  wird^  wj^  ich  dies  bereits  schon  nachgewiesen  habe.  Doch 
für  fiesmal  genug  hiervon. 

§.  4. 
Selbst  die  einfachsten  analytischen  Theorien  kennen  gefähr- 
lich werden,  wenn  man  nicht  die  gehurige  Vorsicht  gebraucht. 
Ich  Itbergehe  das,  was  Herr  Dr.  Schi 5m i Ich  in  seiner  ersten 
Gegenschrift  (Tbl.  V.  Nr.  XXX^)  weiter  vortragt,  weil  man  dem  ver- 
ehrten Herrn  Herausgeber  unmuglicti  zurouthen  kann,  den  Raum 
mit  nutzlosem  Gezänk  zu  verschwenden.  Ich  unterlasse  es  auch, 
den  Vorschlag  näher  zu  prüfen,,  wornach  Herr  Dr.  Schltimilch 
für  divereirende  Reihen  nicht  das  Gleichheitszeichen  gebrauchen, 
sondern  dafür  lieber  das  astronomische  Zeichen  des  niederstei- 
genden Knotens  schreiben  will.  Er  erkennt  damit  doch  wenig- 
stens eine  Beziehung  zwischen  Urform  und  Reihe  an ,  wenn 
deich  die  Art,  wie  er  die  Beziehung  aufzufassen  scheint,  die 
Verbindung  aller  möglichen  Reihen  mit  jeder  beliebigen  Grösse 
gestattet.  Aber  einen  Punkt  kann  ich  nicht  mit  Stillschweigen 
fibergehen,  die  Philosophie  hämlicli,  mit  welcher  Herr  Dr.  SchlG- 

4^_  \:  9  und  insbesondere  auch  filr 


I     .  _   g  einen  reellen  Werth  erzwingen  will. 
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Das  allgemeine  Integral  //*(ar) .  dx  i^t  diejenige  Function  F{x) 
von  X,  deren  Differential  =^f{ar)  wird;  das  bestimmte  Integral 
J    f{x) .  dx  ist  dann  =  F{b)  —  F{a). 

^  __^'     für  einen  arith- 
metischen Unsinn  erklSrt,   weil  es  den  Logarithmei^   einer  iiegati- 

if^  dx 
Ten  Zahl  enthält  und  also  imaginär  wird.    So  ist  z.  ß.  /  i_^\Zs^ 

1  ^a;4^i 

llog(l  — a:)+;log(l+Ä+ara)+^aTctg-;^-3~,    was    von    x^O 

bis  x=oo  den  Werth  3773+i^^n  ("-^)  gi^bt.    Hier  lehrt  mich  nun 

Herr  Doctor  Seh  1(1  milch    den   imaginären  Logarrthmen  reell  zn 
machen;    es  sei  nämlich  log ( — l)^ilog(— l)^^ilogl=tiO,  und 

= „=  ^-rs-.    Dieses  ist  ein  wahres  üni Versalmittel,  d»8 

Unmögliche  möglich  zu  machen.  Ich  weiss  nun,  dass  dieWurzel  l+V^ — 1 
der  Gleichung  x^ — 2ar-|^2=^  nicht  imaginär  ist»  denn  ich  habe  V*^i 

Herr  Doctor  Schlomilch  gieht  sich  viel  Mühe,  von  seinem 
kritisch  -  philosophischen  Standpunkte  aus  das  Imaginäre  in  obigen 
Formeln  weg  zu  disputiren  und  findet  den  Grund  aller  unserer  Ir- 
rungen in  oer  unglücklichen  Idee  von  der  Einheit  der 
Form.  Wir  haben  diese  Idee  für  eine  nothwendige  in  der  mathe- 
matischen Analysis  gehalten,  ohne  welche  letztere  gar  nicht  denk- 
bar ist.  Wir  haben  geglaubt,  dass  dieser  Idee  alle  allgemeinereki 
Algorithmen  ihre  Entstehung  verdanken,  dass  aus  ihr  die  Lehre 
von  den  entgegengesetzten 'Grossen  hervorging,  dass  in  ihr  die 
imaginären  Grossen  ihren  Grund  haben  ;  nun  aber  müssen  wir 
diese  l^ieblingsidee  aufgeben  und  auf  die  kritischc^n  Werke  des 
Herrn  Dr.  Schlomilch  warten! 

Wissen  Sie,  Herr  Doctor  Schlomilch,  dass  nimmermehr  un- 
bedingt log( — <i)=Jlog( — a)^  ist,  sondern  es  enthält  log(— a)  nur 
den  einen  imaginären  Werth  von  log(-ra)^,  statt  dessen  Sie  nun 
den  reellen  nehmen,  wie  es  eben  Ihre  Kritik  erfordert.  Dadurch 
erzwingen  Sie  eine  Formel,  deren  klares  Verständniss  Sie  zugleich 
verlieren.    Die  Analysis  fragt  nichts  nach  Ihrer  Formel 


/: 


und  es  ist  dieselbe,  nicht .  einerlei  mit  obigem  F(&)-— ,F(a}j   nicht 
Bnmal  in  allen  FlUen,  wo  das  allgemeine  Integral  lf(x),dx  im- 

mer  reell  ist.    Es  sei  y  =  7~~2Z~'\2  ^'^  Gleichung  einer  Curve  niU 
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reGhtwinklicben  Coordiu^ten ,  «o  Utd^  Differential  der  FUche  <{f = 

b^d^T  b^ 

Ifda:^  7— — pj,  al80*=:-^— ^+Con8t.    Dieses  giebt  von  ar==:0  bis 

b^ 
x=2tt  den  W^rth  — g',  während  obige  JNiiherangsformel*)  auf  das 

Unendliche  fiabrt. 

Dodi  ich  enthalte  mich  jetzt  de«  Weiteren  und  bemerke  mir 
noch,  dass  die  Analysis  nicht  bald  t-^o?  bald  x  —  t  machen  darf^ 
am  einen  Logaiithmns ,  der  sich  unter  der  Rechnung  als  unmvg^ 
lieh  ergiebt»  reell  zu  machen.  Auch  darf  sie  nicht  statt  einer 
Form  A  eine  andere  B  setzen,  die  mehrdeutig  ist  als  A,  und  sich 
dann  aus  B  einen  Werth  nach  Gefeiten  auslese. 


§5. 

Doch    dieser   Streit    bezog  sich   zunächst    nur  auf  die  Art, 
nach    welcher    Herr    Dr.    8calomilch    die    Integration    dnrch 

/OD    <Lr 
M ^=0  yergUch.    Nach  seiner 

Art^  die  iSacbe  zu  betrachten,  giebt  auch  die  diver^irende  Reihe 
noch  das  richtige  Resultat,  weil  eben  log(— 1)=0  ist.  Mit  sol- 
cher Kritik  will  man  uns  also  den  Gebrauch  der  divergirenden 
Reihen  nehmen  t  will  man  uns  nuthigen^  bogenlange  Rechnungen 
zu  lesen,  die  wir  mit  ein  Paar  Zeilen  abmachen  können.  Die 
Wissenschaft  mag  auf  der  Huth  sein,  dass  sie  die  Uebersicht 
über  sich  nicht  verlieren  lässt.  Will  man  eine  Theorie  widerlegen, 
so  reicht  es  nicht  hin,  Exempel  auf  Elempel  zu  häufen,  die 
man  nach  Principien  erklären  will,  welche  die  Theorie  selbst 
als  falsch  zurückweist.  Herr  Dr.  SchlOmilch  wird  dann  auch 
einsehen,  dass  eine  Summe  unendlich^  vieler  Glieder  und  eine 
Eotwickeiung  Im  Allffemeinen  sehr  verschiedene  Dinge  sind  und 
dann  die  Kraftlosigkeit  vieler  seiner  Waffen  von  selbst  fühlen ,  mit 
denen  er  die  Theorie  bekämpfen  will.  Er  wird  dann  vielleicht  auch 
meinen  Satz  von  der  Convergena  der  entwickelten  Reihe,  d.  b. 
derer,  weiche  ich  als  die  Entwickelung  einer  Function  kenne,  dann 


*)  Hier  moss  ich  mir,  wenn  anch  gegen  mein  sonat  stets  befolg- 
tes Prindp,  AoA  einmal .  eine  Benier^aog  xn  ifiAchen  erlauben,  da 
■ach  meiner  Ansicht  die  obigfc,  fnr  die  ganze  Analysis  höchst  wichtige 
Fonuel  (oder  vielmehr  Gleichung)  duräaus  kein«  blosse  Näherungs- 
formel,  sondern  vielmehr  eine  ganc  genaue,  in  völliger  Strenge  gel- 
tende Gleichung  ist,    wenn  man  nur,    wie  es  eine  strenge  Behandlung 

der  Analysis  erfordert,   das  bestimmte  Integral  /    f(x)dx  als  die  Grause 

betrachtet,  welcher  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
wichena  sich  nähert,  wenn  n  in^s  Unendliche  wächst,  also  3  in's  Unend- 
Udhe  abnimmt.  Ich  mache  diese  Bemerkung  hier  namentlich  und  eigent- 
lich snnachst  bloss  deshalb,  weil  ich  mir  vorgenommen  habe,  den  wich- 
tigen Grebranch  der  obigen  Gleichung  bei  verschiedenen  Untersuchungen, 
wenn  dieselben  mit  völliger  Strenge  geführt  werden  sollen,  in  einigen 
k1eli|)e!ii  gelegentlichen  Aofsätaen  unter  den  Miscellen  nachzuweisen. 
M.  s.  >äbrtgen«.  «ach  meine  Abhanaiung  'Ehl.  II.  Nr.  XXV.  S.  275. 

G. 
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nicht  1^0  ginoloÄ  finden.  —  DieR^hecotivereirt»  wenn  ihre  Summe,  im 
arithmetischen  Verstände ,  dem  Werthe  der  Function,  woraus  sie 
ent>TickeIt  wurde,  sich  mehr  und  mehr  nähert^  je  mehr  man  Glie- 
der nimmt.  Fassen  wir  das  in  der  Totalität  zusammen  ^  so  iässt 
sich  sa^en :  die  Reihe  convergirt,  wenn  die  Summe  ihrer  unend- 
lich vielen  Glieder  dem  Werthe  der  Function,  woraus  sie  entwickelt 
wurde,  gleich  ist.  Dieses  findet  immer  dann  statt,  wenn  die  Glie- 
der der  Reihe  bis  zum  Verschwinden  klc^in  werden«  wie  Herr 
Doctor  Scblömilch  an  dem  bestimmten  Integrale,  das  er  zum 
Gegenbeweis  anführen  will,  beispielsweise  hätte  sehen  können., 
Und  der  Satz  scheint  so  lange  .zu  bestehen,  als  man  nicht  verhin- 
dern kann ,  dass  eine  Function  in  gewissen  Fällen  unendlich  werde« 
Doch  es  ist  nicht  abzusehen,  wozu  die  längere  Unterredung 
führen  konnte.  Denn  was  sollen  wir  sagen,  wenn  uns  ein  Mathe- 
matiker eine  philosophisch-kritische  Bearbeitung  der  Analysis  ver-r 
spricht,  und  mi  Voraus  bemerkt,  dass  das  Unendliche  eine  Auf- 
lösung der  Gleichung /(fii)/'(n)=/'(m4-'>)  Bei?    Oder  wenn  er  uns 

die  ReeilitSt  von    / s-   dadurch   begreiflich    machen    will, 

3/0  1  "^ 
dass  logarithmische  Integrale  durch  den  Werth  einer  gewissen 
Constante  imaginär  werden,  obschon  sie  reell  sind.  Hier  müssen 
wir  jedesfiaJls  nie  näheren  Erläuterungen  erwarten ,  die  uns  Herr 
Dr.  jSchl o milch  von  seinem  kritisch-philosophischen  Standpunkte 
aus  geben  will;  einstweilen  wollen  wir  uns  nur  vorbehalten,  die 
Uinge  nach  unserer  Weise  betrachten  zu  dürfen.. 


Velber  das  tntegrääj^  e-^  ^iw^oDdac. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlo milch, 

Pri¥atdocenten    an    der    Universität    zu    Jena. 


So  viel  man  sich  mit  dehi  Integrale 


/ 


OD 

0 


und  den  daraus  entspringenden  analytischen  Betrachtungen  be« 
schäftigt  hat,  so  wenig  Aufmerksamkeit  scheint  man  dem  allge- 
meineren Integrale 
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r    ^-*8lo*a?Är- (1) 

geschenkt  zu  haben,  obgleich  dasselbe  bei  verschiedenen  äpülyti- 
sehen  Untersnchnngen  vorkommt  Es  muffe  daher  in  diesen  Zei- 
len ein  kleiner  Beitrag  zu  einer  Theorie  desselben  folgen»  der  sich 
iDdessen  auf  den  Fall  beschränkt»  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl 
>1  Ut. 

I. 
Wendet  man  die  hekanote  Rednktf eDsfannel 

I  uodai=:ul  vdjp — j  dujvdx 
auf  das  Integral  (1)  für  tf=sin"*^,  t^sie-**  an,  so  erhSlt  man 
/sin  ■■^e-"«'«te=sin"»ar/e-«*cti:— m  /sin  ^^aco^da  le^'^'da: 

=  _lsin«»ar<f-«f-h^  ß\n«^^äfedBxe-^dx...  (2) 
a  aj 

Benntst  msui  die  genannte  Reduktionsformel  nodi  einmal   für 
das  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Integral,  indem  mah 

«  =r  sin  **-*a?ce8  a? ,  e = e*^«^ 
setzt,  so  Ist 

/sin"^*d?cosa:e~**  cfcr=sin  w-'a:  cos  jr  Z^"**  cfct: 

—  /  [(wi— l)sin'*~*^cos*a; — sin"*a;3^  jer^dx; 
oder,  wenn  man  bemerict,  dass  cosV=l— sin^or  ist: 

/  sin  ~— *arcosar«*"**Ar=:sin  *»— *arcosj:  le^^dx 

—  /  [  ( "* — ^)  *•"  "»•^*ar— m  sin  ^x]dx  jer*^  dx 

=r sin  "^^  arcos  x  tr^ 

a 

^^ü^ ßinm^^xtr^dx-^  ßm^xe-^dx. 
Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (2),  so  wird 

/sin»»xc-«*€fcr~ sin   »"xe-^  —  ^  sin  •»-*a:cosxc-«' 

und  wenn  wir  hier  das  integral 
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aliiwj?e-«*Ai; 


als  Uobekanote  ansehen  und  algebraisch    bestimnißn^    so  i^rhal* 
ten  wii-  •  , 

= «"T  "ä — ±sin'»-i;Fc--«'+^iy^--i2/sln  ^^xer^da:. 

^Diese  ReduktloDsformei  führt  unser  Integiiai  auf  ein  anderes 
zurück  >  in  welchem  der  Exponent  von  sino:  um  .2  erniedrigt  ist. 
(Sehen  wir  zur  Gränze  lut  wachsende  und  ebenso;  zu  der  für  ab- 
nehmende x  über,  so  ist  im  ersten  FaHe 

Lim^-^=0, 

sobald  a  pbsItiT  bleibt,  und  im  zweiten,  wegen  W4>1, 

^  ,  „     ■  .  Lim  sin  "»-^a:=0 , 

folglich 

/**  ^»a:ir-»'rfar=.?5|?^=^/^*sin"-^^£r^ 
t/o  a^+m^Jo 

^  Mit  Hülfe  dieser  Reduktionsformel  kaon  w^n  für  jedes  ganze 

Eositive  m  den  Werth  des  Integrales  auf  der  linken  Seite  finden, 
►urch    mehrmalige  Anwendung    derselben   ergiebt   sich    nämlicb, 
wenn  2p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet» 


X 


0 


in(w>--l)(m-2)(m-3)     (m-2/y+2)(m~2p-hl)  ^  ,. 
a«+iii«  •  a«+(m~2)«  "•     a^+(mr-2p+2)^  J  o 


sinfl^'toe-^ite- 


Ist  nun  m  gerade,  so  kann  man  2p =m  nehmen,  wodurch  das 
letzte  Integral  in 

»OD 

0 

übergeht,  dessen  Werth  bekanntlich  i  ist.    Man  hat  dann 


/: 


X 


sin'^xe'-'^da: 


0 

^  m(m— 1)    (m-2)(ffl-^)  2.1        J[ 

«Hwi^   '    aH(w— 2)*    a«+2«    'a 


oder 


/**'sin'"^e--rfu.=— — ilMi^ O^'Z^lüL^    l        n^ 
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bt  aber  m  nogerade,  so  kann  nnmjS^=rm— 1  nehmen,  wodurch 
da«  letzte  Integral 


•.. ,^_     1 


«ina?r-«f«fcir= 
o  < 

wird.    Ed  ist  in  diesem  Fall« 
Vo 


_  iit(nt-l)  (m^g)  (fii^)  3.8  t 

aHw»*    *  a«+ (111—2)«  a«+3*   "3+1* 


oder 


y^*«;««»-...r-«rw>—  1,2.3.4.  j.,.  Oii-l)m  .^. 

Man  kann  die  Werthe  unseres  Integrales  auch  noch  auf  einem 
ganz  anderen  Wege  finden.    Man  hat  luimlich  fQr  jedes  gerade 7if: 

m 

( — l)'2«»-*sin  •»ar=iii0cos//u: — mj  cos(m — ^^d:-j-mj^co8(/«— 4)a;-^ 

wobei  mi9  m«,  etc.    die  Blnojnialkoeffizienten  des  Exponenten  m 
bedeuten.    Muitiplizirt  man  diese  Gleichung  mit 

e-^tlx 
und  integrtrt  zwischen  den  Gränzen  07=0»  a:=:x  »  so  ist 

(—1)^«-'  /     aiW^xer-^ilx 

/»CD  />CD 

=ifto/      coBmxer-^dx—mi/      co«(»i— 2)a:e-«*ctr+.... 
t/o  t/ o 

...+  (—!)*     OTi»-!/      cos2ar6-«rfa;  +  (-^l)-2  4»/i4«.  /      c-^dx, 
t/  o  *     *        «t/  ©  . 

und  wenn  man  den  Wefth  jedes  Integrales  nach  der  allgemeinen 
Formel 


y^*cos6a:c-«fü;  =  ^,^,^^ 


bestimmt: 
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(-_1)52»-Y      Hin^xe-^dx 


aa+m«    Ä«+(w-2)*''"a«+(wi-4)«      ••"      } (6) 

womit  der  Werth  des  Integrales  fiir  gerade  m  gefunden  Ut. 
Für  ungerade  m  hat  man  bekanntlich 

(—1)  ■  SM—^sin'^a^rrnfiosinm;];— misin(m— 2)a^hffi28in(}it-^)a; — ... 

+  (—1)   ^^mi{w^i)8\nz9  ' 

mithin  durch  Multiplikation  mit 

und  Integration  zwischen  den  Gränzen  a=ß,  x=^i 

mnr-l  /•OD 

(— l)"n«- Y      sin  ^x  e-^dx 

^^m^  I      BXXkmxer-^dx — wii/      sln(m— 2)j?e-*'dia:+ 

t/o  t/ 0 

+  (— l)T"fii4(»-i)  /      Auxe-^»dx\ 

fj  0 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrationen  rechts  nach  der  allge- 
meinen Formel 

»6d 


/      sin  bx  e-^dx^z    _    ., ' 
o  «HA* 


ausfahrt: 


(— l)-3r2»~Y      sin«j:c-«*«Zar 
"  a«+m«""  a«+(iii— 2)«      «H(w»-4)«     f W 


-1 


.    (■^l)'T"wt4(fa^i)>l 

womit  der  Werth  des  Integrales   für   jedes   ungerade    m  gefun- 
den ist. 

m 

Multiplizirt  man  die  Gleichung (3)  mit  (—iy*2«-S  ebenso  (4)  mit 
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{•^ly^^^F-^  and  vergleicht  sie  dfurauf  mit  den  Resuitaleo  unter 
&)  ud  (6 ) »  60  erhält  man  folgende  zwei  rein  algebraische  Rela- 
tiooeo:   für  jedes  gerade  m: 

(— 1)^-M.2.3 m 

«(flH2«)(aM4«)(a«-H5*) («H»«*) 


(7) 


und  Ar  jedes  ungerade  m: 


-i 


(— i)"F^'"-M.2.3 m 

(a*+l«)  («1*43«)  (aH5«) (««+^«) "  I 

aHm«'^aa+(m— 2)«  +  aH(w»— 4)2     (      ^''^  ^ 


+ 


( — 1)    g    Wlj(m— 1)>1 


«Hl 


2 


II. 


Wir  wollen  nun  noch  einige  Anwendungen  der  gefundenen  For«- 
mein  mittheilen. 

Hat  man  Gleichungen  von  folgender  Form : 

y  (a?)  =  ilo  + -^a  **"  *'^+ -^4  sin  *ar  +  • .  •  • » 
ifr(ar)  =  J|  sin  or-f  J,  sin  'a?+ J5  sin*a:-|-  • . .  . 

und  gelten  dieselben  für  alle  Werthe  von  ar=K>  bis  a:==<xi, 
so  kann  man  dieselben  auch  mit  er^^dic  multipliziren  und 
Ewischen  den  Gränsen  ^=:0,  a:=<x>  integriren,  so  dass  man 
die  neue  Gleichung  erhält: 

/»« 

=  4)/      e-^dx+A^  I      sin^orc-^rfar+J^/      sin*«e-«ite+..- 

«od  /**    /  v^^   j 

#      i(;(a:)e-^da: 

=:Ji/     sinare-^iir+ilj/     e\n*xe-^dx+A^/      sin*a:6-*'rfa?+.. 
«7  0  t/ 0  ^  0 

*)    Lieasen  «ich  diese  beiden  Satxe  wohl  auch  auf  elementarem 
Wege  beweisen? 
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Hier  lassen  sich  die  Werthe  sämmtltcher  Integrale  aui   der 
jedesmaK^n  reehten  Seite  mit  Hälfe  der  Pormetn  (0)  und  (4)  an- 

ffeben,  lind  hierduroh  gelanprt  man  zur  Kenntniss  eines  bestimmten 
ntegrales,  weqn  man  die  Integration  auf  der  linken  Seite  sonst 
nicht  zu  bewerkstelligen  weiss,  dagegen  zur  Kenntniss  einer  Rei- 
bensumme, wenn  man  auf  anderem  Wege  den  Werth  des  Integra- 
les links  in  geschlossener  Form  angeben  kann.  Z.  B.  Aus  der 
für  jedes  beliebige  a:  und  gerade  m  geltenden  Gleichung 

co«nM:  =  l—  Y^^  sin  ^x+ — loTJ      '" 

1.2.3.4.5.6  ^ 

folgt  durch  x^lu Wendung  des  obigen  Prinzips  der  Mnitiplikatioa  mit 
e-°'dx  und  Integration  zwischen  den  Gränzen  a:=0,  a:=ao: 

I      cosviüne-^ djc  =    /      c-^'Ac— -T-jj  /      sin^xe-^ da: 

l.i.<S.4  ^J  0 

d.i. 

a  1     w*         1.2  mg(y/i«-2^) 1.2.aU 

«HW^""  «""TS  •a(aH2^)+     1.2.3.4     *a(«2  +  2«)(a«+4«)        '"' 

oder  wenn  man  beide  Seiten  mit  a  multiplizirt,  von  1  abzieht  und 
mit  7»^  dividirt: 


fl«+m'^ 


"~aH2«       (a«+2*)(aaK^)  **'  («H^«)  («Hi*)  (a*+6«)      '•'•  ^""^ 

gültig  lur  jedes  gerade  m>0. 

.  Wendet  man  das  nämliche  Verfahren  auf  die  für  jedes  unge- 
rade in  geltende  Gleichung 

m  .  7n(w«— 1«)  .    3     .   w(iB«— l«)(ma— 3«)  .    . 

an ,  so  erhält  man  ftbnlich : 


—  f|2+P""(<|2+P)(aa+3^)'^(«Hl^)(«H3«")(«*+5«)     *•  ^'"^  ^ 
für  jedes  ungerade  m. 

*)  Könnte  man  diese  Sätze  auch  algebraiscli  beweisen? 
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Aach  TOD  deo  Formeio  (7)  und  (8)  lassen  sich  einige  bemer- 
kenswertfae  Anwenduo^en  inacheD.  Man  schreibe  nämlich  in  (7) 
x(uT  a,  mnltiplizire  mit  atnyx  ilx  und  integrire  zwischen  den  Grfin- 
zen  J7=0,  j?=ao  ,  so  ist,  1.2.3....m  kurz  mit  m  bezeichnet; 

/    iwo«_i    '    /** Anyxdx 

(-1)  ^      "^  J^    a<4rH«^)(:rH^«)....(:iHin*) 

P^xHmyx  ,  /**     a;8inv:r      ,    , 

«voraus  man  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel 


f. 


«  jTsin^ar,         n     y^ 
0     ^r+Ä^'^"^  2"^ 


die  (ur  jedes  gerade  m  geltende  Gleichung  erhUt; 

<\5o»-i    '    /** »inyxdx 

(-1)   i«     m  J^    ar(a;H2«)(^H^«)....  (:rH"*») 

=  I  |wof-«"y-Miie-('»-*)?+?i?a«-^'»-*)y-...  \    l   (11) 

....  +(-l)i-\OT^„^,U-«y  +  (-l)"  i«t  .m         ) 

Setzt  man  ebenso  in  der  Gleichung  (8)  ^  fSr  a,  multiplizirt 
mit  cos^^orci^r,  integrirt  zwischen  den  Gränzen  ar:=0,  a;:=QD  und 
bringt  rechts  die  Formel: 


r 


cosyj?  ,         n 


fiir  k=m,  m — 2,  m  —  4,  ...  3,  1  in  Anwendung,  so  erhält  man 
eben  so  leicht  für  jedes  ungerade  mi 

.     M^ü^omr^i     >    /** coaya;rf;g 

(-1)  -  I        m  J^    (xHi^)(x^-t3^)....(xHm^) 

-J  1  »io«-«y— wic-(--«>?'+wi2r-<«-*)y  —  ....        [  ...  (12) 

....+(  —  1)    ~^m4(m^i)6-y    j 

uelche  Gleichung  das  Correlat  zu  der  (ll)ten  bildet 
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VI, 

Velier  das  yoii  Herrn  Clanseii  auf 

8.299«  Tbeill^.  Heft  2.  aa^eff ebene 

Theorem. 

Vwi  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

PriraMoceatea    an    der    ÜaiTerrit&t  m   Jena. 


Der  Satz,  dass  die  Smnme  der  Reihe 

,      n  .  («-!)  (n-2)      (»-2)  (w-3)  (n-i)  . 
.       2+        2T3  2.3.4      —  +  •••• 

ist ,  je  nachdem  n  der  Form 

6r,  6e-|-l,  2,  3,  4,  5 

aD^iehort,  ist  nur  ein  spezieller  Fall' eines  bereits  beltanqteD  allge- 
meineren Theorenies. 

Man  hat  nSmIicb  fiir  jedes  ganze  positive  m 
2cosnijr=(2co8a?)»-^(2co»r)»-'«+^^^(2co8x)— < 

_m(«^^^|t^)(2cos:r)— + 

Daraus  fo^  fihr  :r=:2:^: 
o^^^^^-<_  »*.  "»(»»-3)     m(iii-4)(wi— 5)  . 

^cos^-i    j+    ^^2   •■ jTajI +•••• 


oder 
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1c%        _IIIW 


m 


3   _.      m— 3,  (m— 4)(i»-^) 
* ^—r o"^ 


3X 


Se«2t   man    noch   m=:n4-3,  so  wird  oo8  ~=co8(^-f  9r) 


=-eo«?^,  folglich 


M'*"-^) 


.    "*    3^     275  aXl        +••  •' 

von«8  nan  «ogfeleh  da«  dansen'sehe  T&eoreiii  erhUI,  wenn 
nMuiv4er  Bei^e  Dfteb  n=:69,  Cv-hi^  2,  3»  4»  5  DiauBt^  wocj»  r  (rffie 
ganze  positive  ZabI  bedeutet. 

Ein  ganz  ähnlicbes  Theorem  iästft  isich  aus  der  Gleichung 

sin  wtj? 
'ftini;         '' 

=(2co8ar)«--»-  ^(2co«4:)«*-H^^^^=T^^ 

ableiten.    Setzt  m»D  hier  or^-suqd  mssn-i^,  m  wird 

.  »H-2 

"°  3   "_,_n     (n-l>(n-2)_(n~2)(«-3)(«-4), 
8in|»    —         1+        1.2  17573  "*^" 

Daiaus  erglebt  sich^  dass  die  Stumme  der  Reihe  * 

^      n  ^(,^^.l)(n~2)_(n^2)(n^^)(l^^^)  . 

^   1^     r:2  r^TT     +•• 

=  +  1,0,-^1,-1,0, +1 
18t,  je  nachdem  n  anter  der  Form 

Qvy  ßr+l,  2,  3,  4,  5 
«teht,  woriQ  v  eine  ganze  podttive  Zahl  bedeutet. 
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Heber  die  Consli^iicAloii  der  Urormaleiit 
Tangrenten  und  Krümmungrishalbmes- 
ser  an  soleben  €iir¥eii^  welebedurdi 
einen  Punkt  besclirlelif^n  werden,  (der 
mit  ai^wel.  andern  naeh  einem  gegebe- 
nen Oesetze  sich  bewegenden  Punkten 
fest  Terbiinden  ist. 

Von  dem  | 

Herrn  Professor  Doctor  Stegmann 

ao  der  UniveirsiUit  zu  Marburg.  '     ' 


In  dem  Journal  ^^lilpatitiif  fiindep  sieb  in  den  letzten  Si^m* 
mern  des  vorigen  Jahrganges,  nämlich  Nr.  573  und  Nr.  574,  zwei 
kurze  Berichte  über ^eitte  \ofi  Herrn  Abel  Transoo  ersonnene 
und  der  SocreU  phitomatiqne  zu  Paris  in  den  Sitzungen  vom 
*M,  November  und  14.  December  1844  vorgetragene  Methode  zur 
Bestimmung  der  KrAmmungstialbmesser  ber  solchen  Curven ,  welche 
entstanden  sind  (oder  angesehen  werden  können  als  entstandep) 
durch  Bewegung  eines  Punkts ,  der  n^it  ztret  andern  sich  auf  gege- 
benen Curven  bewegenden  Punkten.  Ox  verbunden  ist.  Diese 
Methode  ist  nicht  allein  an  'und  ftir  sich  so  sinnreich  und  ihre 
Anwendung  in  den  geeigvejten  FäUen  so  förderlich  und  die  andern 
bekannten  Mittel  übertreffend ,  sondern  auch  ein  Paar  Le^rsiitze, 
auf  welche  sie  gestutzt  ist,  sind  so  interessant»  dass  es  zu  bedau- 
ern sein  wurde 9  wenn  in  Deutschland  die  Aufmerksamkeit  der 
Geometer  sich  nicht  darauf  hingerichtet  hätte.  Zugleich  aber  sind 
die  Andeutungen,  welche  das  genannte  Journal  darüber  macht,  so 
kurz  und  die  -Beweise  so  unterdruckt ,  dass  man  nicht  leicht  auf 
den  ersten  Blick  das  Ganze  zu  durchschauen  vermt^.  Aus  diesen 
Gründen  erscheint  vielleicht  die  Mittheilung  der  folgenden  Bear- 
beitung dieses  Gegenstandes  nicht  unnütz. 
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§.  t. 

Wir  oehmen  an,  ein  System  von  Punkten ,  welche  in  einer 
Ebene  liegen  und  eine  uoTeränderlidie  Irf^p»  g^^Q  einander  bebal- 
ten sollen,  also  sänuntlich  als  Punkte  einer  ebenen  Figur  ffedacbt 
werden  kOonen ,  bewege  sich  in  seiner  Ebene  nach  Irgend  einem 
Gesetze.  Sind  dabei  die  Linien  bekannt,  in  welchen  zwei  der 
aBsenommenen  Punkte  fortzurücken  ^nOthigt  sind,  so  werden  sich 
oronbar  auch  alle  andern  Linien,  die  von  den  übrigen  Pijinkten 
beschrieben  werden,  yoUkomraen  bestimmen  lassen,  weil  jeder 
dritte  Punkt  des  Systems,  sobald  man  ihn  mit  den  beiden  zuerst 
gedachten  Punkten  verbindet ,  in  jedem  Augenblicke  die  dritte 
Ecke  eines  gegebenen,  unveränderlichen  Triangels  bildet.  Wenn, 
um  eines  besonderen  Falls  zu  gedenken,  zwei  von  den  angenom- 
menen Punkten  aufparallelen  Geraden  (ortrücken  sollen,  was 
w^en  des  unveränderlichen  Abstands  jener  Punkte  nur  geschehen 
kann.  In  so  fern  Ihre  Bewegung  nach  einerlei: und  nicht  etwa  in 
entg^engesetzter  Richtung  vor  sich  geht,  so  wird  augenscheinlich 
jeder  andere  Punkt  des  Systems  sich  ebenfalls  in  emer  geraden 
und  mit  den  beiden  ersten  Geraden  parallelen  Linie  fortbewegen. 
Setzen  wir  diesen  besoodern  Fall  ledoch  bei  Seite,  eben  weil 
keine  einzip^e  Corvo  dabei  in  Betracot  kommt,  so  sind  nur  drei 
Fälle  möglich :  nämlich  entweder  bewegt  sich  kein  einziger  Punkt 
des  Systems  in  einer  Geraden,  oder  nur  ein  Punkt,  oder  endlich 
es  bewejgen  sich  zwei  Punkte  in  zwei  convergeptejo  Gerade^  und 
alle  jSbrfgen  Punkte  in  krummen  Linienr  (Vgl,  §.  IQ.)« 


§.  2- 

Man  kann  nun  für  jeden  Augenblick  der  Bewegung  die  DiSe- 
renzialien  der  von  den  einzebien  Punkten  beschriebenen  €urven 
als  Elemente  von  Kreisbogen  auffassen,  welche  sämmtÜch  von 
einem  und  demselben  Centrum  O  aus  besdirieben  werden,  also 
die  Bewegung  des  ganzen  Systems  als  eine  Summe 
unzähliger,  auf  einander  folgender,  unendlich  kleiner 
Rotationen  um  einen  successiv  fortrückenden  Mittel- 
punkt O. 

«  Seien  nämlich  in  Taf.  I.  Fig.  1.  die  Curven  Aa^  Bß  die  Wege, 
welefae  von  den  zwei  Punkten  A  und  JB  durchlaufen  werden,  wäh- 
rend das  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  gebildete  System 
sieb  nach  einem  gegebenen  Gesetze  fortbewegt^  sp  zwar,  dass 
während  Ä  nach  ^'  liinrückt,  die  Punkte  B  y  C,  JD  beziehungs- 
weise nach  ß',  O,  D'  gelangen  werden.  Wenn  nun  AO  und  BO 
in  A  und  B  auf  den  Curven  Aa  und  Bß  normal  stehen  und  wenn 
man  in  Gedanken  den  Bogen  AÜ'  in  den  Zustand  des  unendlichen 
Abnehmens  versetz,  so  wird  auch  BB'  unendlie|i  klein  werdeq, 
«kl  beide  Curvenelemente  AA^  und  BB'  können  sowohl  als  Ele- 
mente der  Tangenten  AT  und  BT,  wie  auch  als  Elemente  von 
Kreisen  gedacht  werden,  deren  Mittelpunkte  in  der  Normale  AO 
beziehungsweise  BO  liegen.  Aber  freilich,  da  der  Punkt  B'  auf 
der  Curve  Bß  liegen  und  ausserdem  ^'^^  constant  gleich^/?  sein 

Theil  Vn.  4 
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soll,  so  ist  die  Lage  von  B'  bestimmt 5    sobald  'AA'  als  indepen- 

dentes  Differenzial  angenommen  worden  ist,  und  es  steht  daher  zu 

'beweisen,  dass  sich  die  Diferenziaiien  BB'  und  AA'  zu  einander 

verhalten  wie  die  Ndrmalen  OB  und  OA.   denn  wenn  dies  der 

AA' 
Fall  isti  so  sind  die  unendlich  kleinen  Winkel  AOA^  —  jj-r    und 

BB' 
BOB'^=z*j.^   gleich  und  man  darf  sich  dann  ohne  Weiteres  vor- 
stellen,  der  Winkel  AGB  habe  sich  um  seinen  Scheitel   O  so 
fedreht^  dass  er  jn  die  Lage  A'OB'  gekommen  sei.    Zu  diesem 
iwecke  setze  ich 

W.  ATO=^a,      AA'  =  K      OT=m; 
W.  BTO=^ß,     BB':=ik; 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung 

A'n+BT^—2AT.BT.€osATB=AB^ 
=A'T^+B'T*—2A'T.B'T.  cos  ATB 

in  folgende: 

m*  cos  a*+in^  cos  j3* — 2m*cosaco8/?cos(a-f  ^)= 
(m  cos  a— .  A)^ + (wi  cos/J + A)*— 2  (m  cos  a— h)  (m  cos  ß-{:k)  cos  («+/S). 

Lässt  man  aus  dieser  Gleichung  die  gleichen  Glieder  beider- 
seits und  die  Glieder  mit  den  zweiten  Dimensionen  der  verschwin- 
denden Grossen  h  und  k  weg«  so  ergiebt  sich' 

2n?Acosa^2mAcos^=2fii[Acos/}— Aco8a]cos(a-|-/}), 

also 

A[cosa--cos/5cos(a+/J)]  =  A[cosj3--cosacos(a-f /Q] 
oder,  nach  leichten  Transformationen« 

A.sin(a+i5)sin/J=Ä.8in(a+jS)sina, 
d.  h. 

k^swß^OB 
Ä~~sin«~"  OA  ' 

was  zu  beweisen  war. 

Es  bedarf  nun  ferner  nur  noch  der  Bemerkung«  dass  jeder 
andere  Punkt  C,  D  u.  s.  f.  des  angenommenen  Systems,  weil  er 
fest  und  unveränderlich  mit  den  Punkten  A  und  i  verbunden  ist, 
während  der  unendlich  geringen  Drehung,  durch  welche  das  Drei- 
eck AGB  in  die  Lage  A'GB'  übergebt«  auch  g^en  die  Seiten 
Oil'und  GB  dieses  l)reiecks  eine  unveränderliche  Lage  behalten 
wird,  dass  also 

W.  AGC=A'GC,  sowie  OC=OC 
Vf.  AOD-A'OJy,  OD- OD' 
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0.  8.  f.  seio  wird*  Uod  hiemit  ist  der  am  Anfangs  dieses  Para- 
gra^MD  aii%e8te11te  Sats  gerechtfertigt ,  uod  ea  emebt  sich  eq- 
deich,  daas  die  von  O  aus  gezogenen  Radien  -  Vectoren  OC, 
OD  u*  a.  f*  auf  den  von  C»  D  u«  s.  f.  beschriebenen  Curven  nor- 
mal stehen  niflssen. 


§.  3. 

Die  mit  den  Haibmessem  OA,  OB.i*.  beschriebenen  Kreis- 
bo^  stehen  mit  den  von  den  Punkten  A,  i?....  hei  der  conti- 
DOuBchen  Bewegung  des  Systems  wirldich  durchlaufenen  Curven 
im  AUgenMinen  nur  in  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung,  und 
der  Pnnlrt  O  ist  keineswegs  der  Krümmungsmittelpuokt  für  diese 
Carren,  wie  am  Deutlichsten  vielleicht  aus  der  Bemerkung  her- 
vorgeht, dass  die  eine  oder  andere  dieser  Curven,  wie  1^^,  ihre 
convexe  Seite  segen  O  hinwenden  kann,  also  ihren  Krfimmungs- 
mitteipunkt  auf  der  Verlängerung  von  OB  Aber  B  hinaus  haben 
moss*  Forscht  man  nach  der  Grösse  der  einzelnen  Krümmungs- 
halbmesser, z.  B«  Cur  den  Punkt  A,  so  müsste  man  sich  in  A' 
ebenfalls  eine  Normale  auf  die  Curve  errichtet  denken  und  den 
Punkt  zu  bestimmen  suchen,  welchem  sich  der  Durchschnittsnunkt 
dieser  Normale  mit  der  vorhergehenden  AO  bei  dem  unenduchen  ^ 
Abnehmen  von  AA'  ohne  Ende  nähert  Errichtet  man  ebenso  in 
B*  elae  Normale  auf  die  Curve  Bß»  so  wird  diese  mit  der  eben 
gedachten  in  A'  auf  die  Curve  Aa  errichteten  Normale  sich  In 
einem  Punkte  (/  durchschneiden ,  und  es  würden  aUo  die  Conver» 
j^enzpunkte  von  AO  und  A'O',  BO  und  B'O,  CO  und  CO'u.s.t. 
in  Beziehung  auf  das  unendlich  klein  werden  von  vlil' gedacht,  der 
Reihe  nach  die  Krflmmungsmittelpunkte  der  von  A,  S,  C....  be- 
schriebenen Curven  sein. 


5.4. 

Berücksichtigt  man  indessen,  dass  der  eben  gedachte  Punkt 
(y,  nachdem  die  unendlich  kleine  Drehung  um  den  vorigen  Dre- 
buDgspunkt  O  geschehen  ist,  ganz  an  dessen  Stelle  tretend,  wie- 
derara  den  Blittelpunkt  för  eine  neue,  unendlich  geringe  Drehung 
abftiebt,  sowie  dass  OO*  als  Differenzial  der  Curve,  auf  welcher 
während  der  Bewegung  des  ganzen  Systems  sich  alle  Drehungs- 
mittelpunkte O  befinden,  mithin  als  unendlich  kleine  aber  gerade 
Linie  zu  denken  ist:  so  wird  man  leicht  auf  eine  andere  Vor- 
stellung geführt,  nach  welcher  man  das  ganze  System  aller  von 
A,B,  (J*...  in  jedem  einzelnen  Augenblick  beschriebener  Cur- 
Tenelemente  als  zusammengehörige  Differenzialien  eines  Systems 
cykloidischer  Curven  (gemeiner»  oder  gestreckter,  oder  ver- 
fchlangener  Cvkloiden)  auflassen  wird,  welches  System  in  dem 
jedeonaligen  Punkte  O  denjenigen  Punkt  besitzt,  wo  der  sich  fort- 
wälzende Kreis  die  sogenannte  Basis  OO'^  tangirt. 

In  der  That,  wenn  in  Taf.  I.  Fig.  3.  der  um  den  Mittelpunkt 
Q  mit  dem  Radius  QO  beschriebene  Kreis  längs  der  Geraden 
du  fortrollt  und  zwar  in  dem  durch  die  hinzu  gezeichneten  Pfeile 
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bemerklMii  geina€hlen  Sinne,  $to  beschreibt  jeder  beliebig  in  der 
Ebene  dieses  Kreises  angenommen«  und  mit  dem  Mlttel|Miiikt  Q 
auf  eine  feste  und  unveränderlicfae  Weise  verbundene  Punkt  eine 
s^enietne  oder    gestreckte    oder   verschlungene   Cyklelde» 

i'e  nachdem  sein  Abstand  von  Q  gleich  ist  dorn  Radius  QO,  oder 
Jeiner ,  wie  dies  bei  dem  Punkte  A ,  oder  grösser ,  wie  dies  bei 
dem  Punkte  B  der  Fall  ist.  Zuv<irderst  iässt  sich  nun  behaupten, 
dass  in  jedem  dieser  Fälle  die  von  O  aus  nach  den  beschreiben- 
den Pjmkten  gezogeneu  Geraden  ÜA,  OB.,,,  auf  den  von  die- 
sen Punkten  Mschriebenen  Cykloldim  nermal  stehe«.  Dieser  Satz 
ist  in  Betreff  der  gemeinen  Oyklokle  allgemein  bekannt,  er  iSsst  sich 
über  auch  ohne  Sehivierlgkeit  für  oie  «ndem  Arten  beweisen. 
Denn  setzt  man  QO^r,  QA^R  und  den  veränderiielien  Wäi- 
zungswinkel  OQA=z<p,  nimmt  GB  als  Abscissenaxe  an  «nd  die 
OrdinaAenaxe  parallel  zu  OQ,  und  Axirt  den  Utmrung  der  €<ior- 
dinaten  dahm  wo  ^=0  ist,  so  bestehen  die  Ctleicnungen 

woraus  folgt 

(Ix  =  (r  —  B  cos  tp)  dqf  =  ydfp ,  dy^R  si  n  g>d(p , 
also 


dy  Rstn  (p' 


Nun  i^  aller  offenbar 


folglich 


^l—=^=taügAOG, 


■Äfc=*»»«^«^' 


dü!^ 
und  da— -j^  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  angiebt^ 

unter  welchem  die  Normale  der  Curve  gegen  die  Ab^isseoaxe  ge- 
neigt ist,  so  muss  die  Normale  des  Punktes  A  mit  AO  zusammeo- 
falleo.  Auch  gilt  alles  dies  unverändert  für  den  Punkt  B,  wenn 
man  unter  R  den  Abstand  QB  vei-stehit  und  bei  tp  sich,  wie  es 
der  festgesetzte  Sinn  der  Drehung  verkingt,  den  canvexen  Win- 
kel OQB  vorstellt,  so  dass  La  der  Gleichung  i2r==7Hp  —  iZsinm  der 
letzte  Bestandtheil  iSsiogp  an  und  lur  sich  einen  negativen  Werth 
erhält. 

§.  S. 

Man  stelle  sich  nun  vor,  der  mit  dem  Radius  QO  beschrie- 
bene Kreis  rolle  aus  der  betrachteten  Stellung  weiter  fort,  so  dass 
00'z=r.Atp  sei,  und  es  gelangen  dadurch  die  Radien  QA,  QB.. 
in  die  Stellung  Q'A' ,  QfB.^y  so  vrerden,  sobald  man  Oiy  in  den 
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Zastiünd  des  nneDdlicbeD  Abnehmens  versetzt»  die  Winkel  AOA\ 
B03'  a.  8.  f.   sämmtlich  eioaDder  gleich,    nämlich  gleich  dq>  = 

QQ-  ausfallen.    Denn  es  ist,  wenn  man  AA'=zds  und  die  Normale 
AO=iN  setzt. 


aber 


also 


AOA'=UngAOA'=z^; 

dt  =  ^d^Tdy^  =  d(p  .  t^y^+Ä^siny«, 
iV=V^y«+0/M  =  V^y«+/2«sing)«; 


d$ 


Und  da  überdies  die  Curveneieniente  ^/^S  BB'...  bezie- 
hungsweise auf  O^,  OB....  normal  stehen,  so  dass 

bei  dem  unendlichen  Abnehmen  von  AA'  sich  von  OA  nur  um  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  unterscheidet;  so  sind  die 
Umstände  für  die  Erzeugung  der  cykloidischen  Curven  in  jedem 
einzelnen  Augenblicke  ^nz  dieselben  als  "wenn  sich  ein  unverän- 
derliches Dreieck  AGB 9  oder  allgemeiner  ein  unveränderliches 
System  von  Punkten  A^  B....  um  einen  in  seiner  Ebene  Hegen- 
den Punkt  O  herumdrehte.  Mit  andern  Worten:  das  System 
aller  gleichzeitig  beschriebenen  Differenzialien  der 
Cykloiden  AA\  lBB\...  lässt  sich  auffassen  als  ein 
^$ystem  von  gleichzeitigund  um  das  gemeinschaftliche 
Centrum  O  herum  beschriebenen  Kreisbogenelementen. 


§.6. 

Stellt  man  mit  diesem  Eraebniss  nun  dasjenige  zusammen, 
was  in  6. 2.  und  §.  3.  über  die  Benegnng  des  Systems  A,  0,  C.... 
der  TalCl.  Fig.  1.  gesagt  worden  ist,  hält  man  also  namentlich  fest 

erstens,  dass  sowohl  bei  jeder  der  früher  sedachteu  von  Ay 
B,  C....  in  Taf.  1.  Fig.  1.  beschriebenen ,  als  auch  bei  den  so  eben  in 
§.  4.  und^.  5.  besprochenen  Cykloiden  die  von  O'  aus  gezogenen 
Geraden  ÖA'^  OB'  u.  s.  f.  wiederum  normal  auf  den  bei  A',  B',.„ 
anfangenden  Curvenelementen  A'A",  B'B"  stehen  würden; 

und*  zweitens,  dass  bei  jeder  Curve  sowohl  der  einen  als  der 
andern  Gattung  der  Krümmungsiuitteipunkt  gedacht  werden  kann 
als  der  Ort,  welchem  sich  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der 
Drebvngswiakel 

AOA'  =  BOB'  rtr  COa  tt.   s.  f. 
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der  Convergenspunkt  der  beideo  Normalen 

AO  und  A'O',  BO  und  Ä'O'  u.  s.  f. 

ohne  Ende  nähert; 

so  ersteht  sich ,  dass  die  Krummuni^shalhmesser  zu  den  Curven 
AcLy  Bß,  Cv....  der  Taf.  L  Fig.  1.  identisch  sein  müssen  mit  den 
KrümmungsDalbmessem  eines  vorliiufig  noch  unbekannten  Systems 
▼OD  Cykloiden,  dessen  Wälzun^i^skreis  im  Punkte  O  die  Basis 
tangirt.  Dieses  System  von  cykloidischen  Bogen,  die  mit  den 
Curven  Aa,  Bß^  67... .  in  einer  Berührung  der  zweiten  Ord- 
nung stehen,  wird  aber  genau  bestimmt  sein,  sobald  es  gelungen 
ist,  aus  der  Beschaffenheit  der  beiden  gegebenen  Curven  Aa  imd 
Bß  die  Richtung  des  Differenzials  OÖ',  sowie  die  Grösse  des 
dem  Wälzunffskreis  zukommenden  Radius  ÜQ  zu  ermitteln.  Und 
hierzu  verhilft  eine  gewisse  sehr  einfache  und  bei  allen  drei  Arten 
der  Cykloide  geltenoe  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser. 


§.7. 

Wenn  wir  nSmIich,  um  diesen  Krümmungshalbmesser  nach 
der  Formel 


•  dxd^  —  dyd^x 

zu  berechnen,  die  in  §.  4.  gefundenen  Gleichungen 

dx-=ydqi  und  dy  =  R  sin  g>d(p 

nochmals  differenziiren,   dg>  als  independentes  Differenzial  behan- 
delnd, so  erhalten  wir 

d^x  =  dyd(p  =  Äsin  (pd(p*  , 
d^  =  ücoB  (pdqfl'y 

also        I 

dxdhf  —  dyd^x  =  (Ry  cos  tp — iß*  sin  tp^  rflgp* 

=  (Ar  cos  q>-^R^  cos  g>*  —  iB*  sin  9*)  dip^ 
= — R  (R — r  cos  q>)  dip\ 

Ferner  ist  zu  Folge  §.  5.,  wenn  man  durchgängig  unter  JV  die 
Normalen  i40,  £0  u.  s.  f.  versteht, 

dM=zNd<p, 
also 


Sobald  man  aber  von  Q  das  Perpendikel  QC^i  auf  ^O,  und  von  O 
aus  ein  Q\n  Taf.  I.  Fig.  2.  nicht  gezeichnetes)  Perpendikel  OWx  auf 
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Äil  l&Ut,  80  ersieht  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  TriaoeeMQC/t 

N      ÄW 
und  AOWi  die  Proportion  -jq=:  awj^,  d,  h. 

N 
Setzt  man  diesen  Werth  von  ^  in  die  Formel  für  q  und  be- 
zeichnet den  Winkel,  welchen  die  vom  Drehunesmittelimnkt  O  nach 
dem  beschreibenden  Punkt  A  gezogene  Normaie  mit  dem  nach  dem 
Centnim  des  rollenden  Kreises  gezogenen  Radius  OQ  bildet,  durch 
^,  so  dass  OI7|=rcosd  wird,  so  hat  man 

*-*iV^— rcos^- 

Dabei  ist  es  leicht ,  sich  'zu  fiberzeugen ,  dass  die  eben  gebrauchte 
Gleichung 

iV     ig— rcosy 
Ä"~jy— rcos^ 

auch  in  den  Fällen  richtig  bleibt,  wenn  entweder,  wie  z.  B.  für 
den  Punkt  C  der  cos^  emen- negativen  Werth  erh&lt,  oder  auch 
dann,  wenn  cos 9  negativ  ist« 


$.8. 

Die  gefundene  Formel  lässt  sich  nun  nicht  allein  dazu  benut- 
zen, um  Q  zu  construiren,  sobald  N,  r,  d-  bekannt  sind,  sondern 
sie  wird  auch,  wenn  an  zwei  Punkten  des  sich  bewesenden  Systems 
ABC*.»*  die  Krümmungshalbmesser  gegeben  sinu,  sehr  bequem 
zur  Bestimmung  der  Lage  und  Grosse  des  gesuchten  Halbmessers 
OQ  verhelfen.  Denn  angenommen,  ausser  den  Normalen  ACh=Ni 
und  BO=N^  seien  auch  die  den  Punkten  A  und  B  zugehörigen 
Krümmungshalbmesser  ^i  und  ^  bekannt ,  so  wird  man  zuvOrderst 
die  Grussen 

^t7j  =  (iV,-rcos^i)=^^. 

Bl79  =  (iVa— rcosaa)=:^ 

eonstruiren ,  hierdurch  die  Punkte  C7|  und  17«  bestimmen  uud  so- 
bald man  in  diesen  Punkten  Vi  und  ü%  Perpendikel  auf  die  Nor- 
nden  AO  und  BO  errichtet,  so  wird  deren  Durchschnittspunkt  den 
gesuchten  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  angeben.  Alsdann 
aber,  ist,  um  für  einen  beliebigen  dritten  Punkt  des  sich  bewegen- 
den Syst^Bs,  z.  B.  för  den  Punkt  C,  den  Krümmungshalbmesser  ^ 
tu  bemmmen,  in  der  Formel 
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nicht  allein  Nnz=CO  und  r,  sondern  auch  &^  =  COQ  l»ekannt 
geworden  9  und  man  wird  also  ^  als  dritte  Proportionaliinie  zu 
zwei  gegebenen  Linien  ohne  Mühe  consftniiren. 

fS  bedarf  hierbei  kaum  der  Bemerlnmg ,  dass  man ,  wenn  d-^ 
ein  stumpfer  Widkel  ist,  för  den  Nenner  iVj— rcos^j  bei  der 
Constracnon  von  ^  eine  Summe  zweier  Linien  erhiit,  dass  der- 
^ibe  aber  in  allen  Fällen  geradezu  durch  die  Lfii^  CL\  Arne- 
stellt  wird ,   sobald  man  vom   gefundenen  Mittelpunkt  Q  das  Per- 

Sendikel  QU^  auf  CO  gefölit  hat  Eine  besondere  Erwähnung 
agegen  verdient  allerdings  der  Umstand,  dass  der  Krummungs- 
mittelpunkt  öfters  auf  der  Normale  N  nicht  von  dem  die  Curve 
beschreibenden  Punkte  gegen  den  Drehungsmittelnunkt  O  hin, 
sondern  in  der  en^egengesetzten  VeflänKerung  von  JV  liegen  wird. 
Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  die  Cykloide,  welche  mit  der 
beschriebenen  Curve  in  einer  Berührune  zweiter  Ordnung  ^teht, 
an  dem  betreffenden  Punkte  ihre  Convexität  der  Basis  GH  zukehrt 
Stellt  aber  y—f(x)  die  Gleichung  der  Cykloide  zwischen  y  und  x 
vor  und  bezeicnnet  man  die  zweite  derivirte  Funktion  von  f{x) 
durch  f{x)j  so  muss  bekanntlich»  wenn  der  eben  angedeutete 
Fall  eintreten  soll ,  yf{x)  einen  positiven  Werth  erhalten.  In  so 
fem  nun  x  nicht  als  iudependente  Variable  behandelt  werden  soll,  i£t 

'  ^^'~'  dx^ 

folglich  bei  den  Cyktoiden,  vermöge  der  in  §.7.entwickelten^ormeln: 

and  es  erh&lt  also  gf{x)  cfinen  positiven  Werth  nur  dann»  wenn 
rcos9>i{  ist 

Bei  der  verschlungenen  Cykloide  ist  r<i2  und  bei  der 
gemeinen  ist  r=/2,  folglich  kann  bei  diesen  beiden  Arten  nie- 
mals die  eben  aufgefundene  Bedingung  erfüllt  werden,  d.  h.  in 
keinem  ihter  Punkte  wendet  eine  verscHlungene  oder. eine  gemeine 
Cykloide  der  Basis  GH  ihre  Convexität  zu. 

Bei  einer  eestretkten  Cykloide  ist  dagegen  r>£,  und  sobald 
also  cos 9  nicnt  allzu  klein  ausföllt,  d.h.  sobald  W.  q>  nahe  genug 
an  Null  oder  an  In  angenommen  wird,  so  muss  rcos9>>/2  sein, 
also  die  Curve  convex  segen  die  Basis  liegen.  Für  die  nähere 
Betrachtung  eines  solcnen  Falls  ist  die  gestreckte  Cykloide  in 
Taf.  L'  Fig.  3.  gezeichnet  worden,  welche  in  der  Nähe  ies  Puiikts 
B  die  erwähnte  Lage  hat.  Da  cos  tp  für  diese  Annahme  mythwen- 
dig polütiv  sein  muss,  well  sonst  K — rcosg)  gar  nicht  negativ 
werden  konnte,  so  wird  der  W.  OQB,  mag  er  nun  als  q>  oder, 
wie  es  in  dieser  Figur  die  Umstände  erfordern,  als  in-^a  aittfge* 
ftiMUt  werden,  jedesmal  spitz  sein.  Und  da,  wenn  man  das  Per- 
pendikel OW  ^vl  QB  feilt,  QW-r CO» q>  wird,  während  QB^R 
ist,    so    fahrt  die  Voraussetzung  rc^ipyR  ta  der  Folgerung, 
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datm  der  Fosspiiil:!  W  Mif  die  VerlänmniDg  vod  QU  über  B  hio* 
am  üUea,  dass  also  W.  OBQ  stompF  sein  müsse.  Deswegen 
aber  nvss  auch  «der  Fnsspaokt  d^B  Perpendikels  Qü^  auf  die 
Verttagening  Ton  OA  Über  ^  hinaus,  mitiiin  in  die  Concavi- 
tat  der  Curve  fallen. 

Alles  dies  bat  nun  swar  keinen  ändernden  Einflnss  anf  die  in 
$.  7.  vorgenommenen  Rechnungen,  demi  man  erhält  gegenwSrtig 

BU^z=TO0B^'^Ny  BW=TC<Mip^R, 

und  immer  noch  ist 

BOBW 
BQ-Wül 

d«h. 

jy     rcosy  — JZ 

also 

^"=±^^rcosO- 

Allein  es  ergeben  sich  aus  diesen  Betrachtungen  filr  die  sichere 
Anwendung  der  am  Anfange  dieses  Paragr<iphen  erklärten  Con- 
structionen  folgende  ergänzende  Ro<;eln: 

1)  um  den  Mittelpunkt  Q  des  kreises  zu  Gnden,  welcher  als 
Wälzungskreis  für  die  von  den  Punkten  A,  ß,  6\...  zu  beschrei- 
benden cykloidischen  Curvenelcmente  zu  betrachten  ist,  muss  man 
die  Grössen 

TV*  TV« 

AUtr=^yxndBV.^  =  ^ 

VOR  A  l)eziehungsweise  von  B  aus  auf  der  Normale  iV|  resp.  iV» 
nach  der  concaven  Seite  der  Curve  hin  auftragen;  ^  uim 
2}  wenn  man  alsdann,  um  für  einen  anderen  Punlct  des  beweg- 
lichen Systems  z.  B.  für  C  den  Erummungsmittelpunkt  zu  bestim- 
men, die  JNormaie  CO=zN^  gezogen,  und  uuf  diese  von  dem  gefun- 
denen Punkt  Q  das  Perpendikel  Q CJg  gefallt  hat,  so  muss  man 
die  Linie  ^ 

A>« ^__ 

CK,      JVa— rcosa^~^ 

vom  beschreibenden  Punkte  C'^aus  auf  der  Normale 
CO  nach  der  Seite  hintragen,  wohin  der  Ftisspunkt 
des  Perpendikels  QV^  gefallen  ist,  well  dieser  Punkt  U^ 
nnd  der  Krümmnngsmittelpunkt  Immer  beide  in  der  €eneavittt  der 
Oiirve  Hegen  müssen. 

§.  9. 

Durch  das  Vorhergehende  ist  nun  das  von  Herrn  Abel  Tran- 
8on  ersonnene  Verfahren    zur  Bestimmung  der  Krümraongshalb- 
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messer  TolistfiDdig  erläutert.  Sobald  nSmlich  die  tn  §.  1.  ▼oraus- 
gesetzten  Umstände  eiotreteo»  d.  h.  sobald  eioe  Curve  auf  die  Art 
entstaoden  Ist  oder  als  eotstaudeD  aufgefasst  werden  kann,  dass 
der  bescbreibeude  Punkt  C  mit  zvrei  anderen  Punkten  A  und  B 
zu  einem  festen  und  unveränderlicben  Dreieck  verbunden  ist  und 
dass  diese  letztgenannten  Punkte  auf  zwei  gegebenen  Curven  Aa 
und  Bß  fortrucken :    so  kann  man,  wohin  auch  immer  der  Punkt  C 

Seräckt  sein  m^,  zuvörderst  den  Punkt  O,  daraus  die  Richtung 
er  Normale  CO 9  &lso  gleichzeitig  auch  die  Lage  der  Tangnente, 
und  dann  nach  den  Regeln  des  §.  8.,  insofern  man  die  den  Punk- 
ten A  und  B  zugehörigen  und  den  gegebenen  Curven  Au,  Bß 
entsprechenden  Krümmungshalbmesser  ^  und  q^  ohne  allzu  grosse 
Weitläuftigkeit  zu  construiren  im  Stande  ist,  auch  den  Krflm- 
mungshalbmesser  für  die  Curve  Cy  bestimmen.  Uebrigens  dfirfen 
wir  hierbei  nicht  mit  Stillschwelgen  übergehen,  dass  das  erste 
Theorem,  worauf  Herr  Abel  Transon  seine  Methode  gegründet 
hai  und  welches  wir  in  6.  2.  ausgesprochen  und  bewiesen  haben, 
nämlich  dass  alle  Normalen  der  von  den  einzelnen  Punkten  des 
beweglichen  Systems  beschriebenen  Curven  in  jedem  Augenblick 
in  einem  einzigen  Punkte  zusammen  laufen,  zuerst  von  Chasles, 
und  zwar  als  eine  Verallgemeinerung  eines  von  Des-Cartes  be- 
nutzten Satzes,  aufffestellt  worden  ist  (S.  Chasles  Geschicble 
der  Geometrie,  S.  649  der  Uebersetzung  von  Sohncke). 


5.  10. 

Am  einfachsten  und  merkwürdigsten  unter  allen  Bewegungen 
des  Dreiecks  ABC  ist  der  Fall ,  wenn  die  gegebenen  Wege  für 
die  Purikte  A  und  B  beide  geradlinig,  also  die  Schenkel  eines 
Winkels  B0A  (Taf.  I.  Fig.  4.)  sind ;  und  um  von  den  vorhergehen- 
den Regeln  zum  Beschluss  eine  Anwendung  ztf  machen,  wollen 
wir  diesen  Fall  voraussetzen.  Jeder  beliebig  in  der  Ebene  der 
Figur  angenommene  und  mit  A  und  B  fest  und  unveränderlich  ver- 
bundene Punkt  C  beschreibt  alsdann  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt sich  im  Scheitel  des  W,  BQA  befindet.  Errichtet  man  nun 
in  A  und  B  auf  die  Schenkel  des  W.  BQA  die  Perpendikel  AO 
und  BO  und  zieht  nach  deren  Durchschnittspunkt  CO,  so  hat 
man  die  Normale  und  kann  sofort  auch  die  Tangente  am  Punkte 
C  ziehen.  Ferner,  da  die  Krümmungshalbmesser  an  den  Punkten 
A  und  B  gegenwärtig,  in  was  für  eine  Laee  das  A  ABC  aucb 
rücken  mag,  jedesmal  unendlich  sind,  so  lallen  die  im  Vorher- 
gehenden mit  Ui  und  17«  bezeichneten  Punkte  mit  A  resp.  B  zu- 
sammen, woraus  folgt,  dass  jetzt  der  Scheitel  dea  W.  BQA  zu- 
gleich den  zu  suchenden  Mittelpunkt  des  Wälzungskreises  bildet. 
Alles  dies  ist  übrigens  auch  bei  der  gestreckten  Cykloide  der 
Fall,  welche  der  Punkt  A  in  Taf.  L  Fig. 2.  oder  der  Punkt  B  in 
Taf.  1.  Fig.  3.  beschreibt,  sobald  der  W.  QAO  (resp.  QBO)  ein 

Rechter,  nämlich  <^o0  9>='qB=~  ist,  weil  dann  in  den  gefunde- 
nen Formeln 
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der  Nenner  sich  auf  Null  reducirt. 

Fällt  man  daher  in  Taf.  I.  Fig.  A.  von   Q  aus  auf  CO  das 
Perpendikel  Qü^  so  ist  def  KrOnimungshalbmesser  für- den  Punkt  C 

gleich  ynyyy  uud  ist  aufzutragen  in  der  Richtung  Ton  C  nach  (7. 


J.  tl. 

Bei  einer  genaueren  Betrachtung  der  hier  gedachten  Bewegung 
des  Dreiecks  ABC  ergeben  sich  j^och  noch  einige  andere  merk- 
würdige Gesetze.  Sucht  man  nämlich  für  den  Punkt  O  den  geome- 
trischen Ort  zu  bestimmen  9  dessen  Differenzial  früher  durch  OO' 
bezeichnet  wurde  (Vgl.  §•  3.)r,  so  findet  man  dafür  einen  Kreib, 
der  um  den  Scheitelpunkt  des  gegebenen  Winkels 
BQA  mit  dem  Radius  QO  zu  beschreiben  wär^. 

Denn  man  setze 

so  dass  W.  AOB=^AQB=::d'i--^^  ist,  so  erhält  man  aus  dem 
^AQB  die  Gleichung 

AB^ = r^sin  Oi^  +r*  sin  d^* — 2  r*  sin  0,  sin  O«  cos  (-^j  —  Ojb), 

and  aus  dem  ^AOB  die  Gleichung 

/4B«=:r*cos^i*4r*cos^3i»— Sr^cos'^i  cosdaCos(^i  — -^a), 
folglich  durch  Addition 

2AB*=2i^  [1  —  cos  (^,  —  ^jj)«] =2ra8in  (^i  — &a)*. 
also 

2lÄ  =  r  sin  (^1  —  ^a)  =  ÖO .  sin  AQB, 

Hieraus  aber  fliesst  für  QO  der  Werth 

^        sin^Q^' 

and  da  sowohl  der  Zähler  als  der  Nenner  dieses  Bruches  unver- 
änderlich ist,  so  bleibt  QO  während  der  Bewegung  des  Dreiecks 
ABC  eine  constante  Grösse,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  freilich  hier  den  Fall  zu  Grunde  gelegt,  wo  die 
Perpendikel  AO  und  BO  sich  ausserhalb  des  Winkels  Q  schnei- 
den, im  entgegengesetzten  FaUe  aber,  wenn  O  zwischen  die  Schen- 
kel des  W.  Q  fallt,  lässt  sich  der  Beweis  mit  einer  nur  ganz 
geriogeo  Aenderung  eben  so  leicht  führen. 

§.  12. 
Mao  nehme  jetzt  an ,  das  Ton  Q  auf  CQ  gelallte  Perpendikel 
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QU  schnitte  bei  setner  Verlängerung  die  Ellipse  in  einem  Punkte 
C,  und  es  gehörten  mit  C  die  Punkte  A^  und  B'  in  der  Art  zu- 
sammen, dass  das  A  A'B'C  die  Lage  des  beweglichen  Dreiecks 
in  dem  Augenblick  angiebt,  wenn  die  Spitze  C  den  elliDtischen 
Bogen  CC  beschrieben  hat  Fasst  man  nun  einerseits  oie  Lage 
des  Punkts  Q  gegen  das  ^A'B'C  9  andererseits  die  Lage  des 
Punkts  O  gegen  das  ^ABC  ins  Auge  und  beachtet,  dass  die 
Strahlen  B'Q,  CQ,  A'Q  der  Reihe  nach  senkrecht  stehen  auf 
den  in  O  zusammenlaufenden  Strahlen  BO,  CO 9  AO;  so  sieht 
man  sogleich,  dass  die  Winkel 

B'QCy  CQA',  B'QA' 

gleich  sind  deii  Winkeln 

BOC\  COA,  BOA. 

Hieraus  aber  folgt  die  Congruenz  der  beiden  Vierecke  QB'CA' 
und  OBCA,  Denn  wenn  man  sich  das  Dreieck  ^'£'C  als  gege- 
ben denkt  und  den  Punkt  Q  dadurch  zu  bestimmen  sucht,  dass 
man  über  den  Seiten  A'B'  und  B'O  Kreisabschnitte  construirt, 
welche  die  ebenfalls  gegebenen  Peripheriewinkel  il'Q^' und  £'QC 
fassen,  so  sieht  man,  dass  beide  Kreisbogen,  weil  sie  bereits  in 
B'  sich  schncfiden,  nur  noch  einen  zweiten  und  deswegen  bestimm- 
ten Durchschnittspunkt  Q  darbieten  werden,  worauf  sich  die 
bekannte  Pothenot  sehe  AuArabe  stützt  Zwar  wiirde  sich  allerdings 
ein  mit  ABC  congruentes  Dreiedk  —  nennen  wir  es  aßy  —  aucn 
noch  auf  eine  andere  Art  zwischen  die  in  Q  zusammenlaufenden 
Strahlen  legen  lassen,  so  dass  immer  noch  a,  ß,  y  der  Ordnunt; 
nach  auf  QA' ,  QB* ,  QC  befindlich  und  dennoch  das  Viereck 
Qßya  nicht  mit  QBCA  congruent  wSre.  Aber  dieses  Dreieck  ueßy 
wiirde  dann  mit  seiner  entgegengesetzten  Fläche  in  der 
Ebene  der  Figur  aufliegen,  gerade  so  als  wenn  man  das  Dreieck 
A'B'C*  vorerst  um  A'B'  als  Rotationsaxe  um  180^  drehen  und 
dann  noch  etwas  verschieben  wollte ;  es  würde  also  dieses  A  ^ßy 
fcitreng  genommen  nicht  mit  ABC  congruent,  sondern  symme- 
trisch glejch  (gegenbildiieh  gleich)  sein,  und  weil  eine  solche 
Herum wendunj^  des  ^  ABC  iii  unserer  vorliegenden  Betrachtung 
ganz  gegen  die  Voraussetzung  sein  wiirde,  so  ist  das  erwähnte, 
mit  CrBCA  nicht  congruente  Viereck  Qßya  offenbar  auszuschlics- 
sen  und  seifi  Vorkommen  für  unmöglich  zu  erklären,  also  Vier- 
eck QÄ'C"^^0ÄCi4. 

Aus  dieser  Congruenz  folgen   nun  zuvörderst  die  Gleichungen 

QA'=:OA,  QB'-OB,  QC'=^OC; 

ferner,  weil  die  homologen  Diagonalen  QC  und  OC  durch  Gon- 
stniktion  perpendikulär  auf  einander  gestellt  sind,  so  müssen  auch 
die  andern  Diagonalen  und  überhaupt  alle  homologen  Seiten  senk- 
recht auf  einander  stehen ,  namentfich 

A'B'±AB,  B*C  LBC,  A'O^AC 

§.  13. 

Besonders  merk^vurdig  scheint  endlich  noch   folgendes  Resul- 
tat.   Da  OC  die  Richtung  der  Normale  für  die  EUipse  im  Punkte 
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C  anglebt  und  da  QC  senkrecht  auf  OC  steht,  eo  ist  Q6'' paral- 
lel za  der  dem  Punkte  C  zQ^^hrtrigen  Tangente,  also  sind  QV 
uad  QC  zwei  conjugirte  Semidiameter  der  Ellipse.  Dass 
man  aber,  sobald  zwei  conjnpirte  Diameter  nebst  ihrem  Coujnga- 
tionswinkel  gegeben  sind,  die  Lage  und  Grosse  der  Haup&xen 
o.  dffl.  n.  dura  ganz  leichte  Construktionen  findet,  bedarf  nicht 
der  ErioDeroug. 

Ferner,   da  man  fiir  den  Krummongsbalbmesser  ^  am  Punkte 

C  tn  §•  ICl  den  Ausdruck  -^wj-  gefunden  hat  und  da  zufolge  §•  12. 
CO^QC  ist,  so  beeteht  die  Gfoichmg 

d.  h.  um  den  KrCinmuiigsbalbmesser  q  fSr  einen  beliebigen  Punkt 
C  in  einer  gegebenen  Ellipse  zu  constniiren,  ziehe  man  nach  C 
den  Semidiameter  QC,  bestimme  den  zugehörigen  conjugirten 
^midiameter  QC,  und  fölle  vom  gegebenen  Punkte  ein  Perpendikel 
CU' auf  diesen  letztem,  so  ist  ^  die  dritte  Proportional- 
linie zam  Perpendikel  C(7und  dem  conjugirten  Semi- 
diameter QO* 


Nachschrift  des  Herausgebers« 

Schon  vor  Empfang  des  Torhergehenden  Auftatset  Mite  Ich  aui  den 
Institut  die  SteHen,  weiche  die  Methede  dee  Herrn  Abel  Tran§on 
betreffen,  ansgexogen,  um  sie  gelegentlich  den  Lesern  des  Archirs  mit- 
intheilen.  Desto  angenehmer  wurde  ich  natürlich  dorch  den  mir  gätirst 
»qresandten  Aaftats  des  Heim  Professor  Dr.  Stermana  nbemscht, 
and  halte  mich  nun,  damit  die  Leser  des  Archivs  scunen,  wie  gerinn  die 
Gnmdlagen  waren,  von  denen  derselbe  bei  Abfftssnng  seiner  Abhandlung 
•nsgehen  konnte,  um  so  mehr  Terpflichtet,  die  betreffenden  Stellen  ans 
dem  Institut,  welches  weM  nur  in  die  Hftnde  weniger  Leser  des 
Archivs  kommen  dürfte^  in  Folgenden  abdrucken  2u  lassen,  was  auch 
▼ielteicht  nach  anderen  Kntsen  haben  kann.  Leider  habe  ich  unterlassen« 
die  betreffenden  Nnmmem  des  genannten  Joonals,  welches,  nachdem 
es  aaf  kurze  Zeit  in  meinen  Händen  gewesen. ist,  sogleich  eine  weitere 
Wanderung  nach  Norden  antritt,  überall  genau  zu  bemerken,  und  bin  die- 
selben ans  dem  aafeffebenen  Grnnde  jetzt  nachzutragen  ausser  Stande, 
veshalb  ich  hier  schhesslidi  um  Verzeihung  bitte. 

Societe  pUlomatique  de  Paris* 

M.  Abel  Trausoa  iadique  une  construction  nouvelle  peur  le  rayoa 
de  cenrbure  de  Tellipse.  — >  Oa  sait  que  Tellipse  est  engBadrde  par  le 
tommet  T  d'un  triangle  TAB^  lorsqu'on  fiut  glisser  les  eztrdmit6a  de 
la  base  AB  sur  deax  axes  ifaces.  Ce  mode  de  description  est  m^me 
anet  sönvent  employ^  daas  la  confectien  de«  Spuret;  mais  alors  on 
rMait  le  triangle  k  la  ligne  de  base  AB^  ea  pla^aat  le  senmet  T  sur 
an  point  quelconfae  de  cette  ligne. 
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Daii8  ton«  lea  cm,  on  ««It  4110  ti  on  ^Mto  «■  ^  et  B.  den«  ibraite« 
perpendiculaire«  rMiMctivenent  nax  aie«  directean,  oes  iignas  «e  ren- 
conftrant  en  6^,  la  droit«  TO  eat  &  chaqae  inttant  la  nonnaie  de  reUip«e 
poar  la  eituation  actuelie  da  point  d^criyaiit. 

JDans  ton«  les  caa  aoMi  on  pouira  constraire  le  rajon  de  carbure  ä 
Taide  de  la  remarqne  suivante.  Abaiases  da  centre  M  de  la  coorbe 
(point  de  rencontre  de«  azes)  une  perpendiculatre  1\^C  «vr  bi  nonnaie 
TO,  Seit  C  le  pied  de  cette  perpendicalaire.  Le  rajon  de  coarbore 
e«t  nne  troici^me   proportionelle  auz  liffnes  TC  et  TO;    c*eet-&-diro 

qn^on  a  R'=^-j'q-^  exproMion  trd«  facile  k  conctroire.   On  sait  d'ailleura 

depul«  long-temp«,  qu'en  prolongeant  la  peRpendiculairo  üf  C  jtMqn'A  aa 
rencontre  en  X«  arec  la  courbe,  on  a: 

d*oa  il  init  qae  la  dintanoe  de«  points  O  et  T  eet  ^gale  an  damt  dia- 
m^tre  coigvgu^  de  M7\ 

(Llnfütnt  1844.  Nr.  573.) 


^•ciete  philomatiqae  de  Pari«. 

ULAbel  Tran§on  commnniqne  nne  conetmction  dn  rajon  de  oonrbnre 
de  rellip§e.  Cette  con§trnctlon  est  appropri^e  an  caf  on  on  engendre  la 
conrbe  en  angmentant  on  diminnant  tonte«  le«  ordonn^ea  d'nn  cercle  dan« 
an  m^me  rapport. 

Sotent  m  le  point  de  rellip«e  et  M'  le  point  correepondaat  du 
cercle ;  ce«  denx  i^oint«  eituös  §ar  nne  m^me  ordonn^e ;  §oient  p  le  rajon 
de  conrbnre  de  rellipee  «n  M,  et  «  Taiygle  de  la  normale  arec  Tordon- 
n^e.  Seit  ansei  r  le  rayon  de  coarbnre  de  rellipse  k  rextrtfmit^  de 
Taxe  qni  eat  paralUle  wox  ordonn^ea;  et  aoit  a  Fangle  ^ne  fiait  en 
M'  le  rayon  da  cercle  arec  i'ordonn^e  MM\    On  a  la  relation 

r  coa"  o'  =  p  coa*  a , 

de  laqaelle  on  tire  une-  conatraction  tröa  simple. 


SocI^t^  philomatiiiae  de  Pari». 

M.  Abel  Transon  commnniqne  nne  m^tbode  g^om^triqne  ponr  d^- 
terminer  les  rayona  de  conrbnre  d*une  certaine  clasae  de  oonrbea.  Cette 
m6thode  eat  fond^e  »or  le  principe  anirant: 

Quand  nne  figure  plane  ^pronve  nn  monvement  infini- 
ment  petit  dana  aon  plan,  ce  mouYement  pent  dtre  repr^- 
aentö  par  un  cercle  qni  roule  aana  gtiaaer  anr  nne  certaine 
droite. 

Lea  arca  circulairea  (infiniment  petita)  d^crita  par 
lea  diff^renta  pointa  de  la  figiire,  pcndant  le  monre- 
ment  infiniment  petit,  peuTcnt  ^tre  conaid6r^a  comme  des 
arce  de  cjcloide  (ordinaire,  allong^e  oa  acconrcie)  pro» 
dnit  par  le  ronlement  do  ce  cercle. 

D'apr^a  ce  tb^or^me,  qnand  nne  courbe  est  d^crite  par  an  point 
d*ane  Agare  en  monvement  dana  ai^u  plan,  il  aaffira,  ponr  c«inatraire 
aon  rayon  de  courbare,  de  d^terminer  lagrandenr  et  la  aituation  du 
cercle  qni  roule  au  moment  du  mouTement  on  le  potat  döcrivant  anra 
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la  p««tii«n  qii*on  cootMire;  enaenble  d^terminer  la  aitaation  de  U  droit« 
•ar  laqaelle  le  roolemeiit  a  lieo.  Ce  cercJe  et  cette  droite  se  d^termi- 
Bt    k  chaqoe  inetant  par  le«  düKrentes  condition«  du  moaTemenft  de 


la  ficare. 
£■  efl 


effet,  il  7  a  ane  formole  tr^e  «imple  pear  le  rayon  de  oonrbnre 
d*aiie  cycloide  (ordinaire,  allong^  oa  accoarcie).     Cette  formale  eet 

A  —  rcoii' 

daas  laqoelle  N  est  la  paitie  normale  de  la  cycloide  entre  le  polet 
d^crivant  et  le  poiat,  aar  leqael  le  roalement  e'opÄre;  r  est  le  rayon 
dn  cercle  ronlaat;  et  i  Tangle  qoe  fiiit  la  normale  du  cycloide  arec 
le  rayoB  de  cercle  men^  du  centre  au  point  de  ronlemeat. 

Ce  point  de  roalemeat  n^eet  antre  qnc  le  point  qui  reele  JIxe  dane 
le  moQTement  inilniment  petit  de  la  ilgim,  c'est-&-dire  le  point  var 
lofiiel  paaoent  k  chaque  ustant  lee  normale«  anx  tr^jeetoiree  d6cruee 
par  le«  divers  points  de  la  4gure.  —  M.  Chaslesa  fond^  snr  la  oon- 
sideraHoa  ä»  ee  poiat  qui  reste  flxe  nae  mdlhode  g^^omdtriqae  paar  1« 
d^tennination  des  taagentes,  metkode  applicable  „toutes  le«  fois  qn'oa 
connait  leo  condition«  ^om^triques  du  monTcment  d*ane  Ügnre  de  forme 
invariable k  laqnelle appartieat  le jpoiat  d^criTant. ^'  (Chasles  Apercu 
historiqne  «nr  l'origine  et  le  d^reloppement  de«  mtftnode« 
eng^om^trle).  —  MB«  le«  m^me«  ctroonotance«  la  m^thode  qa*on 
▼ieat  d'expoeer  donnern  la  d^termination  du  rayon  de  conrbnre. 

Fmt  exemple,  «i  on  connait  le  mouToment  de  denx  point«  de  la 
i|^are,  on  m^nera  par  cec  point«  le«  normale«  aaz  conrbe«  qn*il«  par- 
cooreat  Appelon«  d^ailleuis  il|  le  rayoa  de  conrbnre  de  la  conrbe 
dteite  par  le  premier  point,    «nr  la  normale  k  la   conrbe  d6crite,    et 

daaa  la  ooncaTit^  de  cette  conibe,   on  porte  nne  longuenr  ^gale  k  -^f 

i*ezlrdmitd  de  cette  longneur  maronera  la  pnyection  da  centre  du  eerclo 
roulant;    oe  en  rertu  de  la  formale 

rco«ii=A^i— -g^ 

On  conctroira  de  m^me  la  projection  de  ce  m^me  centre  «ur  la  normale 
k  la  seconde  courbe;  et  afor«  il  «era  bien  ai«^  de  con«truire  le  centre 
Ini-m^me»  ayant  «e«  prujection«  «nr  deux  droite«. 

Pngetes  le  centre  du  cercle  roulant  «nr  la  normale  OT  au  point 
d^crirant ;  et  «oit  C  le  pied  de  la  perpendicnlaire  projetante :  on  anra, 
poar  le  rayon  de  conrbnre  de  la  courbe  d^crite  par  le  poiat  T»  «me 
treiei^me  pi^portionelle  aus  li^e«  OT  et  TC ;    c'est  k  dire 

car  TO  canrecpoad,  daB«la  formale  g^n^rale,  k  N^  et  CT  k  A/— ree«i* 
A  qaoi  il  coavient  d'igonter,  pour  fixes  le  «en«  de  la  ooarbnre,  que  le 
point  C,  nrajection  du  centre  da  cercle  ronlaat,  e«t  toigonr«  dam  la 
cencavitd  de  la  conrbe  d^crite. 

On  Toit  maintenant  que  la  formnle  commoniqu^e  danc  nne  «dance 
pr^c^dente,  ponr  le  rayon  de  conrbure  de  rellip«e,  n*^tait  qn*une  «Imple 
appHcation  de  cette  metbode  ff^n^rale.  Cette  m^tbode  s'appliqne  au««l 
«Tee  benuconp  de  facilit^  k  la  conetmction  da  rayon  de  combnre  de« 
coBcbolde«  et  de«  ci«|M»ide«. 
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Beweis  des  üelirsatzes:  lireiui  ein  l>e- 
UeMifge»  Dreiecli  in  einer  Kliene  so  Ibe- 
wegt  wir«l,  dnss  sicli  die  Endpunkte 
seiner  Basis  fortwftlirend  auf  zwei  fest- 
ilei^enden  und  niclit;  parallelen  Oera^ 
den  lieflnden,  so  wird  Ton  seiner  Spitse 
eine  Ellipse  lieschrieben. 

VdD  Win 

Herrn  Professor  Dr.  Stegmann 

ap  der  Upiverfilät  zu  Murborg.      ' 


1d  dem  Aufsätze  Nr.  VII.  dieses  Hefts  habe  ich,  nach  dem 
Vorgänge  von  Abel  Transon,  um  dessen  Methode  zur  Bestim- 
mung des  Krümmunesfaalbmessers  auf  die  Ellipse  anzuwenden,  den 
Lehrsatz  als  bekannt  angenommen: 

Wenn  eine  Gerade  SC  von  constanter  Länge  so  bewegt  wird, 
dass  sich  ihre  Endpunkte  fortwährend  auf  zwei  festliegenden  luid 
nicht  pandlelen  Geraden  (oder  anders  ausgedruckt  auf  den  Sehen- 
kein  eines  ebeoen  Winkels)  befinden «  So  wird  jeder  Punkt  A,  wel- 
chen n^an  in  der  Ebene  der  Fi^ur  beliebig  angenommen  aber  mit 
B  und  C  in  eine  feste  Verbindung  gesetzt  hat,  so  dass  das, 
^  BCA  während  der  Bewegung  der  Grundlinie  BC  eine  unverän- 
derliche Gestalt  behält,  eine  Ellipse  beschreiben,  deren  Mit- 
telpunkt  sich  im  Dnrchschnittspunkt  der  zwei  festlie- 
genden Geraden  (im  Scheitel  des  gegebenen  festli^enden  Win- 
kels) befindet. 

Dieser  Lehrsatz  ist  (ttr  einige  besondere  Fälle  allerdings  von 
alten  Zeiten  her  bekannt.  Schon  In  Newton's  Arithm.  univers., 
in  dem  Abschnitt  de  resolutione  quaestionum  geometricarum,  be- 
handelt das  problema  XXXV.  den  am  nächsten  liegenden  Fall»  mit 
welchem  heutiges  Tags  Jedermann  vertraut  ist,  wenn  nämlich  der 
Winkel  BCA  gleich  JNuU  oder  gleich  ISO^  ist,  d.  h.  wenn  der  be- 
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«direibende  Punkt  A  irgendwo  in  der  sieb  bewegenden  Geraden 
BC  Kegt,  und  im  problema  XXXVI.  den  Fall,  wenn  sowohl  der 
Winkel,  auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  B  und  C  fortrücken 
sollen,  als  auch  der  W.  BCA  ein  Rechter  ist.  Seit  Newton 
sind  denn  in  ear  mancherlei  Schriften  diese  Sätze  von  neuem  auf- 
gestellt und  oewiesen  worden,  und  so  findet  man  z.  B.  noch 
m  diesem  Archiv  (Tbl.  VI.  Heft  2.  Seite  222.)  för  den  erst- 
genannten Fall  einen  kurzen,  freilich  von  dem  Newton'- 
schen  wesentlich  nicht  verschiedenen  Beweis  von  Herrn  Professor 
Press  zu  Stuttgart.  Allein  in  der  oben  ausgesprochenen  Allge- 
meinheit ist  der  Satz  vielleicht  noch  nicht  in  deich  em  Grade  be- 
kannt geworden.  £»  war  im  Jahr  1839,  als  ich  gewahr  Biirde, 
dass  ihm  diese  allgemeine  Gültigkeit  zukommt,  und  in  dem  auf 
Ostern  1840  erschienenen  Programm  des  Marburger  Gymnasiums 
habe  ich  sowohl  den  Beweis  dafür  geliefert,  als  auch  verschiedene 
Folgerungen  fSr  besondere  Fälle  daraus  hergeleitet.  Dessen  un- 
geachtet muss  ich  glauben,  nachdem  ich  in  Chasles  Greschichte 
der  Geometrie  zwei  darauf  bezügliche  Stellen  ("Seite  450  und  Seite 
660  der  Uebersetzung  von  Sohncke)  gelesen  nahe,  dass  der  Satz 
nicht  allein  schon  früher  entdeckt  gewesen,  sondern  auch  wohl  in 
gedruckten  aber  mir  nicht  zu  Gesicht  gekommenen  Schriften  be- 
reits bewiesen  sei;  und  nur  für  den  Fall,  wenn  der  Herr  Heraus- 
Seber  es  an  und  für  sich  für  wichtig  genug  oder  als  Ergänzung 
es  Aufsatzes  Mr.  VH.  für  angemessen  haften  sollte*),  setze  ich 
den  Beweis  hierher. 


§.1. 

Es  sei  in  Taf.  I.  Fig.  5.  W.  BoQX=^q-  der  gegebene  Vfln- 
kel,  auf  dessen  Schenkeln  die  Endpunkte  der  Basis  BC  des  be- 
wegliehen Dreiecks  BCA  fortrücken  sollen,  wodurch  die  Spitze 
^dieses  Dreiecks  die  Curve  AqA  zu  beschreiben  genothigt  ist; 
und  man  setze 

BC=a,    AC-b,    W.  i?CJ=7. 

Femer  nehme  man  den  Scheitelpunkt  Q  als.  Ursprung  techt- 
winUiger  Coordinaten,  den  Schenkel  QX  als  Abscissenaxe  und 
die  positiven  Ordinaten  y  auf  derjenigen  Seite  von  QX  an,  aut 
welcher  der  W.  q  oder,  anders  ausgedrückt,  der  feste  Schenkel 
««.liegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  veränderlichen  Winkel  BCX  durch  9, 
so  liefert  das  rechtwinklige  Dreieck  ACP  die  Gleichungen 

(1)  y  =  6sln(9— y), 

(2)  ar-QC=6cos(9)— y); 
aber  aus  dem  A  BCQ  ergiebt  sich 


^  Jedenfalls  halte  ich  diet  zur  Ergänzung  des  vorhergehenden 
Aatetzes  als  völliff  angemessen,  weil  dadurch  das  Verttändnus  jenes 
Auisatses  für  mannen  Leser  erleis^htert  werden  wird.  G. 

Theil  VII.    .  5 
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9£  ^^»(y-f)  _«iii[(y-r)-Ky-y)] 

a  sin  9  sin  9 

_  gjn  (y-y)  co8  (y-^y)    gin  (f~y)  cos  (y-y) 
siny  "  mq 

Daher  verwandelt  sich  die  Gleichong  (3)  in 

^_  asin(y^)cos(y^y)_^^       i»sin(y^y)j^^^        ^^ 
smy  ■-  smy 

and  wenn  loan  hier  die  ans  (1)  fliessenden  Werthe 
sin(9>-y)=:^,  eo9(f^-^y=±y  ^^% 

sttlistitairt,  zueleich  beide  Seiten  der  Gleichnng  In's  Quadrat  er- 
hebt und  der  KGrze  wegen 

setzt,  so  erhält  man 

^ 2flaycosd     pycosd^ 

Asinf  6*siny* 

...    asindv.        ,g^  .2absin8    -c*sind*.tf* 

oder  geordnet: 

m  -»-^^  +  <'  +  ^'+«^^<H^.V'^- 

Diese  Gleichnng  sei^,  dass  die  Tom  Punkt  A  beschriebene 
Curve  ein  Kegelschnitt  ist;  und  da,  wenn  man  die  allgemeine 
Gleichung  des  zweiten  Grads  zwischen  zwei  Variablen 

mit  der  gefundenen  vergleicht,  die  Coef&cienten  D  und  E  gleich 
Null  sina,  so  ist  der  gewählte  Anfangspunkt  der  Coordlnaten, 
nämlich  Q,  der  Mittelpunkt  dieses  itegelschnitts. 

Femer  da  gegenwärtig 

j a^ 2asind    | 

««siny^+Asiny"^    ' 

„  2a  cos  d 

6  Sin  9 

C=:l; 
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J!«-4JC=4(-g^-^-l)=-4<^+l)« 
^'    ^*fllD9*     bmnq  bslng       ' 

darchaos  neintiv  Ist,  «o  ma««  d«r  ersengte  Kegelschnitt  Id  allen 
FSUea  eine  Ellipse  sein. 


}-2 

ObwoU  aber  hiermit  der  aufgeetelite  Lehrsatz  schon  erwie- 
sen ist»  %o  wird  doch  die  folgende  Ergänzung  desselben  auch 
noch  einiges  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein. 

Am  Anfange  der  eben  betrachteten  Bewegung  des  Dreiecks 
BCA  befanden  sich  dessen  Ecken  der  Ordnung  nach  xvkBf^^Q^A^ 
und  die  Bewegung  des  Dreiecks  zwischen  den  Schenkein  des  Win- 
keis o  ist  eigentuch  zu  Ende,  sobald  der  Punkt  B  nach  0  und 
der  Punkt  A  nach  K  gerfickt  ist.  Wenn  man  nun  aber  den  Punkt 
B  auf  die  Verlingerung  des  Schenkels  B^^Q  fortrficken,  also 
die  Basis  BC  zwischen  den  Schenkeln  des  Nebenwinkels 
XQB'  sich  beweffen  Ifisst,  so  beschreibt  die  Spitze  ^ Jetzt  eine 
Curve,  deren  Anuing  in  der  Figur  durch  die  punktirte  Linie  KA* 
bezeichnet  ist,  und  weiche  seradezu  die  Fortsetzung  des 
elliptischen  Bogens  .^lo^  bildet 

Uro  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  die  Gleichungen  des  vorigen 
Paragraphen  auf  diese  neue  Curre  KA  anwenden ,  indem  wir 

W.  CQB'=:q',    W.  B'aX=<p',    W.  BOA'^f 

setzen,  und  bemerken,  dass  die  Richtung  fflr  die  positiven  y', 
wenn  wir  die  Gleichung  (3)  auf  diesen  neuen  Fall  beziehen  wollen, 
zu  Folge  der  gleich  Anfimgs  im  TOfigen  Paragraphen  festgesetzten 
Bestimmung,  nunmehr  nach  derjenigen  Seite  der  Abscissenaxe  QX 
fallen  mflsse,  auf  welcher  der  W.  XQB'=:q'  liegt,  so  dass  dieRich- 
tmm  der  posifiveuy  jetzt  det  im  vorigen  Paragraphen  fiir  die  positiven 
Ordinatea  fettenden  gerade  entg^engesetzt  sein  würde.  Ferner 
haben  wir  unter  7'  offenbar  den  convexen  Winkel  B'CA'  zu 
verstehen,  weil  wir  sonst  nicht,  in  Ueberein^immung  mit  der 
Gleichung  (1),  worauf  die  Gleichung  (3)  gegründet  ist,  setzen 
konnten : 

ii'P'=6sIo  ^'C*jr=Äsin  (9'-/), 

während  man,  unter  y'  den  convexen  Winkel  verstehend,  aus  die- 
ser Gleichung  den  richtigen  negativen  Werth  für  A'P*  erhält 
Dies  vorausgeschickt,  so  ei^iebt  sich  die  Gleichung  der  neuen 
Curve  KA'  ohne  Weiteres,  sobald  in  der  Gleichung  (3)  an  die 
Stelle  von  y,  q  und  d=y— y  die  GrOssen  y',  q'  und  d'=:y'--y' 
treten,  da  an  die  Buchstaoen  ac^a^  b  Accente  zu  setzen  nicht  nu- 
thig  ist«  Wenn  dasegen  die  positive  Richtung  fSr  die  Ordinaten 
tf'  der  neuen  Glei<£«ng  ebenfalls,  gerade  wie  die  positiven  y  der 
Gleicbiing^,    ani  die  Seite  de«  Winkels  B^QX  fallen  soll,  so 
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ist  jf'  mit  dem  eDtgegeDgesetEten  Vorzeichen  zu  nehmen  5  und  da- 
durch entsteht  folgende  uleichung: 

=(6+ «?iii*:)^ 

sin^' 

Nnn  finden  aber  zwischen  den  Constanten  in  dieser  Gleichung 
und  denjenigen  der  Gleichung  (3)  folgende  Relationen  Statt: 

also 

sin^'^sin^ir^      e\n i'=8in(y—q) ,   cosd'=— co8(y— v) 
:=sin^  =— cosÄ; 

und  sobald  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  substituirt»  so 
fiberzeugt  man  sich,  dass  dieselbe  mit  der  Gleichung  (3)  identiseb 
ist^  dass  aiso  die  Kurve  KA'  nichts  anderes  sein  kann  als  die 
Fortsetzung  der  Curve  A^^K. 


l^iHligf  strengte  und  allgfemelne  AuflS« 

sungf  der  Hauptaufffalbe  der  höheren 

«eodSsie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Yorerinnerung. 

Die  Aufgaben  der  hAhem  Geodäsie  tind  bisher  immer  bloM  nfihe- 
rnugsweise  mit  Hälfe  der  nnendllchen  Reihen  a«f]^lö«l  worden,  Indem 
man  bloss  einige  der  Anfangsglieder  dieser  Roihon  beracksiditigte,  ohne 
sich  veiter  aar  eine  bestimmte  theoretSsche  Uitetmehang  aber  dio  Con- 
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Tctgenm  dieser  Reihen  iiii4  den  Grad  denelben  einxnlaMen,  da  wohl 
bei  dem  ffegenwftrtigen  Zustande  der  Analysis  eine  blosse  Unterauehnng 
des  Ton  aem  ersteh  wegj^elassenen  Gliede  herrorgebraehten  £lnflasses 
ntdil  mit  dem  Namen  einer  strengen  tbeoreticcben  Untersnchung  der 
CoarergeMi  der  fraglichen  Reihen  belegt  werden  darf,  wobei  übrigens 
nicht  nabemerkt  in  ia88en  ist,  dass  man  auf  diesem  Wege,  und  aus 
dem  Torhergehendeh  Gesicht^punVte  betrachtet,  2U  mehreren  ein  grosses 
lAtcresse  darbietenden  sehr  eleganten  Resultaten  gelangt  i«t,  wie  i.  B. 
SU  dem  bekanntien  Legendre^sehen  Theorem  für  die  Knrel,  seiner  mit 
Recht  berühmten  EiHreitemng  auf  krumme  Flächen  nbemanpt  u.  dgL*), 
deren  Schönheit  and  Wichtigkeit  jeder  Kundige  anerkennen  muss.  Aus- 
serdem ist  mir  nicht  bebannt,  dass  man  bei  den  fraglichen  Untersnchun- 
ma  eine  bestimmte  dlrecte  Rücksicht  auf  die  dritte  Coordinate  der 
rmikte  auf  der  Erdilache,  nämlich  anf  die  Hohe  derselben  über  der 
Meeresfläche  genommen  hätte.  Jedenfnlls  hatte  man  wenigstens  bei  meh-* 
rerea  dieser  IJntersuchifngen  zunächst  und  vorzugsweise  das  praktische 
Bedürfniss  im  Auge,  und  fand  dann  allerdings  auch  in  der  nahen  Ueber- 
etnstimmnng  der  auf  dem  Wcg^  der  Rechnung  gefundenen  Resultate  mit 
gewissen  unmittelbar  gemessenen  Elementen  eine  für  praktische  Zwecke 
Sinreichende  Bürgscliafi  für  die  I^ichtigk'eit  der  ganzen  Operation, 

Diese  und  ähnliche  Betrachtungen  nahen  mich  Teranlasst,  für  meh- 
rere der  wichtigsten  und  in  der  Praxis  am  Häufigsten  in  Anwendung 
kommende  Aufgaben  der  höheren  Geodäsie  völlig  strenge  und  theore- 
ü»A  richtige  Auflösungen  zu  suchen,  welche  ich  nach  und  nach  im  Ar- 
chive mittheilen  werde,  weil  dieselben,  wie  es  mir  scheint,  zugleich 
sweckmässire  Uebnngen  in  der  Anwendung  der  Lehren  der  analjtiiichen 
Geometrie  dari>reten,  und  mache  in  dem  vorliegenden  Au&atze  den  An- 
fing mit  der  folgenden  Aufgabe,  welche  wohl  mit  Recht  als  die  Haapt- 
•«tgabe  der  gesammten  höheren  Geodäsie  zu  betrachten  ist: 

Wenn  die, Längen,  Breiten  und  Höhen  über  der  Meeres- 
fläche Bweier  Punkte  auf  der  Erde,  deren  durch  die  Ge~ 
sammthoit  «Her  Meeresflächen  dargestellte  wahre  oder 
eigentliche  Oberfläche  als  die  Oberfläche  eines  durch  Um- 
drehung einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  als  bekatant  ange- 
nommen werden,  um  ihre  Nebenaxe  entstandenen  Ellipsolds 
angesehen  wird,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  hori* 
zontalen  Projectionen  der  beiden  Winkel,  welche  die  von 
dem  ersten  der  beiden  gegebenen  Punkte  nach  dem  «wetten 
gegebenen  Punkte  und  nach  einem  dritten  seiner  Lage  nach 
unbekannten  Punkte,  und  die  von  dem  zweiten  der  beiden 
regebenen  Punkte  nach  dem  ersten  gegebenen  Punkte  und 
demselben  dritten  seiner  Lag«^  nach  unbekanntea  Punkte 
gezogenen  geraden  Linien  mit  einander  einschliessen,  — 
d.  h.  die  Projectionen  dieser  beiden  Winkel  auf  den  durch 
diebetden  gegebenen  Punkte  relegten,  anf  den  diesenPunk- 
ten  entsprechenden,  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids 
normalen,  Richtungen  der  Schwerkraft  senkrecht  stehenden 
Ebenen,  —  gemessen  worden  sind;  so  soll  man  dieLage  des 
dritten  Punktes,  d.  h.  dessen  Länge,  Breite  und  Höhe  über 
der  Meeresflache  bestimmen. 

Bei  dieser  Aufgabe  zeige  ich  zugleich,  wie  durch  die  Anflösung 
selbst  ein  bestimmtes  Kriterium  für  den  Grad  der  bei  der  Bestimmung 
der  Lage  des'  unbekannten  Punktes  erreichten  Genauis^eit  dargeboten 
wird,  welches  natürlich  für  die  Praxis  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  und 


^  M«  $•  n.  A.  meine  SpliäroidiscUc  Trigonometrie.  Berlin 
1833.  4«,  wo  diese  Untersuchongen  in  riomlicher  Ausführlichkeit  darge- 
stellt sind. 
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I 

paakte  einer  in^  Grosse  gehenden  jederseit  sehr  keeUpieUrea  geedafti- 
aehen  Operation,  aa  welehe  die  Bestimmnng  der  Lage  aller  nhrigea 
Punkte  angeschlossen  wird ,  sidi  der  in  diesem'  Aafsatxe  eatwicicelten, 
oder  einer  ähnlichen  gar  keine  Nahemngen  in  Ansprach  nehmenden» 
streng  geometrischen  Methode  bedienen  sollte.  Wie  man  sich  geod&ti«- 
scher  Operationen  mit  Hülfe  der  im  Folgenden  entwickelten  Methode  anch 
aar  genaneren  Bestimmung  des  schon  nahe  bekannten  Werths  der  Ab- 
plattung des  £rdsphäroid8  bedienen  kann,  ist  in  diesem  Anfiiatae  nach  in 
der  Kune  geseigt  worden,  und  in  einigen  nach  und  nach  noch  folgen- 
den Aufsätaea  gedenke  ich  au  seigen,  wie  man  sich  die  Data,  welehe 
der  hier  an%eloslen  Aofrabe  als  bekannte  Grössen  warn  Grande  Üegea, 
wenigstens  insofern  dabei  bloss  geodätische,  and  nicht  nach  astronomi- 
sche Operationen  and  etwa  baronMtrische  Uöheabestimmangea  inAnwea- 
daag  kommen  9  an  yerschaffen  hat. 


§.1. 

Die  wahre  oder  eisrentliche  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher 
die  Meeresfläche  eio  Tbeil  ist,  betrachteo  wir  im  Folgenden  als 
die  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse,  deren  Axeo 
hier  aU  bekannt  angenommen  werden,  entstandenen  elliptischeii 
Sphäroids. 

Alle  Punkte  auf  der  Erde  werden  als  Punkte  im  Räume  be- 
trachtet, deren  gegenseitie^e  Lage  mit  aller  nur  mSglichen  Genauig- 
keit zu  bestimmen  der  Hauptsweck  aller  geodätischen  Messun- 
gen ist. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  im  Räume  benutzen 
wir  im  Folgenden  im  Allgemeineil  ein  durch  den  Mittelpunkt  der 
Erde  als  Anfang  gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
J^z.  Die  Ebene  des  £rdäquators  soll  die  Ebene  der  xy  und  d|e 
Erdaxe  soll  die  Aze  der  z  sein.  Der  positive  Theii  oer  Axe  x 
sei  der  Halbmesser  des  Erdäquators,  yon  welchem  an  die  geogra- 
phischen Längen  yon  0  bis  zu  360^  gezählt  werden,  und  den  po- 
sitiven Thell  der  Axe  der  ff  wollen  wie  so  annehmen,  dass  man 
^ch,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
rechten  Winkel  (a:y)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zu  gelant^en,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss, 
nach  welcher  die  geographischen  Längen  von  0  bis  360^  gezählt 
werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  der  vom  Mittemunkte 
der  Erde  nach  deren  Nordpoie  hin  gerichtete  Theil  der  Erdaxe. 

Die  drei  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  von 
einem  beliebigen  Pimkte  im  Räume  ausgehende  gerade  Linie  mit 
den  positiven  Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den 
Axen  der  jr,  y,  x  paralleler  Axen  einschliesst,  von  denen  wir  im 
Folgenden  häufig  Gebrauch  machen  werden,  wollen  wir  die  Be- 
stimmungswinkel der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  das  System  der  xyx  nennen. 
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§,  2. 

Wenn  a  den  Halbmesser  des  Erdlqnators  und  b  die  halbe 
Erdaze  bezeichnet ,  so  ist  . 


')  .=  ^+^'=0 


die  Gleichung  der  Oberfläcke  der  Brd^»  uod  folglich,  indem  alle 
Diflerentialqaotienten  partielle  Differentialqaotienten  sind: 


ox        *?_??  *?_?S  Ä_2« 


wir 


Sind  nun  Xx,  jfiy  t^  die  Coordinaten  eine«  beliebigen  Punktes 
im  Räume  und  x^^  y^',  u    die  Coordinaten  des  Punktes  der  Ober- 
fläche der  Erde,   in  welchem  die  dem  Punkte  (otj^iZ«)  entspre 
chende  Vertikale  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  sind,  wenn  wii 

setzen,  nach  den  Principien  der  höheren  Geometrie 


dxi  dyi  dii' 


7~» 


d.  i.  nach  2) 

5) 


^i  yi  h' 


die  Gleichungen  der  dem  Punkte  {xiVxZi)  entsprechenden  Vertikale, 
ans  denen  man  Ar  x:=zO  auch  jsr=0  und 

erhSit,  woraus  ^ch  unmittelbar  ergiebt,  dass  im  Allgemeinen  die 
Aze  der  z  yon  der  dem  Punkte  {xiyiu)  entsprechenden  Vertikale 
eesdinitten  wird ,  diese  Vertikale  also  in  der  Ebene  d<(s  dem 
Punkte  ixi^iZi)  oder  {xi'yiii)  entsprechenden  Erdmeridians  liegt 
Bezeichnen  wir  die  Eänge,  Breite*)  uod  Hohe  aber  der  Mee- 
resfiäche  des  Punktes  {a^yiZi)  respective  durch  o»£,  il^,  A^;  so  ist, 
wie  man  mit  Hälfe  der  Tneorie  der  EllifMe  oder  einiger  allgemein 
bekannten  Formeln  der  höheren  Geometrie  leicht  finoet,  in  völliger 
Allgemeinheit: 


*^    Worunter  hier  nlclU  die  «offeiMiinte  geocentriiche Breite,  tondom 
vtetmehr  die  Folhohe  rerttanden  wird. 
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Xi'=icoB  tui .  l^a^Hyi'", 

Wegen  der  Crleichai^  1)  ist  aber 

hI!iJlfci!!ri''/Jl*°°i.'"*°  *««?'««••«•»§  »»it  der  dritten  der  vor- 
nergebenden  bleichnngen  verbindet: 

Also  ist  nach  den  Gleichungen  6): 

/      X  '=         a^cos  atx  co«  .0^ 

l        '       1^a»co8jW,»+*»8iDÄi*  ' 

8)    1 

'      *'   ~  T  a"co8M,»+6asinÄ,«  ' 
und  folglich,  wenn  man 


9)     ^-«'-ft'      (a-l>)(a+b)       .      /b\' 


setzt: 


^*  ""  V^l-easinÄi«  ' 

^,_    a(l— g^sin^i 

Da  nun  aber  offenbar 

Ai  cos  coi  cos  Äi,  hl  Bin  m^  cos  il^,  Aj  sinI2i 

die  Coordinaten  des  Punktes  (:ri«iii)  In  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  (Xi  5fi  zi)  eeiegtes,  dem  Systeme  der  xyz  paralleles  Coor- 
dinatensystem  smd,  so  überzeugt  man  sich  mittelst  der  einfachsten 
Formeln  aus  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinatep  auf 
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der  Stelle  ¥ob  der  Riditigkelt  der  folgendeB  gaoz  allgeuelii  gülti* 
geo  Awsdrücke: 


II) 


T  1 — e'siD  Äj* 


riscben  Rechonng  be€]ueroer  einrichteD  and  wegen  der  Kleinheit 
von  e  zweckmässige  Näheningsformeln  aus  denselben  ableiten»  wo- 
bei wir  aber  jetzt  nicht  verweilen  wollen. 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (xi^iZt)  entsprechenden  Ver- 
tikale sind  nach  5}  und  10)»  wie  man  leicnt  undet: 

iy=a?tango)i, 
•  ^«  tanfiOi^       flg«sini^^ 
cos«»,  ""1^1  — ««slnÄj« 

i 

Ist  nun 

13)    A(x^x,nB(g^^)  +  C(z'X,)=0 

die  tileicbung  der  durch  den  Punkt  (^i^i^i)  gelegten  Horizontal- 
ebene,  welche  anf  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Vertikale 
senkrecht  steht,  so  Ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie! 


also 


®      *'  COS  (Ol 


A      cos  %  cos  Sil    A     cosflDjCos^  , 
B      sin  ©1  COS  Ä|  *  C""       sinÄ|       ' 


und  mati  ist  folglich  offenbftf 

/    A  =:cos  coi  cos  Sil « 
14)      I    £=:sin  oDi  cos  A] , 
(    C=:sinÄ, 

za  petzen  berechtigt,  wo  dann 

15)    ylHfi'+C*=l 
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uit  Die  Gleichung  der  darch  den  Pnokt  (^ifi^i)  gelegten  Hori- 
zontalebene  ist  aber  nacli  dem  Vorhergenden 

16)    (a?— oTi)  CO«  €»1  cosSli  +  (y— yi)  ein  »x  coe  ß^ +(«—%)  «in  Äi  =0 

oder 

17)    (jr-*i)oo8i»,+(y-yi)«in«i  +  (x-«t)taiigÄi=a 

S.  3. 

Ee  eei  jetzt 

18)    3l:r+Ny+Ki+L=0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  >  and  m,n,k  seven  die  Coor- 
dinaten  eines  Punlctes  in  derselben.  Durch  diesen  Punkt  seien  in 
der  in  Rede  stehenden  Ebene  zwei  auf  einander  senkrechte  gerade 
Linien  und  eine  auf  der  Ebene  senkrecht  stehende  gerade  Linie 
gezogen.  Jede  dieser  drei  geraden  Linien  wird  durch  den  Punkt 
(ntfiA)  in  zwei  Theile  getheilt,  und  für  einen  dieser  beiden  Theile 
SQÜen  bei  jeder  der  drei  Linien  die  Bestimmungswinkel  in  Bezug 
auf  das  System  der  xyz  durch  a,ß,y;  Oi,  ßufi;  a^  ß%^  y^  bezeich- 
net werden. 

Die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Linie  sind: 

ix — m y  —  n i — k 
cosa  ""  cos  ß      cosy* 
coscj  ""cosft  "'cosyi' 
WeH  der  Punkt  {mnk)  in  der  gegebenen  Ebene  liegt ,  so  ist 
20)    ilfm+iVit  +  ÄÄ  +  i=0, 
und  folglich 

21)    J!f(ar— m)  +  i%-it)-|-Ar(i-A)=0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene.  Also  hat  man  nach  19)  und 
21)  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

L    3lcosa+NcoBß+Kcosy=:0, 
®^      I    Jlfcos«i+iVcosA+J!rcosyj=0. 

Weil  aber  die  beiden  durch  die  Gleichungen  19)  charakterisir- 
ten  Linien  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist 

23)     cosacosai-f  co8/3GOs/3|-fcos7COsyi=:0,         ^ 

und  ausserdem  hat  man  die  bekannte  Gleichung 

24)    cosai*+cos/Ji*+cosyi*=l. 
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Mit  HtUb  der  dfei  «l^icbuDgen 

IMcos  «1  +iVcosft  -f  JSCcosTi  =0, 
cos  «  CO«  cr^  +  coaß  cos  ft  +  cos  y  cos  yi  =dO, 
cosai*+cosft«+co8yi«=l 

kaoD  mao  «i,  /}|,  y^  aus  a,  ^,  y  nnd  If»  iV,  ACfindoii«  indem  man 
dnrch  Aaflusung  dieser  drei  Gleichungen  in  Bezag  auf  cos Oi,  cos/^i» 
cosvi  als  unbekannte  Grössen  sehr  leicht  die  folgenden  Formeln, 
in  denen  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen« 
erhält: 

26) 

__ , ^ jycosy-— JLCos/g 

*"***"*        ^  («5es/S-Acosi.^+(2¥co8y-JfeosjJ)*4<Jtcosa--itfcw^^^ 

^^        1^(Jirco8/J-Aeos«)H(JVcosy-J!rcos|JJH{Äcos«-il^^^ 

t^(JlEÖ8^=;:5Vcöw^l^ 

>¥eil  aber 

(Äcos/J— iVco8cf)H(iVcosy^Arcos/J)»+(*cosa— Jfcosy)« 
= Ä«(cos/J«+oo»y«)+iy2(co«ya4HM)««^JP(cosaHco8/J«) 
-»2(JiZV^cosacosj3^iV:i?co8j3cosy-i-i:ircosycosa) 

und 

cos  a* -f  cos /?* -|- cos  y*  =  1 

ist,  BO  ist 

(*cos/5-.iVcos«)«+(i\rcosy--Äco«/5)«  +  (Ä:cos«— JIfcosy)« 
=ilf»sin«a  +  iV«8iB/3«+J5Casiny« 
—  2(Jfi\rcosacos/J  +  iVX^cos/Jco«y+  JOfcosycosc). 

Wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  22)  ist  aber 

0=M*cosa^  +  JN^eotiß^+tPcoay^ 
+2(ilfi\rcosacos/3+iVifcos/Jcosy+Äi!fcosycostf), 

und  folglich,  uenn  man  diese  Gleichung  zu  der  vorhersehenden 
adqirt: 

(Mcosß  —  iVcos  a)2  +  (iVcos  y  —  KcoH  ß)^  +  (ATcos  «— iü  cos  y)« 

Also  ist  nach  26)  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander : 
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Iüf  COS  jS — Nco»a 

Die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  (mni)  auf  der  gegebenen 
Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie^  welcher  die  Bestimmungs- 
winkel Oa»/^»/«  entsprechen,  sind 

^     C0SCX2      cos/^a     cosyj' 

und  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  hat  man  die 
folgenden  Gleichungen: 

üf  coa  ß^ = iVcos  «29 

29)     l    NcoBy^^Kcosß^» 

Kcoa  a^  =  üf cos  y^ » 

von  denen  Jede  eine  Folge  aus  den  beiden  andere  ist    Mit  Hülfe 
dieser  Gleichungen  und  aer  bekannten  Gleichung 

30)  cosa*a+cos/34*+cosy2*=^ 

erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander leicht: 

K 


31) 


C08y«-±-nr 


t7w2fiV«fA:« 


Aus  den  Gleichungen  27)  und  31 )  erhält  man  auch  leicht  die 
folgenden  Formeln,  in  denen  sich  die  obern  und  untern  Zeichen 
ebenfalls  auf  einander  beziehen  : 

Icos  «1  =  ±  (  cos  ß  cos  ya — cos  y  cos  ftj), 
cos  ft  =  +  (cos  y  cos  o^ — cos  a  cos  y»), 
cosyi  =dt(cosccos/Ja—  eonßcosof). 

§.4. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  Oi,  O.'  O^  drei  Punkte  auf 
'  der  Erde  sind ,  deren  Längen  ^  Breiten  und  Höhen  Über  der  Mee- 
fesfläcbe  wir  respective  durch 
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»i,Sli,ki;    m^,  ßt,  h^;    «%*  fib»  ^ 
beseichoeo.    Die  den  Punkten  Og,  O9  entoprecbenden  GrOssen 

»1*  ^1»  *i5    «hl»  ^9  ^ 

werden  als  bekannt  anffenommen>  und  es  kommt  nun  darauf  an, 
ans  denselben  mit  HGlie  geodätischer  Messungen  die  dem  Punkte 
O^  entsprechenden  Grossen  9^,  ß^,  h^  absuleiten. 

Zu  dem  Ende  messen  wir  mit  dem  Theodoliten  In  dem  Punkte 
O^  die  horizontale  Projeetion  Ei  des  180^  nicht  übersteigenden 
Winkels  O^OiO^  und  den  90^  nicht  übersteigenden  Neigungswin- 
kel ^1  der  Linie  O1O9  gegen  die  durch  Oi  gelegte  Horizontal- 
ebene,' und  eben  so  In  dem  Punkte  O^  die  Borizontale  Projeetion 
£^  des  180(>  nicht  übersteigenden  Winkels  OiO^O^  und  den  909 
nicht  übersteigenden  Neigungswinkel  J^  der  Linie  O^Ö^  ^g^n 
die  durch  O*  gelegte  Horizontalebene;  so  haben  wir  alle  Data, 
^reiche  zur  Bestimmung  der  Grössen  cos »  <^ »  As »  '•  1^*  ^^c  Lage 
des  Punktes  O3,  erforderlich  sind,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  Oi  und 
O-  in  dem  Systeme  der  opgz  durch  ^ »  yi  >  Xi  und  ac^ ,  i^  %% ;  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  11)  die  folgenden  Formeln : 

und 


Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  die  Coordinaten  ^r^ ,    jfi ,   Zi 
und  j;^^  ys,^  2^  berechnet»  so  sind  nach  16) 

35)  (ar— a?i)cosa»i  cos^i  +(y— yi)sin  »1  cosßj  +(2  —  Zi)sinÄi=0 
und 

36)  (a:— Ä^coswaCosl?«  +  (y— ya)sini»aC08Ä2  +  («— *«)8tnßz=0 

die  Gleichungen  der  durch  O^  und  Og  gelegten  Horizontalebenen, 
welche  nun  auch  leicht  entwickelt  werden  klonen. 


Digiti 


izedby  Google 


78 

Sind  nun  P,   Q  sirei  HfllCnriiikel ,   «o  dat  man  zur  Berech- 
DUDg  der  Linie 

die  folgenden  Gleichungen: 

i    ai'^w^=^OiO%.co9PcoBQf 

V    ^— ii=sOiOf.sinO; 

mittelst  welcher  nach  einem  bekannten  Verfahren  0|0g  Immer  leicht 
cefunden  werden  kann.  lat  aber  O^O«  bekannt,  60  ergeben  ^ch 
die  Beatimnmngswinkel  yi ,  ^,  21  und  93 ,  ^9  2a  der  Linien 
OiO^  und  O^Oi  in  Bezug  auf  daa  Syeteih  der  ä:gx  leicht  mittelst 
der  l^ormeln 


38)  e««„.  =  ^\  cos  Vl  =  ^.  •''>»5='=^ 


und 


39)  cos  9)2=  %^=^»  C08lf^  =  ^=:^^,  COSÄ=^^=T^* 

Bezeichnet  man  nun  die  Bestimmungswinkel  der  Projectionen 
der  Linien  O^O^  und  O^Oi  auf  den  durch  O^  und  O2  gelegten  Ho- 
Tizontalebenen  in  Bezog  auf  das  System  der  a^z  respective  durch 
¥1»  '¥1»  ix  und  9>2'  V2»  i^y  so  bat  man  zu  deren  Bestimmung 
nach  den  Formein  in  der  Abhandlung  Nr.  XXXVIII.  L  in  Theil  Vf 
Heft  III.,  wenn  man  die  ihren  absoluten  Werthen  nach  90^  nicht 
übersteigenden  Hälfswinkel  ^  und  ^  mittelst  der  Formeln 

40)  sin^i  =cos  »i  cosi?i  cos^j^  +sin w^  co8i?i  cos'^^  -f-sin^i cosji 
und 

41)  sinft9=cosoi^cosj;?acos9x-f-sin(»acos^2cos^-f-6ini^cos;^ 
berechnet,  die  folgenden  Formeln: 

'  _<?og9>i  — sinf>|  cos  cPi  c6sgf 
42)    \ coHiU\  ^SgiÜlngJgfti  «fa  «>!  co^^i 

'       ^  ^*  COSjÄi 


oosci— siniiimni^i 
COSYi  = " ^ *- 

**  COSfl| 


und 
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cos  fit 

coa^ — sin  figSin  m%co»ß^ 
cos  fit 
,  cosya— sin fifSio ß^, 

A  •  ■"■  Ana  u^ 


<=~9'«-  CMft 


43)    (co.,^.=  ^„,^ 


COS^_ 

cos  fit 


oder 


und 


I,         COSCPi        ^  ^ 

cos^'i  =^^— lang  fii  sin  idi  coefi| . 
CO»  f*i 
,         COSTl        X  •     ^ 


cos  CP^ 
««^9>s=Iir7*— tangfitCos«tCos  flt. 


cos  fit 

1  COS'IUa 

45)    ^cos^t=^^^— tangfitSiDoitcosi^t» 

bei  deren  Vereinfachnng  durch  Einführung  von  Hfllfswinkeln  wir 
uns^nicht  aufhalten  wollen. 

Nun  denke  man  sich  in  den  durch  O^  und  Of  gelefften  Hori- 
gontalebenen  Ton  O^  und  O«  aus  auf  den  Projectionen  der  Linien 
OfOtundOtOi  auf  den  in  Rede  stehenden  Horizontalebenen  senk- 
recht stehende  Linien  auf  denselben  Seiten  dieser  Projectionen, 
auf  denen  die  Projectionen  der  Linien  Oi  O^undO^Ö^  auf  den  bei- 
den Horizontalebenen  liegen ,  gezogen ,  und  bezeichne  unter  diesen 
Voraussetzunj^en  die  Bestimmungswinkel  der  beiden  errichteten 
Perpendikel  m  Bezug  auf  das  »System  der  a^yz  respectiTe  durch 
gl*»  ^"^Jx"  ^nd  9t',  '^*,  %»!'.  Femer  denke  man  sich  von  den 
Punkten  CT  und  O,  aus  zwei  auf  den  durch  dieselben  gelegten 
Horizontaleoenen  senkrecht  stehende  Linien  auf  den  Seiten  dieser 
Horizontalebeoen,  auf  welchen  die  Linien  OiO.  und  O«  (fliegen,  ge- 
zogen, und  bezeichne  deren  Bestimmungswinkel  in  Bezug  auf  das 
System  der  jn§z  respective  durch iDy"',  ^*',  ji^'und  %**,  i\>%',  j^*. 
Dann  hat  man  nach  31),  32),  35)  die  Gleicnungen: 

Icos9i'^=J:'cos(0iCosi;?ji, 
cos  ^'^=±sin  «I  cosi^i , 
cosxi'^=±sini2'i 

und 
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M  COS  9i*=±  (cm  ^' 00«  Xl'*'-"CO«  Xl' CO«  ^^ 
47)    j  cos  ^*=J:  (co«  Xi'^08  9i'*'— cos  ip^  co«  jx"), 
\  cos  Xi'^^db  (cosg^i'coÄ'^i'*' — cos  ^4'  coä^i**); 
und  nach  31),  32),  36)  hat  man  die  Gleichuogei^ : 

ICO«  q>J"  ==  ±  cos  (02  cos  i?2  9 
cos  ^'*'=±  sin  0)2  cosils' 
cos  Ä^'ss +Sin  «ßa 
und 

ICO«  9)2'' = ±  (cos  ^'  CO«  j^^  cos;^'  cos  jf^*')* 
C0Ö^''=:  +  (C0SJä'C0S%'"— COSqPj'cOSX»'*)» 
cos  1^'  =+  (cos9>2'  cos  tfia**^— cos  ^'  cos  gjj'*')- 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass  sich,  wie  man  leicht  findet, 
die  Formeln  47)  und  49)  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  lassen : 

//      .  cos  \px  sin  Sit  —  cos  xi  sin  coi  eos  Sl* 
i  cost*,"=±4- ^^ ^'    — ^ -^ 

i  ^  ^  COSftji  *        ' 

,.^,    J           if     -r-  cos  Ol  sin  1$^  —  cos  21  cos  oh  cosi?i 
47*)   <cosilii''=T '^ ' »-— — J» -^ 

^     )  ^*  ■  COSf«!  * 

I  ^         (cos  yi  sin  mf —  cos  i^j^  cos  Mi)  cos  g| 

[cosä  — ±  ^^^^ 


und . 


„      -  cosif^sini?2'-cosx2sinck)2cosx^a  '       • 

cos  fl>«    SK  +.  '     ■  "  , 

^^  -^  COSflj 

«     _  cos  02  sin  ßa^^cos  ik  cos  (02  cosßw 
49*)   ^cos<  =  T— ^^^^ -^^ , 

f  cos  -y  <»  =  I  (cosyaS'P^«— cosip^co^tt>2)co«i?ä . 

*■  *  C0Sfl2  * 

wo  immer  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  aufeinander  beziehen 
Ob  man  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  obetn  oder  un- 
tern Zeichen  zu  nehmen  hat,  lässt  sich  in  jedem  einzelnen  Falle 
nur  aus  einer  besonderen  Anschauung  beurtneilen ,  und  allgemeine 
Regeln  lassen  sic|i  darüber  nicht  geben.  Da  man  übrigens  die 
Richtung  eines  Theils  der  Axe  der  2,  welche  als  der  einem  jeden 
Punkte  auf  der  Erde  entsprechenden  Weltaxe  *)  parallel  zu  betrach- 
ten ist,  stets  Tor  Au^en  hat,  so  wird  sich  immer  leicht  beurthei- 
len  lassen,  ob  die  Winkel  Xi"»  Xi'^  und  ^2''^  Xs'^  spitz  oder  stampf 
sind,  und  daher  wird  immer  auch  leicht  überhaupt  über  die  Art,  wie  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen  sind, 
eine  bestimmte  Entscheidung  gegeben  werden  können« 


*)  Im  Siniie  der  iphirischen  Aitronoroie  gtcsproclien« 
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Bezeichoen  wir  onn  aber,  Id  Bezug  auf  die  Projectionen  der 
LiDien  OiO^undO^Oi  auf  den  durch  O^  und  O9  gelegten  Horizon- 
talebenen  und  die  vorher  auf  diese  Projectionen  von  Ö^O^  und 
O^Oi  in  den  beiden  Horizontalebenen  und  aufdiese  letzteren  selbst 
von  0|  und  O«  aus  errichteten  Perpendikel  als  positive  Th^ile 
zweier  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  mit  den  Anfangspunk- 
ten Ol   und  O2 , .  die    Bestimmungswinkel  der  Linien    O1O3  und 

Ö^O^  respective  durch  g>.'',  "^i^^»  Xi^^'undq>2'^\  f%^^>  p?^'\  »o 
ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar  in  völliger  All- 
gemeinheit: 

iCOS  tpi^^zrz  cos  El  cos  Ji  , 
cos  '^i  ^^ = sin  JE,  cos  Ji , 
co»Xi^^=^s\nJi 

und 

!cos  92^^'=  cos  E2  cos  J2 , 
cos  ipi'^" = sin  £jj  cos  J^ , 
cosxa'^  =  «inJ8. 

Bezeichnen  endlich  yi^>  ^i^'>  Xi^  und  ya^>  '^^^  Ä^  ^1®  '^®' 
stinunungswin.kel  der  Linien  O^  O3  und  OUO3  in  Bezug  auf  das  System 
der  xyz,  so  ist,  wie  leicht  aus  einem  bekannten  Satze  der  analy- 
tischen Geometrie  erhellen  wird: 

cosyi''=cosqDi'cosijf)i'^+cosyi"cos^''"+co«9>i'*'co8Xi^^, 
CO«  ^  ^= cos  ^'  cos  yi^'^-Hsos  ih."  cos  ^|  '^^-cos  ^'^  cosxi  '^, 
cosxi^=cosxi'cos9i'^+co8Xi''cos^'^'+cosxi*'cosxi"^; 

und 

cos  %^'=  C08  f^'  cos  9«'^+  cos 9>j  ' cos  ^^2^^+  COS  9)^'*'  COS^j'^  , 

53)  {  COS  ^  ^^  =  COS  ^'  COS  f^'^  +COS  ^^  cos  i/a2'''+<5o«  '^"'cosxa^^, 
cos  ji^  ^=  cos  3^'  cos  92^'  +  cos  Xa''  ^^'^  ^'2^''+  cos  Xa^^cos  x»'^- 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  Formeln  auch  auf  folgende 
Art  ausdrücken : 

(cos9i'^=cos/i  (cosl^  cos9i'+sin£x  cos^^i'O+sin  Jicos^i'*', 

54)  <  cos  Vi  ^=  cos  Ji  (cos  Ei  cos  ^' + sin  Ei  cosyi^O+'^'i"  •'i  cosvi*^, 
fcosxi^=cos/i(cosEi  cosxi'  +  sin  JSi  cosxi'O  +  sinJjCOsxi"': 

und 

TheilVlL  6 
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Berechnet  man  die  Hülfswinkel 
mittelst  der  Formeln 

und 

„  cos  9/  ^  COSVa'       x'        rr  ^^^^  Xi' 

57)  tangF.  =  -|j..  tangG,^^^^,  tang»,=^; 

«o  wird 

i,  cosg?i"sin(-Ei  +  Fi)  ,    .    ,  ,„ 

COS  (pi  ^  =  cos  Ji cos  Fl +  ®'"   *  ^^®  ^*    ' 
,  cosvi''sin(J5i  +  Gi)  ...  „/ 

cos  u'i '  =  cos  Ji -^^  f. +  sin  Ji  cos  v^i    , 
_.             -  co8ri"sin(£i+/fi)  ,    .    ,  ,„ 

cos  Xi  f'  =  cos/i cosWi  ^*""'^*  ^^^'^^ 

und 

1/            ^            -  co$y/sin(£'t  +  'a)  ,    -    f  m 

cos  qPa  ^  =  cos  Ja ^^o  y  ^ + ®'"  •'2  ^^®  9?*   ' 
cos  «2 
-  COS  W'  sin  (£»  +  6r«)  ,    .     ^  ,   „/ 

cos  v^i  ^  =  cos  Ja cos  G  "*"  ®*"  ^  *^^®  '^^^    ' 

-  cos7/sin(Fa  +  jffJ  .    .     .  ,„ 

cos X/^ cos J,  ^"    ^^^^^J 2£^.6|„J^C0S)r,'^ 

Berechnet  man  aber  ferner  die  Hülfswinkel  Fi',  G/,  ///  und 
V»  G2'»  ^a'  mittelst  der  Formein 

/    f.nrrP^         COS  yi^^io  (Fj  +  F^) 

[  **"S^i  -      co«<p/'cosF,      ' 

cos  t^i^^sin  (Ft  -|-  Gi)^ 
'    /// y^ 

i) 


nnd 


fiO)        tangG,'  =  ^2ifi^^5^£(^i^ 
'^      1        ®     *  cos  u^i"'  cos  Gl 

f  f.««  1/  /     cos  xi'' sin  (Fijf^ 

l  ^^"^•'^  =       cos^'cosFa      ' 

ßn    ]  #     « #^  /     cosv//sin(£^4-Ga). 
61)    jtangG,  =      cosyV'cosGa 

f  cosxa'^sin(Fa+^a) 

[  tang//a  =      cos^a'^^cosÄ,      ' 
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80  ist 


iiiul 


62)   <  cos  ^1 '  = ^^^r^ * 

j  cos  Gl 

^^«^^'^^ — ^;;r^^ — ' 

^^^^    -  cos//«' 

Die  Gleichungen  der  Linien  O^l^,    O^Og  nebst  ihren  Verlan- 
gerangeo  über  die  Punkte  O^ ,  O^  hinaus  sind  nun 


'  cosg^^     cosvi^     co«Xi' 


und 


-^  cos 92^     cosva'^      cosjja'^' 

und  es  kommt  jetzt ^. um  die  Coordinaten  os^y  Vz»  H  des  Punktes 
Qs  in  dem  Systeme  der  ücyz  zu  finden^  bloss  auf  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  durch  die  Gleichun- 
gen 64)  Und  65)  charakterisirten  geraden  Linien  an,  wozu  eine  be- 
sondere Anleitung  zu  geben  hier  unnütze  Weittäufldceit  sein  würde, 
weil  die  analytische  Geometrie  alle  dazu  nöthigen  ilfilfsmittel  dar- 
bietet Da  aber  wegen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler 
die  durch  die  Gleichungen  64)  und  65)  charakterisirten  geraden 
Linien  sich  in  den  meisten  Fällen  gar  nicht  schneiden  werden,  so 
wird  man  auf  die  Art  zu  verfahren  haben,  dass  man  die  Coordi- 
naten ^1,  Yii  Zi  und  Ä2,  y^y  ^2  derjenigen  Punkte  der  beiden 
In  Rede  stehenden  geraden  Linien  bestimmt,  weiche  den  klein- 
sten Abstand  von  einander  haben,  und  dann  die  arithmetischen 
Mittel 

j(Ji+-X2),  liVi  +  r^).  uZi+z,,) 

ak  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  gesuchten  Coordinaten  o^«, 
Vsj  2^  des  Punktes  Qz  betrachtet.  Zu^eich  afoer  wird  man  auch 
immer  die  Grosse  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  (Xi  Y^  Z^)  und 
(X^Y^2^)  ermitteln,  vaA  ein  Maas  für  die  bei  der  Bestimmung  der 

6* 
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Lage  des  Pnoktes  O,  erreichte  Geoanigkeit  2u  haben  ^  weil  man 
diese  Geoauigkeit  dem  id  Rede  stehenden  Abstände  umgekehrt 
proportional  zu  setzen  berechtigt  sein  wird.  Eine  allgememe  An« 
leitung  zur  AusRihning  der  be&effenden  Rechnungen  soll  im  fol- 
genden Paragraphen  gegeben  werden. 


9-  S- 

Die  Gleichungen    zweier    geraden   Linien    im   Räume   seien 
Oberhaupt 


66) 


^— ^o__  y ■"yo_  ^'-*o 

COBOq       OOS/?q        cos/o  ' 

£--^_  y— yi_  z—h 

cos«!        COS/?|        COS/i 


Da  die  gerade  Linie,  durch  welche  die  kürzeste  Entfemitn^ 
dieser  beiden  Linien  von  einander  bestimmt  wird,  bekanntlich  auf 
einer  jeden  derselben  senkrecht  steht,  was  sehr  leicht  synthetisch 
bewiesen  werden  kann;  so  haben  wir,  wenn  die  Gleichungen  der 
in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 

'      C08  9>         COS^       C08% 

bezeichnet  werden ,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geome- 
trie die  Gleichungen: 


68) 


^  ,  cosPo    cos^     cosyo    ew%^Q 
cos  «^  '  cos  9>     coso^  *  coBq> 

l  I    cosft      COS^f      CO»Yl     COB%  _Q 
COStfi    *C0S9  '  COS«i  '  C0S9>  ' 


aus  denen  sich  leicht 


69) 


COS  ^  _  COS  Yq  cos  ai  ^^  cos  g^  cos  fi 
cos  tp  """  cos  /Jq  cos  yi  —  cos  /o  cos  ßi  ' 
cos  %  __  cos  €tQ  cos  ßx  —  cos/?o  cos  «1 
cos  9>     cos  ftj  cos  /i  —  cos  yo  cos  /^i ' 


also 


.  cos  Po  cos  yi  —  cos  yo  cos  ft       ^ 

^^^       -^^X-  ^^^^^^^ft  -cosfe  coscrt 

cos  jSo  cos  yj  —  cos  yo  cos  j5,        ^ 

ergiebt.    Nimmt  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichung 
71)    cos9>>-|-cos'^4'cos;[>=l. 
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und  setzt»  indem  J  eine  positive  GrOsse  bezeichnet »  der  Kürze 

72)    /■  =  (cos  €Cq  €08  ßi  —  cos  ßocosuxi)^  (cos  /JqCos  Yi  —  cos  /q  cosft)* 
+  (  cos  Yq  cos  «1  —cos  o^  cos  yi)* 

öder,  wie  noAD  hieraus  mit  Hfllfe  der  beiden  Gleichungen 
coso^*+cosft)*+co8yo*=l» 


73)     {  cosa^«+cosft)*+co8yo*=l: 
(  cosai*+cos/?i*+cosyi*=l 


leicht  findet: 

74)    J^=l^(cos€tQeosai'i-cosßoCosßi-t'COSYQCosYi)*'9 

80  erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander : 

cosy=  J:^^^  ^^^^^^  -cosypcosft  ^ 

.  cosoqCosA  ^co8/?oCOSai 
cos  x=± -^ ^-^ ^ '  • 


Bezeichnen  wir  den  von  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien 
eingeschlossenen«  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  genomme- 
nen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  w,  so  ist  bäanntlich 

76)    cosfr  =  cosaocosce|-f  cosj3oCos/^-|-cosyo^^}^i' 

«nd  man  kann  also   die  Gleichungen  75)  auch  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 


cos  9 


cos  ßo  cos  Yi  —  cos  Yo  cos  ft 


smto 


.  COSVoCOS«!  —  cos  «0  cos  Vi 

77)     ^««t=±— '^^ linu>  ^  ' 

.  cos  0^  cos  ßi  —  cos  JSqCOS  Ol 

^^x=± ^^ 

Berechnen  wir  aber  die  Hülfsgrossen  A,  Cr,  ^,  wo  R'  eine 
positive  Grdsse  sein  soll,  auf  bekannte  Weise  mittelst  der  Formeln: 

iR  cos  G  cos  H^=:  cosj3^  cos  Yi  -*cos  yo  cos  ßi ,  • 

R  sin  G  cos  H=  cos  y©  cos  «i — cos  o^  cos  Yi  > 
R  sin  iff  =  cos  o^  cos  /}|  —  cos  ßo  cos  «i ; 

80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

79)    J=Ä, 
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und  mit  Beziehang  der  ehern  und  miteni  Zeichen  a«f  einander : 

IC08  9 = +COS  G  cos  Hy 
cos  1^= +  sin  G  CO«  Ä, 
cos  x=z  4.SIÜ H. 

Sind  2L,  Yq,  Zq  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
gesuchten  Linie  mit  der  erstei)  der  beiden  gegebenen  Linien »  so 
'haben  wir  nach  66)  und  67)  die  Gleichungen 

-^0    ^o__  ^  ^yp ^0"^% 

COSOq  C08ßo       ""     COS}^o   ' 

coH(p  cos'^  cos;k  ' 

also 

f       "    _  cosg)   ^     «      *' 

und 

83)     { 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen    ergiebt  sich 
durch  Elimination  von   Yq  und  Zq  leicht: 

Xq'^Xq^  (S— J^o)  cos  if; — (^y--yo)  cos  <p 

COSOq-  COS«oC08lf;  — C0Sj3qC0S9      * 

'    Xq—Xq      (S— a:o)cosx— (£— 2o)co8y 

COSOq       COSOq  cos  X  —  COS  ^q  COS  g?  ' 

also,  wie  hieraus  ferner  leicht  folgt: 

85)  (cosÄ)COSx— cosyQCosv)(|— ^)       s 

+  (cosyQCos9— cosoqCosx)(i? — yo)       [    =0. 
+  (cosoqCosv — cos  jSq  cos  9)  ({;—%)       ) 
Ganz  auf  ähnliche  Art  erhält  man 

86)  (cos ßi  cos  %  —  cos yi  cos  jp)  (| — Xi) 
+  (cosyiCosg>— 'Cosoi  cos  x)  (17 — yi) 
+  (cos  «1  cos  V — cos  ßi  cos  q>)  (J— ii) 
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Sehr  leicht  erhält  man  oud  mittelst  der  GleichnngeD  76)  uod 
77)  and  der  Gleichungeo  73)  die  folgendeo  Aiufdrücke: 

^  cos  «1  —  CO«  OA  cos  fl> 
cos/5oC08Z— cosyoCosv^T ^j^ , 

cos  ßi  — coej^o  cos  to 


87)    <  cos7ocos^-^coeo^cos%=s7 


sintr 


.  cosy,  —  cosyo  cos  w 


^cosyi  — cosyo  < 
cos  oq  cos  V— cos  Po  cos  9>  ==  T si'ptg 


und 


^                                      ,  cosfi^ — cosa^cosw 
co8ftco83s-cosyiC08V'=+ ^-- , 

,                                               .  eotißo'^eosßiCOBw 
88)    \  cosyico8  97~cosaicosx=i: ^j^^^^ , 

/>                .  cosyo  — cos yt  cos» 
cos  «1  cos  v; — cos  ft  cosg>  =± g|p^ ; 

und  kano  also  die  Gleichupgeo  85)  und  86)  auch  auf  folgende  Art 
darstellen:  . 

89)  (costti  — cos«^  cosw)  (|— or©) 

-Kcosft— co«/Jo^o*«»)(*?-^)  ^   =0 
i-  (cosyj  —cos  yo  cos  w)  tf—  Zq) 
und 

90)  (cos  «0 — cos  ofx  cos  tr)  (I  —  or^ ) 
+(cos(5o — cos/JiCosM?)(^ — yi)  \  =0. 
+(cosyo— cosyicosw)  (f— 2i) 

Denkt  man  sich  nun,  was  offenbar  verstattet  ist^  den  Punkt 
{^flQ  mit  dem  Punkte  (X^FoZo)  zusammenfallend,  so  hat  man 
nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  Xq,,  Fq,  Zo 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

J^Q— jtq       Yq — yo__  Zq  — Sq 
cosico  ~"  cos/So      cosyo  ' 

(cos  «0  ""  cos  «1  cos  w)  (Xq — ^1  ^    ] 
+  (cos/?o— cosj8|COsw)(Fo— yi)    >    —0; 
+  (cos yo  —  COS  yi  cos  w)  (Zo  —  Xi)       ) 

und  eben  so  hat  man,  wenn  Xi,  Y^,  2^  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkts  der  gesuchten  Linie  mit  der  zweiten  der  bei- 
den gegebenen  Linien  bezeichnen,  zur  Bestimmung  dieser  Coor- 
dinaten die  folgenden  Gleichungen: 
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•««1  «»A  CMTk     ' 

+  ("««»A— «•fiie«»»)(F,— jijj  =0. 

r«^;eiide  Art  aasdröden:  ^^ 

«••«i»        cosA         eos/o  * 

+  ("«ro— coüjfi  cos»)  J  2;,— j^,— (:^  _:^,)  I 


■md 


(co»«i— co»«i,co«ir)|jri— ai-(ai,— a.,)J  J 

und  erUUt  «m  mit  Hflife  der  Gleldnuig  7«).  wenn  der  Kür«  weg«. 
91)    £;>=(cM«b— cos«^e«Mw)  (xi—x^ 
+  (co»Ä,— cmAcosw)  (yi— yo) 
+  (cos/o— cos/icostc)  (^— Jo) 
und 

»2)    Ä,  =  (coscf,  — co««%, co««>)(jro— a:,) 

+  (cos  A  — C08/}oC08w)  (go—yi  ) 

+  (cosn— «»«yocoswXjö— «i) 

gesetzt  wird,  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Ausdrilcke. 
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94)  {  F,-„=ir»-^, 


95)     {    n=,o+Ao-^, 


^» -*»  +  *»  sin «.«' 


SlDfO*  ' 


Setzen  wir 


80  ist 

Bezeichnen  wir  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  gegebenen 
Linien  von  einander  durch  U,  so  lässt  sich  dieselbe  leicht  mittelst 
der  folgenden  Formeln  berechnen: 


'  l7co8  Fcos  ir=  Ao— Aj , 

99)         l7sinFcos»r=:Fo-Fi, 

'  i;sinir=Zi>— Zi; 

was  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 
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Wenn  man  aus  den  vier  Gleichungen  66)  die  drei  6r5ssM 
^»yy  z  elimiDirt^  so  erhält  man  als  Bedingun<(8gleichung,  dass  die 
beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  schneiden»  die  folgende 
Gleichung: 

100)    (cos  ßo  cos  Yx  —  cos  Yq  cos  ft)  (a^o""  -^i)  ) 

+(cosyo  cosai.— cosaocosyi)(yo— yi)  >  =0. 
-f  (coso^cosjS|  —  cos/^o  cosai)  (zq — z^)  ) 


§.6. 

Indem  wir  jetzt  wieder  zu  §.  i,  zurückkehren,  kommt  es  uao 
noch  darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  den  gefundenen  recht- 
winkligen Coordinaten  x^^  y^,  x^  des  Punktes  O^  die  Grossen  003, 
O^,  A3  abgeleitet  werden  kOnnen. 

Bekanntlich  haben  wir  zwischen  diesen  sechs  Grossen  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 


U3=(Ä8  +  y~^f^T^)C0SCD8C0Sflb, 

»OD  L=:=(/i3+yt_J^.„,,^,)sinai3Cos^3> 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle 

102)   tangc»a=5, 

mittelst  welcher  Formel  003  ohne  alle  Zweideutigkeit  ^efimdea 
wird,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  in  Folge  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  coso«  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  ^5, 
sin  0)3  stets  gleiches  VonEeicheii  mit  y^  bat. 

Elimin|rt  man  aus  der  ersten  und  dritten,  und  aus  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung  die  Grosse  h^»  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung ton  ^3  die  beiden  folgenden  GMchungen : 


103) 


^s H ae^ 

cos  «»3 cos^i^s      «ini%  "" VT^^^n^' 

ya H     __  gg'     . 

sin  os  cos  5^3     sin  As     V^  l  —  6*  sin  ßj«' 


oder 
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Ol 

^         cos (»8    """V^l^easioÄV 


und  folglich,  wie  mao  hieraus  leicht  findet; 

!  3?8taog.Q8  ggc^tapg^ag 

^^  co6«3    ^  ~l  +  (l-e«)tangÄ3«' 

yatangila  g^e^tangi^s^       . 

^^  8100)3  ^  -t+(l— c2)tangÄ3«' 

woraus  sich  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  von  ^2, 
die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  yierten  Grades  ergeben  : 


106)  tangÄa^ 

223  C0SCT3 


^3 


tangÄgS 


und 


107)  tang^is« 
g^sincgg 


y^       taogß.» 

+ (T^^»,' *""S^'    y  =0. 

2»,  sin«,  ^ 

Bei  Weitem  mit  grSsserem  Vorthml  als  dieser  Gleichungen  de^ 
vierten  Grades  wird  man  sich  aber  bei  der  Bestimmung  Ton  i2, 
der  folgenden  einfachen  Nähemngsmethode  bedienen.  Bezeichnen 
wir  nftmKch  den  mit  Sl^  gleiches  Vorzeichen  habenden  Neigung»« 
winket  der  von  dem  MittelfMinkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  O, 
gezogenen  geraden  Linie  gegen  die  Ebene  des  Erdäquators  durch 
Bz  ?  und  nie  Entfernung  des  Punktes  O,  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  durch  B3 ,  so  haben  wir  offenbar  zur  Berechnung  der 
Grossen  m»,  6t ,  R9  die  folgenden  Gleichungen : 
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Xs  =  R3  COS  O,  009  6s  , 

Wl)  ^  y>  =  Rj  siD  »3  CO«  ©, , 
z,  =  Ri  sin  9, ; 

mittelst  welcher  die  drei  id  Rede  steheDden  Grossen  auf  bekannte 
Weise  immer  leicht  gefttoden  werden  kOnnen.  Da  nun  bei  wirk- 
liehen  Anwendungen  ^^  und  A,  immer  nur  wenig  von  einander 
verschieden  sind,  so  kann  man  ^,  als  einen  ersten  Näheninins- 
werth  von  A.  betrachten  5  und  wird  dann  immer  etwa  mit  Hülfe 
der  beiden  Gleichungen 

j?atangi^,  ae^  sini^a 

l*»~     cosi»,     ~i^l-e*sinÄ3* 

sini»,     ^1^l-««sinÄ,- 

nach  einigen  Versuchen  leicht  den  genauen  Werth  von  Si^  zu  be- 
stimmen im  Stande  sein. 

Hat  man  »,  und  ß^  ffefunden,  so  ergiebt  sich  die  Hohe  über 
der  Meeresfläche  A,  mittelst  einer  jeden  der  drei  folgenden  Formeln : 

^3 


A  = :ii — 

•     cos  »» cos  ßj     ^i  _  ^«  gfn  jj^  t' 


110)  l*.=--i;r:;:^ 


sinn,  cosßa      1^1— e* sin Ä,«' 

^    '     »Inßa      tl-c*sinfla'*' 

und  es  sind  also  jetzt  alle  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes 
Oa  auf  der  Erde  erforderlichen  Elemente  gefunden. 


§.  7. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  man  seodfiti* 
sehe  Messungen  wie  die  obigen  auch  zu  der^  genaueren  Bestim- 
mung von  e  benutzen  kann ,  wobei  aber  die  vTinkelmessungen 
selbst  als  fehlerfrei »  wenigstens  als  im  höchsten  Grade  genau  vor- 
ausgesetzt werden  müssen.  Findet  man  nämlich,  dass  die  im 
Obigen  durch  U  bezeichnete  kürzeste  Entfernung  der  beiden  von 
Ol  und  O«  nach  0|  gezogenen  Gesichtslinien  von  einander  nicht 
verschwindet,  so  wira  man,  insofern  man  die  Winkelmessnngen 
als  fehlerfrei  vorauszusetzen  berechtigt  ist,  den  Grund  hiervon  in 
einer  fehlerhaften  Annahme  des  Werflies  der  Grosse  e  zu  suchen 
berechtigt  sein,  und  wird  nun  e  so  lange  nach  und  nach  kleine 
Veränderungen  erleiden  lassen ,  bis  man  einen  Werth  von  e  findet, 
für  welchen  die  Grosse  U  verschwindet,  den  man  als  die  defini- 
tive Bestimmung  der  Grösse  e  betrachtet     Hat  man  aber  e  auf 


Digiti 


izedby  Google 


93 

diese  Weise  gefunden  >   so  erhält  man  auch  leicht  den  coirigirten 
Werth  der  sogenannten  Abpbttang ,  weil 

111)  ^=i-J=i^irr=7.=i^i^(i«,)(l+,) 

ist. 

EMiich  mu  noch  bemerkt  werden ,  dass  es  bei  allen  obisen 
Rechmmgen  jeaenfalls  am  zweckmässiesten  sein  wird^  die  in  den 
Formeln  Torkommende  GrOsse  a  als  Einheit  anzunehmen ,  was 
natflrllch  rerstattet  ist. 


X- 

lieber  die  natiirplüloBopliisclieii  Prin- 
clpiep  der  Bfeweiriiiig^Ielire  *). 

(FOTtietinng  der  Abhandlung  ThI.  V.  Nr.  \XT.) 
Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  zq  Weimar. 


§.  7. 

In  den  $§.  4.»  5.  und  6.  habe  ich  mich  hinlänglich  über  die  Prin- 
cipien  ausgesprochen ,  auf  welche  der  Beweis  des  Kräfteparallelo- 
gnunmes  sich  stdtzt;  auch  glaube  ich  mich  sattsam  desshalb 
gerechtfertigt  zu  haben ,  warum  ich  der  ersten  von  Newton  ent- 
lehnten Be&achtungsweise  den  Vorzug  geben  möchte,  wiewohl 
ich  erst  in  diesem  Artikel  die  Sache  zu  Ende  bringen  werde.  Zu- 
gleich aber  erhellet  auf  das  Deutlichste,  dass  diejenigen  im  irr- 
tiiume  sind,  welche  das  Kräfteparallelogramm,  als  nicht  erweisbar, 
unter  die  mechanischen  Axiome  rechnen  wollen.  Diese  übersehen, 
dass  es  noch  eines  Axiomes  bedarf,  mn  das  Parallelogramm  zweier 
Eindrücke  auf  beliebig  viele  auszudehnen,  ein  Axiom,  welches 
mit  dem  unter  1.  in  9.  6.  aufgeführten  identisch  ist.  Dasselbe 
enthält  ja  aber  schon  mit  nur  geringer  Beihülfe  das  Kräfteparalle- 
logramm. 


*)  In  der  vorifren  Abbandlang  mögen  folgende,  in  %,  6.  vorkoni- 
Vieode  sinnstörende  Fehler  berichtigt  wenlen: 

statt  .,es  giebt  noch  ^-ar  keine  Ausführung"  leie  man:  „e«  giebt 
noch  gar  keine  Augknnftl*^ 

«tatt  „wenn  es  allein  vorhanden  wäre"  mn««  e«  heissen :  „wie 
tt.  ».  w. 
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Nun  gifisseo   wir   aber   noch  envtem,   dass  in  sehr  Tielt 
Lebrbficlieniy  und  Damentlich  ancb  bei  Poissoo,  deseeii  Denoo- 


stratioD  ich  obeo  einer  Kritik  untervrarf ,  daa  Axiom  A.  in  $.  3. 
oder  5.  in  $.  6.  eine  etwas  andere  Bedentnag  hat,  als  ich  dem- 
selben  beigelegt  habe.    Uim  definirt  hier»  Kraft  sei  das,  was  eine 


Bewegung  faervorbringti»  und  da  bierin  schon  die  AnerkenmiiB^ 
liegt,  dass  man  die  £aft  nur  ans  ihrer  Wirkung  benrtheilen  kteae, 
Bo  muss  man  als  Einheit  der  Kräfte  diejenige  aonebmen,  wodorcfa 
eine  gewisse  Einheit  der  (gleichförmigen)  Bewegung  entsteht. 
MuD  sollte  man  eigentlich  erwarten,  dass  die  Kriiile  dnrcbauis 
nach  dem  Verbal tniss  der  durch  sie  erzengten  Bew^uogen  abge- 
messen würden,  dass  also  die  doppelte,  dreiCeiche  Kraft  diejeoige 
wäre,  welche  die  doppelte,  dreifache  Einheit  der  Bewegung  her- 
vorbrächte, und  weno  man  bei  diesem  Maasse  der  Kräfte  ihr  Pa- 
rallelogramm beweisen  wollte,  so  wäre  der  Grundsatz  in  §.  4« 
wenigstens^  für  den  Fall  unerlässlicb,  wo  mehrere  Kräfte  nach 
einenei  Richtung  wirken.  Ausserdem  wffrde  man  etwa« 
ganz  anderes  erhalten,  als  et^n  KräfteparaKelogramm. 

Aber  so  werden  die  Kräfte  in  jenen  Lehrbüchern  nicht  gemes- 
sen, vielmehr  versteht  man  unter  uer  Kraft  n  (=  ganzer  Zahl)  die- 
jenige, die  resultirt,  wenn  die  Krafteinheit  gleichzeitig  nmal  nach 
f leicher  Uichtung  wirkt,  wobei  es  indessen  noch  nicht  folgt,  dass 
ierdurch  auch  aas  nfache  der  Bewegnngseinheit  entstehe.     Unter 

der  Kraft  —  müssen  wir  dann   diejenige   verstehen ,  welche  nmal 

gleichzeitig  nach  gleicher  Richtung  wirkend  eben  so  viel  thut,  als 
die  mmalige  Wiederholung  der  Krafteinheit  vermag. 

In  diesem  Kräftemaasse  Itegt  freilich  nicht  nothwendig  die 
Proportionirung  der  Kräfte  und  der  durch  sie  erzeugten  Gesdbwin- 
digkeiten,  indessen  müssen  letztere  doch  irgend  einer  Potenz  der 
Kräfte  proportional  sein.  Denn  ist  a  die  durdh  die  Krafteinheit 
erzeugte  Geschwindigkeit  «od  n  eine  andere  Kraft,  so  wird  man 
ihre  Gescbwindi^eit  durch  fiu^n)  bezeichnen  können«  Wird  die 
Kraft  7i,mmal  wiederholt,  so  eütsteht  di^  Kraft  um  und  ihr  gehört 
die  Geschwindigkeit  /\a,mn).  Sofern  wir  aber  anzunehmen  berech- 
tig sind,  dass  a  die  einzige  Längeogrösse  in  fia^n)  sei,  könaeD 
wir  /l[fl,?0  — o/t«)  und  f{a,mn)t=^€if{nm)  setzen.  Da  aber  die  Ein- 
heit des  Kräfiemaasses  eine  wilikührliche  sein  muss,  wie  die  jedes 
anderen,  so  lässt  sich  auch  die  Kraft  n  als  Einheit  ansehen,  wo- 
durch wir  nun.  für  die  vorige  Kraft  mn  die  Zahl  m  erhalten.  Ist 
6  die  zu  n  gehörige  Geschwindigkeit,  so  kann  man  die  zu  fitn  ge- 
hurige :=2b.q)(m)=:af(n).q)(m)  setzen,  und  es  muss  daher 

f(mn)  =  <p(:m).f(n) 

sein.      Wird  n=l,    so  ist  auch  f(n)  =  l  und  daher /(m)=g?(m). 
Folglich  ist 
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ood  dieser  BedinguDg  thut  bekaantlich  nur  die  Form  t^  Genfige. 
Die  der  Kraft  n  geboriM  GeschHiDdi^keit  ist  aiso  immer  anf*, 
wenn  a  die  CreschwindigKeit  der  Kraftetnheit  ist 

Es  ist  D11D  einieuchtend«  dass,  wenn  zwei  Kräfte  nach  einer- 
lei Riebtoog  wiricen,  die  Resuitante  ihrer  Summe  gleich  sm  mnsa. 
Dieees  ist  eine  nothwendiire  Folge  des  Kräftemaasses,  und  wenn 
bieim  noch  die  S&tze  1 ,  2,  3  und  4  des  §.  6.  zn  Hilfe  genommen 
werden,  so  iSsst  sich  das  Kräfteparallelogramm  sofort  Deweisen, 
indem'  die  Frage  nun  eigentlich  so  lautet:  Wenn  ftach  der  einen 
Richtung  m,  nach  einer  anderen  n  Krafteinheiten  gleichzeitig  wir- 
ken, nach  welcher  Richtung  geht  die  Bewegung  und  wie  viele 
Krafteinhelten  müssen  nach  el»en  der  Richtung  wirken,  um  eben 
so  Tiei  EU  leisten,  als*  die  Seitenkväfte  Terroögen.  Dabei  kommt 
die  von  n  Krafteinbeiten  erzeugte  Bew<^ng  gar  nicht  in  Fn^e, 
die  Bew^ningslehre  erfordert  aber  noch  als  i&iom,  dass  in  dem 
Geecbwindigkeitsausdrucke  txr^y  ^^\  sei,  und  somit  wäre  mit 
dieser  Darstellung  der  Lebren  gat  kein  Vortheil  yerbunden,  wenn 
nicht  anderseits  erwidert  werden  kannte ,  dass  die  von  der  Bewe- 
gungslehre unabhängige  Ausbildung  der  Statik  eine  grossere  Wis- 
senscbaftliebkeit  fflr  sich  in  Anspruch  nehme.  Es  wären  so  viel 
Bewegvnesiebren  mOglicb ,  als  man  in  anf*  dem  fi Werthe  beilegen 
wollte,  rar  alle  diese  wäre  aber  die  Gleichgewicbtslehre  ein  und 
dieselbe.  Wenn  uns  nun  auch  eine  Statik  bei  Bewegungsverbält- 
nisseo,  die  in  der  Natur  nicht  existiren,  gleichgiltig  sein  kSnnte, 
so  ist  dieselbe  dennoch  in  sehr  vielen  Lehrhüchern  in  entschieden- 
ster Unabhängigkeit  von  der  Bewegungslehre  vorgetragen  worden, 
besonders  da  man  noch  auf  die  Meinung  verfallen  war,  dass  die 
Gleichgewicbtslehre  von  aller  Hypothese  frei  sei  und  daher  gleich- 
sam unmittelbare  Evidenz  besitze. 

Diesem  muss  ich  aber  geradezu  widersprechen.  Man  betrachte 
doch  nur  den  Satz,  dass  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Kräfte 
sich  aufheben.  Diesem  kommt  unmittelbare  Evidenz  nur  in  dem 
Falle  zu,  wo  der  Kßrper  in  absoluter  Ruhe  ^e^edacht  wird.  Hat 
derselbe  irgend  eine  Geschwindigkeit,  so  ist  jener  Satz  nur  noch 
in  dem  Falte  klar,  wo  die  Richtung  der  Kräfte  senkrecht  gegen 
die  Richtung  der  Bewegung  ist,  in  allen  anderen  Fällen  aber  lies- 
sen  sich  noch  andere  Möglichkeiten  denken.  Der  Grundsatz  ] .  in 
$.  6.  in  Verbindung  mit  oem  Kräftemaasse  Ist  es  eigentitch,  wo- 
durch die  Statik  ihr  Fundament  erhält,  derselbe  kann  aber  auf 
unmittelbare  Evidenz  nicht  mehr  AnsprfTche  machen,  als  der  in 
§.  4.  aufgestellte,  wie  ich  schon  oben  bemerkte. 

Durch  das  Axiom  1.  in  §•  6.  ist  ausgesprochen,  dass  die  sta- 
tischen Lehrsätze  eben  so  ffut  für  die  relative  wie  för  die  absolute 
Ruhe  der  Körper  gelten  sollen.  Sollten  uns  aber  die  Bewegun- 
gen zur  Beurtneilung  der  Kräfte  dienen,  so  müssten  sie  absolute 
sein ,  da  sich  dann  die  Kräfte  wie  gewisse  Potenzen  der  Geschwin- 
digkeiten verhalten  würden.  Da  aber  absolute  Bewegungen  nie- 
mals ein  Gegenstand  unserer  Erfahrung  sein  können,  so  findet 
sich  ffir  die  Statik  leicht  die  Auskunft,  das  Verhältniss  der  Kräfte 
darnach  zu  beurtheilen,  wie  sie  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
Hier  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  eine  Bewegungslehre  der 
wh-klicben  Natur,  d.  h.  eine  Beurtheilung  der  Bewegungen  in  der 
Natur  für  uns  ganz  unmöglich  wäre,  wenn  sich  nicht  die  Geschwin* 
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digkeiteo  wie  die  Kräfte  Yerhielten,  oder  weon  wir  nicht  den  Satz 
iD  §.  4.  nnsereo  Beurtbeilaogen  zu  Grunde  legen  konnten. 

Da  wir  nämlich  nur  relative  Bewegungen  beobachten  kOnnen^ 
so  sind  wir  ausser  Stand  zu  entscheiden»  ob  eine  gewisse  Bewe- 
gung auch  die  blosse  Folge  der  vorhei^e^ngenen  Bnwirkung  sei» 
vielmehr  müssten  wir  diese  Bewegung  immer  noch  als  bringt 
durch  den  Eindruck  ansehen»  der  dem  Körper  zu  Folge  des  gemein- 
schaftlichen Fortrückens  des  Systemes  mit  zukommt  Die  Bewe- 
gungen z.  B.  ,^die  wir  auf  der  Erde  beobachten ,  wären  sämmtiieh 
mit  bedingt  durch  die  Axendrehung  der  Erde»  dann  durch  die 
Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne,  dann  durch  die  Bewegung 
des  Sonnensystems,  dann  wieder  durch  dieBeweffung  eines  höhe- 
ren Systemes«  und  so  würden  wir  in  eine  unenuliche  Reihe  hin- 
ausgedräogt,  in  welcher  wir  nie  einen  Anfang  erhalten.  Wir  wür- 
den zwar,  wenn  wir  die  Bewegung  eines  Korpers  beobachteo» 
sagen  können,  dass  eine  Kraft  auf  denselben  einwirke  oder  ein- 
gewirkt habe,  konnten  aber  nie  Aufschlnss  darüber  erhalten, 
welche  Bewegung  diese  oder  jene  bestimmte  Kraft  hervorbrin^n 
müsse. 

Daher  scheint  mir  auch  das  Gesetz  von  der  Verhältnissmäs- 
sigkeit  der  Kräfte  und  der  Geschwindigkeiten  mehr  als  eine  blosse 
Hypothese  zu  sein,  eben  weil  ohne  dasselbe  eine  Beurtheilung 
der  Maturerscheinungen  gar  nicht  möglich  wäre.  Es  ist  ein  rein 
naturphilosophisches  Gesetz,  das  aber  bequemer  und  allgemeiner 
in  der  Form  aufsefasst  wird ,  die  ich  in  i.  4.  vorgeschlagen  habe. 
Sobald  wir  uns  den  KOroer  im  absoluten  Kaume ,  d.  h.  ausser  aller 
Verbindung  mit  andern  Körpern  denken,  so  sind  (fortschreitende) 
Bewegung  und  Ruhe  fdr  ihn  ganz  gleich^ltige  Zustände,  und  in 
ihm  ist  nichts,  wodurch  diese  Zustände  sich  von  einander  unter- 
scheiden Hessen.  Umgeben  wir  ihn  aber  mit  noch  anderen  KOr- 
Sem,  60  beginnt  dann  unsere  Bewegungslehre,  für  welche  es 
emnach  gleich^iltig  sein  muss,  in  welchem  Zustande  das  ganze 
Korpersystem  sich  nefindet.  Daher  ist  auch  für  das  in  diesem  §. 
angeführte  Kräftemaass  jeder  Zustand  des  Körpers  gleichgiltig  und 
hieraus  folgt  mit  Mothwendigkeit  die  Verhäitnissmässiekeit  der 
Kräfte  und  der  Geschwindigkeiten,  indem  sich  die  Kräfte  sowohl 
als  auch  die  ihnen  entsprechenden  Bewegungen  summiren.  —  Frei- 
lich denkt  man  sich  im  absoluten  Räume  absolut  ruhende  Punkte, 
um  sodann  von  absoluter  Ruhe  und  Bewegung  der  KOrper  reden 
zu  können,  aber,  wie  mir  scheint,  nur  ans  irrthura.  Denn  was 
hindert  uns,  jenen  festen  Punkten  des  Raumes  mit  allen  darauf 
bezogenen  Korpern  Jede  beliebige  gemeinschaftliche  Bewegung  bei- 
zulegen? Sind  doch  die  festen  Punkte  im  Räume  zuletzt  nichts 
weiter,  als  ruhende  Korper,  die  eben  darum  ruhen,  weil  man 
ihre  Bewegung  nicht  wahrnimmt. 

Diese  Gründe  haben  mich  bewogen,  der  Darstellung,  wie  ich 
sie  oben  begonnen  habe,  den  Vorzug  zugeben.^  Ueberbaupt  scheint  es 
mir  schon  aus  dem  Grunde  vortheilhaft,  mit  der  Bewegungslehre 
unmittelbar  zu  beginnen,  weil  dieselbe  weit  mehr  durch  klare 
Anschauung  unterstützt  wird,  als  die  in  so  vielen  Lehrbüchern 
vorgetragene  Gleichgewichtslehre,  sofern  sie  auf  den  eben  bespro- 
chenen Principien  beruht.  Das  Gleichgewicht  ist  dann  nur  der 
besondere  Fall ,  wo  die  Bewegung  eines  KOr|Yers  Null  ist,  un4  die 
Statik  besteht  nun  nicht  mehr  als  unabhängige  physikalische 
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Wlaseoschaft,  soodeni  ihr  kommt  bloss  eine  mathematische  Bedeu- 
tung iD  so  fem  zo,  als  die  Bedingung,  dass  die  Bewegung  ^0 
sei»  oft  a«  nehr  eiafaelien»  und  desshalb  beim  Cakal  sehr  brauch- 
baren ReiafiOBeo  unter  den  Kräften  fährt 


§•9. 

1)  Wir  haben  bisher  die  Eindrücke  der  K5rper,  d.  h*  ihre  Ge* 
schwindigkeiten 9  als  augenblicklich  entstanden  betrachtet,  oder 
vielmehr,  wir  haben  von  der  Zeit,  in  welcher  ein  Eindruck  eot* 
Htaodea  sein  konnte,  gänzlich  abffeseheo.  In  der  Natur  gehurt  in« 
dessen,  oach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit,  zur  Entstehung  eines 
bestimmten  Eindrucks  ipimer  eine  Zeit,  wenn  gleich  dieselbe  oft 
80  klein  sein  kann,  dass  sie  sich  unserer  Wahrnehmung  entzieht. 
Die  Vpache  nun,  welche  die  Zeit  hindurch  wirkt  und  dadurch 
den  Eindmck  eines  Körpers  fortwährend  und  stetig  ändert,  neonen 
wir  eine  Kraft.  .  Sagen  wir  dagegen ,  dass  ein  KOroer  einen  Ein« 
drock  erhalten  habe,  so  meinen  wir,  dass  eine  Krait  thätig  gewe« 
sen  sei,   aber  gegenwärtig  aufgehurt  habe  zu  wirken. 

i^hen  wir  nun,  dass  eine  Kraft  eine  grossere  Geschwindig- 
keit erzeugt  hat,  als  eine  andere  in  derselben  Zeit,  ^so  nennen 
wir  jene  grOsser  als  diese.  Da  diess  indessen  nur.  eine  durch- 
schnittliche Vergleichung  giebt,  so  sind  wir  darauf  hingewiesen, 
ans  Kräfte  zu  denken,  die  in  gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkei* 
teo  um  gleich  viel  vermehren ,  so  wie  wir  in  gleicher  Weise  die 
gleichförmige  Bewegung  construirten  >  um  einen  bestimmteren 
Begriif  Von  Geschwindinceit  zu  erhalten.  Hierbei  liegt  aber  noch 
die  Voraussetzung  zu  Grunde  j  dass  es  fflr  eine  bestimmte  Ver- 
mehrane  der  Geschwindigkeit  in  einer  bestimmten  Zeit  gleicbgiltig 
sei,  welche  Geschwindigkeit  nach  derselben  Richtung  der  Körper 
schon  hatte ,  und  es  n^uss  daher  das  Axiom  in  6.  4.  noch  allge- 
meiner aufgefasst  werden,  oder  es  macht  sich  aie  Vergleichung 
der  stetig  veränderten  Bewegung  mit  einer  ruckweise  veränderten 
Duthig.  Das  letztere  Hesse  sich  für  die  gleichförmig  bescUeu« 
nigte  Bewegung  etwa  in  folgender  Weise  durchführen. 

2)  Man  denke  sich,  ein  Körper  habe^  ursprünglich  einen  Ein- 
druck a  und  zu  demselbijn  komme  dann  ein  neuer  Eindruck j7  nach 
derselben  Richtung,  so  wird  nun  a-f-<7  der  Eipdruck  sein.  Konunt 
in  der  Folse  nach  Verlauf  einer  jeden  Zeiteinheit  immer  wieder 
derselbe  Eindruck  g  hinzu,  so  wird  der  Körper  in  der  ersten  Zeit- 
einheit den  Eindruck  a-f  <7,  in  der  zweiten  den  Eindruck  a  +  ^g, 
in  der  dritten  den  Eindruck  a  +  3g,  und  überhaupt  in  der  tten 
Zeiteinheit  den  Eindruck  a+gt  haoen.  Hierbei  können  wir  uns 
aber  zugleich  auch  vorstellen ,  dass  der  Eindruck  a  nicht  awen- 
bjicklich,  sondern  durch  beliebig  viele  gleiche,  während  der  Zieit- 
«nbeit  in  gleichen  Zwischenzeiten  erfolgende  Eindrücke  entstan- 
den sei,    und  dann  gewinnt  die  Formel  a+gt  auch  für  diejenigen 

PUle  Bedeutung,  wo  t  ein  Bruch  —  ist.  Dann  entsteht^  währcfnd 

der  Zeiteinheit  durch  n Eindrücke,    die  successive  nach  der  Zeit 

^  erfolgen  und  von  denen  jeder  =^  ist.    Nachdep  also  die  Zeit 
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-  mmal  erfolgt  ist,  haben  wir  den  £indnick  o+(^J.?w=a-J^f —J 

^za-t-gt  Indem  Wir  aber  den  Ausdruck  m^nt  unter  der  Vorao«- 
setzung  jeder  beliebieen  Thelluu^  der  ZcitemlMfit  «ufTiiAMB,  est* 
spricht  inm  nur  die  Bewegung  mit  gleichförmiger  Beschleunigung. 

3)  Hieraus  ersehen  wir  zugleich,  dass  es  einerlei  Ist,  welche 
Anfangsgeschwindiekeit  (a)  der  KOrper  schon  hatte  und  dass  die 
gieichnirmig  beschleunigende  Kraft  eine  während  ihrer  ganzen 
batier  sich  gleichbl^bende  Ist,  daher  wir  sie  am  filelichsten  eine 
eonstante  nennen.  -  Zugleich  ist  auch  einleuchtend ,  dass  das 
Beschleunigungsmaass  g  In  dem  Geschwindigkeitsausdrucke  a+gt 
das  Maass  der  constanten  Kraft  sein  kann,  tvirken  dann  zwei  eon- 
stante Kffifte  gleichzeitig  auf  einen  Körper,  so  muss  die  daraus 
hervorgehende  Mittelkraft  ganz  nach  der  Gonstruction  des  Paral- 
lelogrammes  beurtheilt  werden.  Denn  man  kann  in  der  Torfgeo 
Betrachtung  den  Eindruck  g  auf  .  beliebige  Weise  als  Resultante 
zweier  Seiteneindracke  denken,  die  unter  jedwedem  Winkel  wir- 
ken können.  So  oft  g  sich  wiederholt,  substituire  man  dieselben 
Componenten ,  und  so  oft  nur  ein  Theil  Ton  g  gedacht  wird,  nehme 
man  den  gleichvielsten  Theil  der  Componenten. 

4)  Indessen  lässt  sich  die  Vergleichung  der  stetig  verSnder- 
ten  Bewegung  mit  einer  solchen,  in  welcher  die  Veränderungen 
ruckweise  eriolgen,  für  den  gegenwärtigen  Fall  ganz  umgeben,  da 
man;  gestützt  auf  die  Relativität  aller  Bewegungen,  die  Bedeu- 
tung des  Axiomes  in  §.  4.  dahin  erweitern  kann,  dass  daraus  un- 
mittelbar die  Bestimmungen  fSr  die  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  folgen.  Man  denke  sich  ein  System  von  Körpern, 
denen  Irgend  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  zukommt,  so  müs* 
sen  wir  die  relativen  Bewegungen  In  diesem  Systeme  gerade  so 
beurtheilen,  wie  wenn  dasselbe  vollkommen  ruhte,  weil  sonst  für 
uns  gar  keine  Beurtheilungder  Bewegungen  möglich  wäre.  Geben 
wir  die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  auch  nur  für  den  Fall  zu, 
dass  die  Bewegung;  des  Systemes  gmchförmie  und  geradlinig  ist, 
so  folgt  doch  auf  der  Stelle,  mit  Hilfe  der  Zusammensetzung  der 
Bewegungen  (§.  2.),  dass  es  gleichgiltig  ist,  ob  die  Kraft  einen 
ruhenden  KOrper  in  Bewegung  setzt,  oder  ob  derselbe  eine 
Geschwindigkeit  nach  gleicher  Richtung  schon  mitbrachte«  Es 
muss  daher  auch  die  Kraft,  welche  die  V^schwindigkeiten  In  glei* 
chen  Zeiten  um  gleich  viel  vermehrt,  eine  eonstante  sein,  für 
deren  Maass  wir  aas  Beschleunigungsmaass  der  Bewegung 
nehmen  knnnen. 

5)  Aber  wir  milssen  das  obige  Princip  noch  allgemeiner  auf* 
fassen.  Denn  da  für  die  inneren  Bewe&;ungen  Ruhe  und  gleich« 
förmige  Bewegung  des  Systemes  gleichgiltig  sind ,  so  mflssen  jene 
Inneren  Bewegungen  auch  noch  auf  dieselbe  Weise  erfolgen,  wenn 
das  System  bald  ruht,  bald  sich  wieder  bewegt,  wobei  jede  neu 
beginnende  Bewegung  mit  jeder  beliebigen  Geschwindigkeit  nach 
jeder  beliebieen  Richtung  erfolgen  darf  Darum  aber  muss  jede 
progressive  Bewegung  des  Systemes  für  seine  inneren  Bewegun- 
gen gleichgiltig  sein.  Allgemeiner  noch  kann  man  sagen,  dass 
jedwede  K^iiegung  des  Systemes  fflr  seine  inneren  Bewegungen 
gleichgiltig  ist ,  wenn  die  Bedingungen  so  gegeben  sind,  dass  jeder 
Korper ,  .an  welche  Stelle  des  Systemes  man  ihn  auch  setzen  mag. 
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0oldM  Bewepu^eii  nacbun  iwiss,  VertBose  derett  er  fegen  alle 
ilkrigeii  KOrper  4e«  Systemes  in  (relatkerj  Ruhe  bleibt*  > 

Denken  wir  uns  nun  ein  KOrpereystem  in  gieiehförmig  besclileil- 
fligter  Befir«^ng  unter  der  obieen  tiedmgmg  und  geben  wir  einem 
4en  gehSrisen  Kdiper  ebenuüls  dieee  Art  der  Bewegung^  oe 
niesen  wir  die  Kraft  ^  welebe  «fte  letztere  (reiative)  in  gleichen 
2(eitett  um  gleiche  6emb windigkeiten  Termehrt,  filr  constant  hal*- 
ten,  da  flir  den  Erfolg  jeder  Zneland  dee  Systemes  gleichgiliig 
let.  Aber  eben  deesbntb  roues  ja  auch  die  Ktati,  welche  dem 
Körper  die  mit  dem  8vj0teme  gemeinecfaaftliche  Bewegung  mittheiH, 
•ine  eenstante  eein^  Aue  beMen  Bewegungen  entsMit  naeh  6.  9L 
«Ine  dritte  elienfalis  gleicMlinnig  besehmimgte,  und  ihre  Beecnleu^ 
viguMimaaese  liefern  das  der  nmammengenetsCen  nach  der  ZtkA- 
Buiw  des  PandlelogramsMe»  Wir  bellen  also  auh&chst  not  ein 
Krftneparallelogramm  f&r  den  Fall«  dass  zwei  constante  Kräfte 
einen  kOrper  nach  immer  parallelen  Richtungen  treiben ,  und  eben 
auch  das  nur  folgt  aus  Nr.  3. 


1)    Da  nun  bei    der  gleichförmig  beschleunigten   Bewegung 

der  Diferentialquotient  -^  das  Beschleunigungsmaass  giebt,  so  ist 

derselbe  zugleich  auch  das  Maass  der  (coostanten)  Kraft.  Jede 
andere  ungleichförmige«  aber  stetige  Bewegung  lässt  sich  inner- 
halb bestimmter  Zeitabschnitte  um  so  genauer  einer  gleichförmig 

beschleunigten  mit  dem  Bescbteuikigungsmaasse  -^vergleichen« je 

kleiner  die  K^tabiehnttte^ind«  und  deeehaib  sind  wir  beiechtigt« 

den  Diiferentialquotienten  -^  bei  jeder  Bewegung  für  das  Maass 

der  zur  Zeit  t  statthabenden  Kraft  anzusehen.  So  wie  nun  ans 
der  ungleichförmigen  Bewegung  eine  gleichförmige  mit  der  Geschwin- 
digkeit ^  folgen  würde^  wenn  zur  Zeit  t  alle  weitere  Einwirkung 

plötzlich  nachlassen  wollte :  eben  so  würde  auch  die  ungleichför- 
mig bescUeupigte  Bewegung  in  eine  glevehförmig  besenleunigte 

mit  dem  Beschleunigungsniaasise  -^  aieh  verwandeln«  wenn  von 

der  Zeit  t  an  die  Intensitfit  der  Einwirkung  sich  gleich  bleiben 
wollte. 

Ana  dieser  Bedeutung  der  Kraft  seht  aber  augenblicklich  het*- 
Tor «  dass  aus  zwei  Kräften  p  und  p  «  auch  wenn  sie  veränderlich 
sind«  dennoch  zu  der  Zeit«  wo  ihre  Intensitäten  p  und  p'  sind« 
eine  dritte  nach  dem  Gesetze  des  Paralleiogrammes  entsteht.  Diese 
besteht  aber  nur  innerhalb  eines  Zeitdifferentials«  so  fern  auch  die 
Kräfte  p  und  p'  hinsichtlich  ihrer  Intensität  und  Richtung  nur  in- 
nerhalb eines  Zeitdifferentials  als  constant  gelten  können. 

Man  darf  das  Maass  einer  Kraft  nicht  mit  dem  vergleichen 
wollen,  was  wir  oben  einen  Eindruck  nannten.  Dass  eine  Kraft 
=ff  sei«  bedeutet«  dass  sie  nach  Verlauf  einer  Zeiteinheit  dem  Körper 
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eine  GeschwiDdirk^it  g  miftfaeilen  würde;  da«8  aber  ein  Klirper 
den  Eindruck  g  nabe,^  hat  den  Sinn^  dass  derselbe  sieb  mit  «er 
Gtäschwindigkeit  g  wirklich  bewege«  Beides  lässt  sich  nicht  io 
Vergleichuoe  bringen,  dlMwhon  es  möglich  ist,  dass  der  Eindruck 
^  durch  die  Kraft  q  entstanden  sein  lunn,  was  dann  gerade  naeh 
Verlauf  einer  Zeiteinheit  geschehen  sein  müsste.  Es  Konnte  aber 
auch  der  Eindruck  o  durch  eine  addere  Kraft  in  jeder  beliebig 
kleinen  Zeit  entstanden  Sein,  und  wenn  wir  nun  die  Zeit  des  Ent- 
stehens unendlich  klein  denken,  so  müssen  wir  sagen,  dass  jede 
Kraft  im  Vei^eich  mit  einem  Eindrucke  unendlich  nein  sei.  .Da- 
bei lie^  also  die  Yergleicbung  der  Geschwindigkeiten  und  .der 
Zeiten  ihres  Entstehens  zu  Grunde,  in  det  Weise,  dass  Kräfte 
sieh  direct  wie  die  Geschwindigkeiten  und  umgekehrt  wie  die 
Zeiten  de»  Entstehens  dieser  GeschwindigkeiteH  rerhalten,. 


irebunf^sattff^äbeii  für  Schiller. 


Von  dem  Herrn  Doctor  0.  Schlömllch  zu  Jena. 

1)  Wetin  a,  b  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist: 
(a--*)o*«  +  (a— 6  +  l)i(6— l)„-i  +  (a-.6+2)a(6-2)„-,s  +  .. 

also  die  Summe  jener  aus  Binomialkoeffizienten  •  Produkten  gebil- 
deten Reihe  unabhängig  von  b.  <  Wie  lässt  sich  diess  mittelst  des 
Satzes 

(«  + /^n  =  Ofo /?„  +  «1  jj„-^i  +  «2  i?«-«  +  .... 

beweisen? 

2)  Durch  welche  Substitution  bringt  man  das  Integral 

dün 


£ 


(l-a^x^)\^i^b^x^ 
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Amt  die  Fom 


/. 


dtp 
a  4-/3  cos  9^ 
in  welcher  sein  Werth  gefanden  werden  kann. 

3)  Wie  beweist  man  die  Richtigkeit  der  Gleich 
/tahy'Vl-tan^y^U/ 


Weu  VQD  einem  Pankte  O  in  der  Ebene  eines  ViereciL^ 
ABCD  nach  den  Spitzen  der  vier  Winkei  desselben  gerade  Linien 
und  zugleich  die  beiden  Diagonalen  dieses  Vierecks  gezogen  sind» 
so  ist  lihmer  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks 

^AOD.^BOC±^AOB,^^COD, 

in  welchem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss» 
jenachdem  der  Punkt  O  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks 
liegt,  dem  Ph>ducte  \AOC.  ^BOD  gleich. 


Wenn  wir  sin  (sin  or)  durch  sin^j;,  sin  (sin  >a;)  durch  sin 'j:« 
8tn(sin'arl  durch  sin*;r  u.  s,  w.  bezeichnen »  sb  Ist  der  Werth, 
welchen  aer  firuch 

j:**-*  sin  *x~  (sin  j?)« 

ffir  s=0  erhilt,  der  Grosse 

n(n-l) 

«deich  >   was  durdi  Differentialrechnung  oder  auf  eine  andere  Art 
in  erweisen  ist 


Wenn^,  B,  C  drei  gegebene.  In  gerader  Linie  liegende  Punkte 
sind,  um  den  Punkt  Cein  &eis  beschrieben,  und  durch  den  Punkt 
B  eine  diesen  Kreis  in  den  Punkten  ß  und  E  schneidende  gerade 
Linie  gezogen  ist,  so  soll  man  die  Lage  dieser  geraden  Linie  be- 
stimmen, bei  welcher  die  Sehne  BD  fär  ein  in  dem  Punkte  A 
befindliches  Auge  die  grOsste  scheinbare  Grosse  hat. 


Wenn  ABC  ein  beliebiges  ebenes  Dreieck  ist,  und  ausser  der 
Summe  oder  Differenz  der  Seiten  AB  und  AC  auch  noch  die  bei- 
den den  Winkel  BAC  und  seine  Nebenwinkel  halbirenden,  von 
dem  Punkte  A  aus  bis   zu  ihren  Durchschnittspunkten  D  und  E 
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mit  der  dem  Punkte  A  gegenfiberstehenden  Seite  BC  des  Drei- 
ecks und  deren  Verlängerung  über  B  oder  C  hinaus  gezo^^enen 
geraden  Linien  AD  und  AE  gegeben  sind:  das  Dreieck  ABC  zu 
bestimmen. 


Wenn  O  ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC,  dessen 
Seiten  und  Winkel  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewohniicbe  Weise 
bezeichnet  werden,  ist,  und  a,  ß,  y  die  Entfernungen  des  Punk- 
tes O  von  den  Punkten  A,  B,  C  sind;  so  findet,  wenn  ^  die 
Fläche  eines  Dreiecks  bezeichnet,  dessen  drei  Seiten  «sin^, 
ßsinB,  ysin  C  sind,  jederzeit  die  Gleichung 

2a*cosec  Jsin|?8in  C=i€flauiA  -f-/}*sin20-f  )^6in2Cdt8^ 

Statte  in  welcher. das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen 
ist,  jenachdem  der  Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  des  um 
das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  liegt. 


Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  Seiten  einea  Drei- 
ecks und  den  um  dasselbe  beschriebenen  Kreis  I>eruhrt 


Di#  Relatiop  zwischen  den  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 
des  dritten  Grades: 

ar* — üx=6  und  a?*+iM:*=6* 
zu  finden. 


Wenn  zwischen  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  r  ist,  und 
drei  andern  Kreisen,  deren  Halbmesser  Vi,  r«,  r,  sind,  Berührun- 
gen ^n  Aussen  Statt  finden,  und  d,  <^  die  -Entfernungen  ^ 
Mittelpunkte  der  Kreise  (r),  (vi)  von  der  Centrallinie  der  Kreise 
(r^)  und  (rs)  bezeichnen,  so  ist 

{fSu  die  Kugel  IH  die  entsfrechesde  Relation  !|^.^^^sr2.) 
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ideellen. 


{ 


M.  E.  Bary,  professeur  de  physique  au  coll^e  de  Charle- 
magne,  adresse  k  TAcad^mie  des  sciences  de  Paris  une  Dote  dans 
laquelle  il  fait  connaitre  une  nouvelle  formule  pour  les  tensioDS 
des  vapeurs. 

M.  Bary  propose  de  repn^seDter  les  tensions  de  la  vapeur 
d'eaa  au-dessous  de  100^  par  la  formule  empirique 

Iogy=Iog7flO-5£±^; 

est  rdasticitä  de  la  vapeqr  ezfriat^e  eo  ■ullliiifttres  de  ncrcmre 
0^;  «  «st  la  lemp^rature  eomptde  eo  degräs  oeoltdainiaisx  posi« 
tiTement  au  dessous  de  oe  Doiot.  C'est  la  farnnle  de  Rache  ai^f- 
mentee  d*uD  tenne  en  x^.  M.  Bary  croit  cette modificatioD  n^es- 
saire  pour  que  la  foraiiule  embrasse  un  interralle  de  tempi^rature 
UD  peu  ^teodu.  En  calculant  les  constantes  a,  b,  c,  d*apr^s  les 
obserratioDs  faites  par  M.  Reeoaxilt  ^7fSfi,  k  fSOP  ^  k  £»<>,  oa 
obtieDt  une  expression  qui  reproduit  fid^lement  les  expi^riences  de 
ce  phYsicieu  entre  100^  et — o2^.  Cette  formule  logarithmique  est 
plus  simple  et  se  pr^te  &  une  extensioa  plus  grande  que  la  for- 
mule exponentielle  ä  cinq  constantes  imagini^e  par  AI.  fiiot  et 
adopt^  par  M.  Regnault. 

L'auteur  applique  ensuite  sa  formule  aux  exp^riences  de 
HM.  Arago  et  Dulong  sur  les  ölasticiti^s  de  la  vapeur  a()ueuse 
entre  100^  et  224^:  puls  il  a  recours  ä  une  autre  modification  de 
la  formule  de  Rocne,  qui  est  plus  commode  dans  le  ca«  oü  c*est 
U  t^mperature  de  la  vapeur  qui  est  Tinconnue.  Faisant  pour  abre- 
g«  logy=«,  il  pose 

•^"-    A-z    ' 

?designe  la  tension  de  la  vapeur  estimee  en  atmosph^res  de 
60"*,  et  X  est  la  temperature  comptiie  a  partir  de  VXr  positive- 
raent  au-dessus  de  ce  point.  Les  deux  formules  s*accordeut  aussi 
bien  l'nne  que  l'autre  avec  Tensemble  des  observations  de  MM. 
Arago  et  Dulong;  entre  100^  et  140^  environ  elles  sont  un  peu 
plus  exactes  que  la  formule  binome  empioyäe  par  ces  physiciens. 
M.  Bary  justifie  le  choix  de  ses  formules  par  des  tableaux 
qui  ofirent  les  r^ultats  de  leur  comparaison  avec  Texperience* 
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l«'awteur  pense  que  les  formules  qu  il  propose  fieraient  snscep- 
tiDles  de  plosieurs  autres  applicatioos.  II  cite  comme  exemple  le 
pa«s^e  de  la  chaleur  rayQDnante  ä  travers  des  lames  solides  Ott 
liquides  dont  on  fait  vaner  F^paisseiir.    Soit  r^^qualioD 

logy=logF-.2£±^, 

oü  y  est  la  quaotitö  de  chaleur  traDsmise  k  une  öpusseur  variable 
^,  et  Fla  quantitd  de  chaleur  qui.  repood  ä  ar=0.  II  a  traduit 
en  Dombres  cette  formule  pour  la  chaleur  qui  rayonne  d'une  lampe 
de  Locatelli  et  oui  traverse  des  lames  de  verre,  de  cristal  de 
röche  limpide,  d'huUe  de  colza,  ou  d'eau  disÜU^e,  et  il  aconstate 
gue  la  formule  satisfait  tres  bien  ä  ces  quatre  s^ries  d'observatioDS 
faites  par  M.  Melloni.  Cette  Interpolation,  dit  M.  Bary,  est 
moins  penible  que  celle  de  M.  Biot,  qui  decompose  le  flux  total 
•  1/  I  "5  en  trois  flux  partiels,  reprösente  chacun  d'eux  par  une 
integrale  d^finie,  et  ajoute  ensuite  ces  trois  integrales. 


Das  PocheQot'sGhe  Problem  auf  der  Kugel. 
Von  dem  Herauageber. 

j  J°  T*^;  '•  %•  6-  8«*«n  die  sSmmtlichen  Seiten  und  Winkel 
de«  Dreiecks  ABC  und  ausserdem  die  beiden  an  dem  Punkte  D 
liegenden  Winkel  ADC  und  BDC  gegeben.  Beseichoeii  wir  dana 
alle  ^Iten  und  Winkel  so,  wie  es  in  der  Figur  geschehen  Ist, 
so  ist  o       ö 

und  nach  den  Principien  der  spärischen  Trigonometrie  haben  wir; 

sin  a :  sin  9  =:  sin  a  :^in  0?, 
sin/?:sinv^::rsin6:siny 
und 

/    .  m     cosc— cosarcos«   • 

cos  («  +  6)= ; 1 ^. 

^       '^^  sinorsm^        ^ 

8etzert  wir  nun  im  Folgenden  der  Kürze  we^en 

sing  sinjS 

~"sina*  ^^  sin 6' 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

sin<p=:isinj7,  sinv^=:jiisiny; 
also 

Asina;  +  fAsiny  =  2sini(9)-|-v)cosi(9  — v')^ 
Asin  X  —  ftsiny =2cos  J  (9>  +  V)  sin  i  (9>— v) ; 
d.  i. 
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lainx-t-  ftsiD  y = ^aio  {  Ccob  i  (7 — v)  > 
liAn»—n8iojf='icoBiCs\a{(<p—f)', 

fol^icb 

* .  '*' 

Weil  miD  nach  dem  Obigen 

cos  X  cos  y  =  cos  c— cos  (a  -f-  ß)  sin  :r  sinjf 

ist,  so  erh&It  man ,  wenn  man  auf  beiden  iSeiten  dieser  Gleichung 

7[aadriTt  und  dann   statt    des  Products  cosjr^cosy*  das  Prodnct 
1— sinj;^(l— cosy*)   einfährt ,    nach   einigen  leichten  Reductio- 
nen  die  Gleichung: 

sin  c*^  sin  :r'-t- ^^Dy*-*  2  cos  ccos  (a -|- /7)  sin  ^rsiny 
-«- sin  (a  4*  ^  sin  or*  sin  ]y*, 

d.  i.  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

äDC>=r ji + 2 j^5 

2cosccos(tt+/3)sinUP-f  (y"y))giPK<M9r-y)) 

.     sin(ir+P)«slni(g+(y-y))^groUC-(y-y))' 
welche  man  leicht  auf  die  Form 
sinc«=(^ä+;?)  t«n  4  C*co«  i(9--^)'+cosl  C*sini  (V-^')*! 

--^^"'"\;'^"'^^{aintC>cosUy>y)»-cosiC»sinUy-y)«) 

-^^^'^^J««"  4  C*cos i  (V-V')»- cos  i  C«  sin  1  (9- V)«) 
oder  nach  gehSriger  Entwickelung  auf  die  Form 

.     _      /'l       1       2cosccos(a+/J)\  ,    ,^       .,         ._ 
»inc*=^j5  +  -5 ^ ^jslniC«cosi(9>— V')* 

/i    .  1      2cpscco8(a+jJ)\        ,  ^1,  .    , ,        V- 
+(it+j3+ iji ^^coslC*8in4(9-v)* 

+  (xi— ;?)  «*n  Csin  i  (9— v)  cos  1  (9— V) 

sin  (a+|8)*  .    ,  ,u       1/        \4 
aS?^  *■"  1 C*  cos  i  (v— V')* 
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^— C08l  C*8iDi(9-V)* 

bringt. 

Dividiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  die8er  Gleichung  mit 

8in  4  C*co8  i  (9— vO' 
und  8etzen 

80  erbalten  wir,  wenn  der  Karze  wegen 

/Ii =sinc*coMci  C* 

I  t      3  CO8CCO8  («+/?)      rfn(«  +  ft« 

Ci  =i  d.^««ee  1  C-^{i, +1  j2^2S£^ii^) 

/>!  ^=  8in  c*  co8ec  J  C* 

II  2c08CC08(tf+  /J)       8in(g-hff)«        ,  , 

-tp+;;?+ Xji pj;^-co8iC*|eot4C« 

gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  von  tang4(9 — ^)  die  folgende  Glei- 
chung des  vierten  Grades: 

0= Jj  +M  tang  i  (9»-v)  +  <\  tang  i  (y-.^)«+i?i  tang4  (»-^)» 
+AtangJ(9-^)*, 

wobei  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass  sich  der  CoefBcient  C\, 
wie  man  leicht  findet ,  durch  die  Coeflicienten  Ai  und  D^  auf  fol- 
gende Art  ausdrücken  iSsst: 


Am  i4ten  März  1845  starb  zu  London  Dr.  J.  Fr.  Daniel!, 
Prof.  der  Chemie  am  King's  College,  Secretair  der  Royal  Society 
für  das  Ausland,  u.  A»  durch  seine  Meteorotogical  Essay's. 
1823.    3.  edit.    1845.  allgemein  bekannt. 
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Di«  Vom  Minister  Villemain  l>ei  dien  KammMii  i«  Pari« 
lieantragte  und  von  dietieo  beschloa»eiie. '  SnmraliiDg  und  Heraus- 
gabe der  Schriften  von  Fermat  hat  einen  erfreulichen  För^ang 
genoDunen*  Libri  bat  bei  einem  Antiquar  in  Metz  eine  bedeu- 
tende Anzahl  Handschrifien  gefunden«  Bidgrapbisdie  Notizen 
sind  eingesendet  worden ,  nach  denen  Fermat  nicht  zu  Toulouse» 
sondeni  zu  Beaimont'de-'Lomagne  f^tbeien  ist  Auch  iri  Deutsch- 
land boft  man  noch  Handschriften  aufBofinden.  Der  Minister 
Salvandy  hat  die  Herausgabe  Libri  übertragen  (Jenniscbe  all- 
gemeine Literatur-Zeitung.    1845.    Nr.  148.    8l  590). 


L'Acadi^mie  des  seiences  de  Paris  a  apprts,  qu'on  vient  de 
retrourer  chez  un  libraire  de  Paris  un  des  ouvrages  perdus  d'un 
ff^om^tre  du  XVH«  siöcle»  Desargues,  Je  conteuiporain  et  l'ami 
de  De^cartes,  de  Fermat  et  de  Pascal.  On  'a  ni^me Tespoir 
de  retrouver  d'autres  ouvrages  du  m^me  geom^tre»  tous  perdus 
jusquici,  et  qn'pn  ne  eonnaiseait  que  per  le  dire  de  diuärents 
auteurs  ^ui  en  avaient  pariö  avec  i^loge.  ^  L'Academie  a  charg^  sa 
oommission  administrative  de  faire  Tacquisition  de  i'ouvrage  retrouv^» 
et  le  ministre  de  Pinstniction  publique  sera  pri^  de  faire  faire  des 
recberdMs  pour  tAcher  de  retrouver  les  autres  ouvrages  du  m^me 
aateur,  sur  Texistence  desquels  oo  possMe,  ä  ee  qu'il  parait» 
qaciques  indices. 


Die  Firstlfch  Jablonotrskfsche  Cresellschaft  zu  .Leipzig 
hat  den  Einsendungstermin  der  Bearbeitungen  der  un  Literarischen 
Bericht  Nr.  XVIIL  S.  288.  angeaeigten  Preisaufgabe  bis  Ende 
MSrz  1816  verlängert  und  den  Preis  auf  48  Dukaten  erhöhet.  Die 
Adresse  ist  an  den  Jedesmaligen  Sekretär  der  Gesellschaft  zu  richten. 


Einige  Bemerkungep  über  die  Abhandlung  Thl.  VI.  Heft  U« 

Nr.  XXIX. 

An«  einem  Schreiben  des  Herrn  Profettor  Dr.  Steg  mann 
an  4er  Uniiremtät  sn  Mafbnrg  m  den  Heranigeben 

In  dem  vorher  genannten  Hefte  des  Archivs  indet  sich  von 
Seit»  187  an  eine  recht' zierliche  Entwickelung  verschiedener  be- 
stimmter Integralien  von  Herrn  Oberlehrer  Arndt  in  Stralsund, 
derep  Verständniss  aber  leider  durch  einige  Dreck  *  oder  Scbreii»- 
fehler  etvi'as  beeinträchtigt  wird.  Für  den  Fall,  däss  Sie  diesel* 
ben  vielleicht  noch  nicht  von  anderer  Hand  mitgetheilt  erhalten 
haben,  ist  es  Ihnen  wohl  angenehm,  wenn  ich  sie  hier  anzeige, 
da  die  Abhandlung  um  ihres  interessanten  Inhalts  willen  gar  sehr 
verdient,  völlig  conrect  gemacht  zu  werden. 

Seite  187.  Zeile  i2  y.  u.  ergänze  hinter  dem  Worte  „ver- 
schwindet'' die  Worte:  „in  so  fern  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet''. 
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Seite  191.  Zrile  8  v.  n.    stett  —iiAhsüßm)*  lese    man 
>-l9iJ*.4<2m-'l)log3. 
.    Seite  192.  Zeile  6  muss  iiosaen: 

=-i««(2«+l)«(log2-*«1^:il|^. 

Von  hier  an  ^aber  mdcble  der  folgende  PaMns  bis  ZeU^  f  7 
vielleicht  besser  m>  lauten: 
,9  Daher  ist  jetzt 

(12)  #       iplogBin fpdfp 

^wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  ungerade 
,,oder  ungerade  ist.    Fflr  m=1  erhält  man  8(^ort 

(19)  ~ß9  logein  9^9)=—  J«*  (log2— 2*«  V^l), 

9,  wie  es  sich  auch  aus  (8)  ergiebt,  wenn  man  daselbst  m=0  macht.'' 
Seite  193.  Zeile  11  und  12  muss  es  statt  +(2;i^l)  beide  Maie 

heissen  -(2JI+1). 
Seite  193.  Zeile  13  aber  ist  statt  -(2^1)  zusetseo  <h(2i^i). 


.Verschiedene  mathematische  BemerkuDgai. 

Von  dem  Herrn  Üoctor  Dippe^ 
Oberlehrer  am  Gj-mooiiiam  Fridericmnum  sa  Schwerin. 

1. 

In  den  Miscellen  des  Archivs  (Tbl.  IV*  S.  223)  ist  eine  Auflosuns; 
der  Aulgabe  von  der  Trisection  des  Winkels  mitgetheilt,  welche 
von  trigonometrischen  Betrachtungen  ganz  unabhängig  ist.  Sie 
flflirt  auf  die  Gleichung 

a?*+aar»— 3rV* -2ar«a  +  aV = 0 , 

in  welcher  r  den  Radius  eines  Kreises  bedeutet,  in  dessen  Mittel- 
punkte der  zu  theilende  Winkel  seinen  Scheitel  hat,  während  a 
und  X  die  zu  dem  Winkel  und  seinem  dritten  Theile  gehörenden 
Sehnen  in  diesem  Kreise  sind.  Ein  Blick  auf  diese  Gleichung 
zeigt  UDS,  dass  x^^ — a  eine  Wurzel  derselben,  die  Gleichung 
also  durch  x  +  a  theilbar  ist.  Man  erhält  mithin  die  Gleichung 
dritten  Grades 

Ist  der  zu  theilende  Winkel  =2C,  so  ist  a=:2rsin6%  ar  = 
2rsin  \  d  und  die  Gleichung  reduicirt  sich  auf  die  bekannte 

<sin  i  O«— J  sin  i  C+i  sin  C=0. 
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Die  GleicbuDg  («m  l  C)'-^  i  sin  l  C+\  ski  C=^0  wird  io  den  ele- 
raentaren  Darstellungen  der  Trigonometrie  ffewuhnlich  benutzt,  uni 
die  Möglichkeit  der  Berechnung  einer  von  Grad  zu  Grad  fortschrei- 
teoden  Tafel  der  Sinus  nachzuweisen.  Hat  man  nämlich  aus  4^n 
Eigenschaften  der  regelmässigen  Vielecke  sin  18^  und  sin  15^  her- 
geleitet, so  findet  man  leicht  sin  3^,  und  kann  nun  auf  jene  Glei- 
chai^  verweisen,  deren  AunOsung  sinl^  liefert. 

Da  diese  Gleichung  aber  zum  Irrefluoib^hi'  falte  sehlkt,  sö 
setzt  ihre  Losung  entweder  die  Benutzung  trigonometrischer  Tafeln, 
deren  Berechnung  erst  nachgewiesen  werden  «soll,    oder  die  Ent- 

wickelmg  vsb  («4-^i)'nacb  dem  Ueomischen  Lehisatve,  pder  dif 
Keuntniss  der  AuflOsuag  höherer  numerischer  Gl^ckungefi  voraus. 
Die  eiste  Art  ist  wegen  des  specieUen  Zwecks  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  aossuschliessen ,  die  dritte  wegen  des  Standpunkten  4er 
Lerneeden.  Es  erbellet  lAiibia  die  Noibweddigkeit,  bei  der  Aus? 
einandersetzung  der  kiib&schen  Gleichungen  den  irreducibeln  Fall 
auf  dem  zweiten  Wege  ebenfalls  aufzulösen  und  sich  i^cht.Auf  die 
goniometrische  Losung  zu  beschränken. 

Unsere  Gleichung  bietet  dann,  wenn  tnan  C=3^  setzt,  ein 
vortreffliches  Uebungsbeispiel  dar,  da  die  ersten  Glieder  der  Reihen 
schon  ein  sehr  genaues  Resultat  geben.    Ihre  drei  Wurzeln  sind 

«+t?, g~+— 2-V3.t, 2 2~^''*» 

worin 

a=  — i(co8C)W*tangC)\t  und  i;=+J(co8  f7)*(l^ttangC)*.i 

sind,  wie  durch  leichte  Umformungen  der  Cardanischen  Formel 
gefunden  wird.    Man  erhält  dann 

tt+t?=(cos  C)' {i^^tang C— Ä^(tang  C)*+i!^(taiig  O»— *. },  ^ 

~  V3.i=l  (cos  C)V3{l-i^(tang  0'  +  ^^(tang  C)*-..|; 


wo  nach  der  bekannten  Bezeichnungsweise  • 

^  _»a--i).-.a--(*--i)) 

ist.    Bezeichnet  man  die  erste  Reibe  mit  P,  die  zweite  mit  Q,  so 
sind  die  Wurzeln 


Setzt  man  nun  sin  C=siu3^,  so  sind  die  drei  Wurzeln  sin  l^ 
sin  59^  und  sin— 61^,  wovon  der  Grund  leicht  einzusehen  ist. 
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In  der  alatileiniitteeheb  Theorie  des  LidMes  sind  dte  gottiome- 
Mscken .  FormelD 

sio  iz 
ttnd 


sftoiz 

von  der  grftssten  WichtigLeit.  Die  in  den  Snpplementen  zu 
Klflgel's  WnrterbQche  (ThL  IL  S.  636  ff.)  gegeboM  Herlelliiog 
derselben  xekhvei  sieh  dadurch  aa8>  da«B  sie  direkt  und  elegMit  iat, 
führt  aber  erst  nach  mancherlei  Umformungen  za  dem  gevHfnscbtea 
Resultate.     Als  ich  vor  einiger  Zeit  die  *" 


»niger  _     ^  _ 

nach  8chwerd   durchging,   der  jene  Formeln^  ohne  Beweis  aünf- 
stellt/  fand  ich  folgende  ganz  leichte  Ableitung  denelbeo. 
Aus  den  Gleicmigen 

sin(«*|-/3)mB  (a-^|3)s=siD«^— sin^» 
2cos(a-f/?)8in(a— /})=6in2a— sin2/} 

ergeben  sich  leicht  die  bekannten  Formeln 

1)  sin  («+«i)  sin  (« — «J  +  sin  (ffi+c^)  sin  (cj — «%).... 

2)   cofi  («+ai)  »in  (a— «d) + cos  («i  +«^ sin  (c,  — Oj)..., 
+  C08(««ii+«ii+i)  »»"(««— «fi+i)=cos(a+an+i)sin(«—««fi). 

Setzt  man  in  diesen  er — o^ = 0|  «^ o^ . . .  •  =«» — «n^i  ='"' ö  und 

«+«i=a:,  so eihSlt man «=^— ^j  •'i =2**"4* "•* "^^  ^2^*"**"^^4* 
-und  o+ai=a:,    «1+0^  =  ^:+«,    oi+<%  =  a;+22,....tfi,+«i,^l  = 

a?+«x,  sowie  «+«•+!  =ar+2-,  undc— ««+1=— ^— 2-^« 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (1)  und  (2),    so 
erhilt  man 

sin|.{sina^fsin(a:+z)+8in(a^|■2*)+..^+sio(x+lw)} 
=sm(ar-f-2)sin — g-^, 

sin  2*)«>««+<»s(a?+i)-feos(ar+2«)+.,..+ces(j>hu)| 
=cos(a:+^)»in^^-2"^,    . 
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woraufi  die  ohe*   biof^eateilten  OIcielraageD  «Idi   ohne  Weiteres 
ergeben. 


4. 

Scheuet  man  die  VermittelnDg  des  ImagiDflreii  Dicht,  so  kano 
iMui  die  in  4er  voriseD  Bemerkung  beigfelemteu  Formeln  auch  auf 
folgendem  Wege  ernalten. 

In  der  Progression 

o-Hi€+ae*....+iie*  =  -^-t — z — 

setxe  man 

a=cosj?-f  tsioor,  e  =  coS2-f  tsinx; 

dann  kommt  sogleich 

tcosar+cos  (of +2)+cos  (ar4-2x)+cos(a:4-3*)..*...+cos(jr+iix)) 
+  t{8in:r-f  sin  (ar-|-2)  +  8in  (.2r+2z)+8in  (.r-f  3z)*...  -f-sio  (x-\-nt)] 
(cQsar+asin  ar)  (1  ->cos(n+l)ap— <sin(H-l)a:) 
"~  1  — cosz— tsini  • 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  verwandelt  sich  sofort  in 

cosj? — co»(js+(n+i)3)+i(ß\nZ'^eitk(a+(n^i)z)9 

and  dies  in 

gflip     \       |8in(d?+-^)— ico8(ä?+-~-«)). 

Multiplicirt  man  nun  Zftbler  und  Nenner  der  rechten  Seite  mit 
1— coss-f  £sins, 
so  wird  der  Zähler 

sm  (:c  + -5-«)— sin(ar+-s-j) 

+  /  (cos  (x+  -g—*)  —  cos  (a^f  — ^)) 

und  der  Nenner  wird  4(sinis)*.  Durch  die  leichteste  Umformung 
erhält  man  dann  als  Zähler  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite 
unserer  Gleichung 

4sin2^^.sin5{cos(a:+^+tsin(ar+Y))- 

Wird  die  Division  mit  dem  Nenner  4(sinii;)*  ausgeführte  so 
wird  unsere  Gleichung 
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{ cos  x*f  cos  (or-f  ^) -f  •••• -f  ces(ir -4-1«) ) 
+ 1  { sin  X  +  sio  (x^-  x)  + .,.. + sin  (j:+ im)  } 

^siD~~z.cos(ar+-^)       Sin^^.8in(jr-f  y) 
sin—  siii-~ 

ans  welcher  dardi  Gleicfasetkang  Att  reellen  und  der  imaginSren 
Theile  die  in  Rede  stehenden  goniometrischeir  Formeln  erhalten 
werden. 


Mathematische  Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissensohaf- 
ten  zu  Kopenhagen. 

Fractiones  continuae»  in  quas  exphcari  possunt  radices  reales 
aeqaationum  al^ebraicarum  tertii  altiorisve  ^radas»  quae  coefficiea- 
tes  hahent  rationales  et  ad  ffradum  ioferiorem  reduci  ne^ueunt, 
qnalttakes  sine'  dubio  babent  ssniie^  Ulis>  quas^  in  ae<(fiationibu8 
primi  ft  secundi  gradus  cognitas  habemus.  Desinit  quidem  finita 
torma  fractionum  continuarum,  ubi  aequatlones  primum  gradum 
excedunt,  desinit  periodicitas  ultra  secundum,  sed  pro  hisce  for- 
mis  aiiae  exstare  possunt  explicatiöoum  genera,  quae  st  bene  cog- 
nita  fuerinty  ad  analysin  indeterminatam  promoTendam  magnopere 
vaieant  PröponSmus  itaqiie,  ut  inqulratur  in  pn^ritates  generales 
firactionum  continuarum  gradus  altioris,  saltem  earum,  quae  illas, 
quas  noTimiis^  immediate  seouuntur,  idest^  in  quas  expricari  pos- 
sunt  radices  cubicae  irrationales  quantorum  rationalium ,  tta  ut  leges 
generales  definiantur«  quibus  tarn  ipsarum  fractionum  quam  seriet 
convergentium  principalium  terminos  ad  auemlibet  us(|ue  ordinem 
compuüire  liceat  sine  ulla  praevia  detenninetlooe  terminorum  om- 
nium  antecedentium. 

In  quaestionibus  tractandis  sermone  Latino,  Gallico^  Anglico, 
Crermamco,  Suecico^  DänicoVe  utl  licebit.  Commentationes  notandae 
erunt  non  nomine  scriptori«!»'  sed  tesstra  aliqua»  adjiciendaque 
Charta  obsignata,  eadem  tessera  notata^  ouae  scriptoris  nomen, 
ordinem  domiciiiumque  indicet.  (Preis  50  Dänische  Ducaten. 
Einlieferungstermin  vor  Ausgang  des  August  1846.  Adresse  an 
den  Sekretair  def  Akademie y  Herrn  Professor  Johann  Christ ian 
örsted.) 


Digiti 


izedby  Google 


113 


Harstettims  der  greometrischeii  Ter- 

wandtschaDten  mittels  proJektlYlscher 

Clelillde,  mit  besonderer  Rttckslcht  auf 

die  Theorie  der  höheren  Curren. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  GymnMium  ku  Heiligenstadt. 


Brster  Ttaefl. 

Begriff  der  geometrischeo  Verwandtschaft. 

a)  Sind  in  einer  Ebene  Q  (Taf.  II.  Fig.  1.)  irgend  zwei  Punkte  B, 
K  gegeben,  so  bestimmt  ein  jeder  andere  Punkt  a  dieser  Ebene  zwei 
Gera£  a,  a',  weiche  den  letzteren  mit  By  B'  verbinden  >  und  um- 
gekehrt :  je  zwei  Strahlen  a,  o!  der  Punkte  By  B*  bestimmen  einen, 
und  zwar  im  Allgemeinen  auch  nur  einen  einzigen  Punkt  a  der 
Ebene  C  und  nur  diejenigen  zwei  Strahlen  derselben,  welche  zu- 
sammenfallen y  haben  nicht  bloss  einen,   sondern  unzählige  Punkte 

§emein.  Jeder  unendlich  entfernte  Punkt  bestimmt  zwei  parallele 
strahlen,  und  umgekehrt  Irgend  ein  System  von  Punkten  a,  b, 
c,  b...«  bestimmt  zwei  Strahlbüschel  ByB\  deren  Strahlen  a,  by 
Cy  d....;  a',  Vy  c'y  c2'....  paarweise  nach  jenen  Punkten  gehen, 
und  diese  Strahlbüschel  sina  in  Ansehung  dieser  Strahlenpaare 
perspektivisch  oder  überhaupt  projektivisch ,  jenachdem  jenes 
System  von  Punkten  einer  geraden  Linie  A  oder  einem  iLegel- 
sdinitte  Ky  welcher  durch  die  Punkte  ByB'  geht,  angehört,  und 
umgekehrt  (Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  4.  und  11.).  Insbesondere 
bestimmen  sSmmtliche  unendlich  entfernte  Punkte  von  C  zwei  pro- 
jektiviseh- gleiche  Strahlbflschel  ByB'. 

b)  Sind  andererseits  in  einer  Ebene  S  irgend  zwei  Gerade 
Ay  A'  gegeben ,    so  bestimmt  eine  jede  andere  Gerade  a  dieser 

Thcil  VII.  8 
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Ebene  zwei  Punkte  a,  a' ,  in  welchen  sie  die  ersteren  schneidet, 
und  umgekehrt:  je  zwei  Punkte  Qyü*  der  Geraden  A,A'  bestim- 
men eine  Gerade  a  der  Ebene  (&,  und  nur  diejenigen  zwei  Punkte 
derselben 9  weiche  sich  im  Durchschnitte  von  A,A'  vereinigen, 
gehören  unzähligen  Geraden  zugleich  an.  Jede  mit  A  (oder  A'^ 
parallele  Gerade  geht  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
A  (A^),  und  eine  in  £  unendlich,  entfernt  liegende  Gerade  geht 
nach  den  unendlich  entfernten  Punkten  von  A  und  A',  und  umge- 
kehrt. Irgend  ein  System  von  Geraden  a,  b,  c,  d.,..  bestimmt  auf 
A,A'  zwei  Punktenschaaren  a,  6,  c,  b....;  o',  b',  c',  6'....,  und  es 
sind  die  Geraden  A,  A*  in  Ansehung  dieser  letzteren  perspekti- 
visch oder  projektivisch  überhaupt  9  jenachdem  erstere  durch  einer 
lei  Punkt  B  gehen  oder  einen  Kegelschnitt  K  umhüllen ,  welcher  . 
auch  AfA  zu  Tangenten  hat,  und  umgekehrt  Insbesondere  be- 
stimmt jeder  unendlich  entfernte  Punkt  B  zwei  projectivisch- ähn- 
liche Gerade  A^  A'^ 

c)  Betrachtet  man  jetzt  irgend  zwei  Ebenen  S ,  Si  und  denkt 
«ich  in  der  einen  ^  ^y  zwei  Strahlbüschel  Ä,  R  oder  zwei  6e 
rade  A,  A  ^  und  in  der  anderen»  4^i,  zwei  Strahlbüscbel  Bi^  Bt'  oder 
zwei  Gerade  Ai,  Ai  dergestalt  gegeben,  dass  Immer  das  eine  Gebilde 
der  einen  Ebene  mit  einem  Gebilde  der  anderen,  und  das  andere 
der  ersten  mit  dem  anderen  der  zweiten  projektivisch  ist,  d.h. um 
bestimmter  zu  reden,  dass 

entweder   a)  Ä(a,6,c,A...)=Äi(ai,6i,i?i,e/i....)  und  zugleich 

oder  ß)  Jl(a,6,c,  b....)  =  -4x(ai,bx,C|,6i....)und 

A'  ((!',  b',  c',  6'....)  =  ^i'  («i',  b/, Ci ',  ^'..  .) ; 

^oder   y)  JB(a,6,c,  A...)  =  -4i  (Oi,bi.Ci,6x....)  und 
Ä' K,  Ä',  c',  rf'....)=^/ (aiM)i',  c/,  ^l'....) 

ist,  so  bestimmt  im  Falle  a)  ein  jeder  Punkt  o  der  Ebene  S  zwei 
Strahlen  a,  a'  der  Strahlbüschel  \B,  B' y  diese  wieder  bestimmen 
zwei  und  zwar  nur  zwei  Strahlen  a^,  Oi' ,  welche  denselben  in  den 
Strahl büscheln  Bi,  B^'  entsprechen,  und  diese  im  Allgemeinen 
einen  einzigen  Punkt  o^  der  Ebene  S| ;  und  umgekehrt  wird  der 
Punkt  a  durch  den.  Punkt  di  bestimmt. 

Im  Falle  ß)  bestimmt  eine  lede  Gerade  a  der  Ebene  OS  zwei 
Punkte  a,  a'  der  Geraden  A,  A^;  diese  wieder  bestimmen  zwä, 
und  zwar  nur  zwei  ihnen  entsprechende  Punkte  a^,  Oi  der  Gera- 
den Ai,  Ai  y  und  diese  im  Allgemeinen  eine  einzige  Gerade  0| 
der  Ebene  ^i ;  und  umgekehrt  wird  die  Gerade  a  durch  die  Gerade 
Ol  bestimmt. 

|m  Falle  r)  bestimmt  ieder  Punkt  fl  der  Ebene  6  zwei  Strah- 
len a,a'  der  Strahlbüschei  £,  £^  diese  bestimmen  die  ihnen  ent-  • 
sprechenden  Punkte  Oj,  Oi'  der  Geraden  Ai,  Ai',  und  letztere  im 
Allgemeinen  eine  einziehe  Gerade  a^  der  Ebene  ^i ;  und  umgekehrt 
wird  der  Punkt  a  durch  die  Gerade  Oi  bestimmt. 

</")  Zwei  Ebenen  S,  Sj  können  also  mittels  projektivischer 
Gebilae  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  auf  einander  bezo- 
gen werden:   entweder  nämlich  entspricht  im  Allgemeinen 
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ff).  einemJedM  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
Punkten  der  einen  Ebene  ein  bestimmter  Punkt  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Punkten  der  anderen,  und  umgekehrt : 
er^re  den  letzteren;    oder 

ß)  einer  jeden  Geraden  und  einem  jeden  Systeme  von 
Geraden  der  einen  Ebene  eine  bestinmite  Gerade  und  ein  be- 
stimmtes'System  von  Geraden  deranderen;  und  umgekehrt: 
erstere  den  letzteren;    oder  * 

y)  einem  jeden  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
Punkten  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Geraden  der  anderen,  und  umgekehrt: 
erstere  den  letzteren. 

Zwei  auf  irgend  eine  von  diesen  drei  Arten  auf  einander  bezo- 
«(ene  Ebenen,  sowie  auch  je  zwei  entsprechende  Systeme  ihrer 
Elemente,  beissen,' in  Ansehung  der  zwei  Paar  projektivi- 
sehen  Gebilde  <B,2?i  und^',  Ä',  oder  A,Ai  und  A^Ai',  oder 
B,Ai  und  B'^Ay,  geometrisch  verwandt  (oder  aucn  bloss 
verwandt),  und  diese  Beziehung  selbt  die  geometrische  Ver- 
wandtschaft derselben. 


§.2. 
Besondere  Fälle. 

Die  wettere  Eintheilung  der  geometrischen  Verwandtschaften 
geht,  wie  bereits  die  so  eben  erhaltene,  unmittelbar  aus  den,  im 
Wesen  der  projektivischen  Beziehungen  überhaupt  gegebenen  Un- 
terschieden hervor.  Namentlich  bieten  sich  arei  verschiedene 
Gesichtspunkte  dar,  von  denen  die  beiden  ersteren  alle  drei  Fälle 
>)'  ß)»  Y)»  ^^^  dritte  dagegen  nur  die  Fälle  a)  und  ß)  betreffen: 

1)  Nach  der  projektivischen  Beziehung  der  den  Ge- 
bilden beider  Enenen  gemeinschaftlichenElemente  auf 
einander. 

Entweder  nämlich  a)  entspricht  das  den  Gebilden  der  einen 
Ebene  gemeinschaftliche  Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  in  keiner  Beziehung,  d.  h.  weder 
insofern  ersteres  zu  dem  einen,  noch  insofern  es  zu  dem  anderen 
Gebilde  gerechnet  wird ;  b)  oder  ersteres  entspricht  dem  letzteren 
nar  insoiem  jenes  zu  dem  einen  Gebilde  gerechnet  wird;  oder 
c)  beide  entsprechen  sich  in  beiderlei  Hinsicht. 

2)  Jenuchdem  die  Ebenen  aufeinander  liegen  oder 
nicht  Im  ersten  Falle  können  die  gegebenen  zwei  Paare  projek- 
tivischer  Gebilde  beide  oder  auch  nur  das  eine  schief,  perspek- 
tivisch, oder  aber  aufeinander  oder  concentrisch,  und  ins« 
besondere  involutorisch  liegen,  und  es  entstehen  die  Fragen: 
ob  und  wieviele  Paare  entsprechender  Elemente  sich  vereinigen? 
pb  und  wieviele  Paare  einander  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  ? 

ä)  Nach  der  projektivischen  Beschaffenheit  der  ge- 
gebenen Gebilde;  d.  h.  jenachdem  beide  Paare  oder  nur  das 
eine  projektivisch  überhaupt,  oder  projektivisch- ahn  lieh 
oder  projektivisch -gl  eich  sind. 

8* 
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Im  Folgenden  wird  der  erste  Gesichtsbuokt  Torberrschend  die 
Ordnung^  der  Betrachtung  bestumnen »  und  daher  werden  zuvorderst 
die  beiden  unter  1.  a)  und  1*  b)  begriffenen  Verwandtschaftsarten^ 
welche  wir  die  höheren  nennen  wollen,  und  im  zweiten  Theil 
dieser  Abhandlung  die  dritte  Art,  welche  anter  den  Namen  der 
Collineation  und  Reciprocität  bekannt  ist,  in  Untersuphui^ 
gezogen  werden.^ 


§.  3. 

Bestimmtheit  zweier  und  vermittelte  Beziehung  mehre- 
rer geometrisch  verwandter  Systeme  auTeinander* 

Da  nach  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  2.  das  ganze  System  der 
entsprechenden  Eiementenpaare  zweier  proj.  Gebilde  vollkommen 
bestimmt  ist,  wenn  irgend  drei  dieser  Paare  beliebig  gegeben  sind, 
so  niuss  auch,  was  unmittelbar  einleuchtet: 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt  sein,  wenn 
In  jeder  die  beiden  Punkte  oder  Geraden  B^B';  A,A' 
undf  BifBi';  Ai^Ai,  und  ausserdem  ireend  drei  Paar 
entsprechende  Elemente  der  beiden  Eoenen  gegeben 
sind. 

2)  Man  kann  in  zwei  Ebenen  die  Mittelpunkte  oder 
Richtungslinien  zweier  Paare  projektiviscner  Gebilde 
und  ausserdem  drei  Elementenpaare  beliebig  annehmen 
und  sodann  festsetzen:  die  Ebenen  sollen  in  Ansehung 
der  ersteren  geometrisch  verwandt,  und  die  letzteren 
sollen  entsprechende  Elementenpaare  derselben  sein« 

3)  Von  zwei  geometrisch  verwandten  Systemen  ist 
das  eine  vollkommen  bestimmt,  wenn  das  andere  System 
und  die  Verwandtschaft  ihrer  Ebenen  vollkommen  be- 
stimmt ist. 

4)  Ist  in  einer  Ebene  irgend  ein  System  von  Punk« 
ten  oder  Geraden  gegeben,  so  kann  man  in  dieser  Ebene 
die  Mittelpunkte  oder  Richtungslinien  zweier  Gebilde 
nebst  drei  Elementen  jenes  Systems,  und  in  einer  zwei- 
ten Ebene  die  Mittelpunkte  oder  Richtun&^slinien  zweier 
mit  den  ersteren  projektivischer  Gebilde  nebst  drei 
Elementen  beliebig  annehmen  und  sodann  festsetzen: 
diese  drei  Elemente  sollen  einem  zweiten  Systeme  an- 
geboren, welches  mit  dem  ersten  In  Ansehung  jener 
Gebilde  geometrisch  verwandt  sei,  und  zwa^r  sollen  sie 
jenen  drei  Elementen  des  ersten  Systems  entsprechen. 

Ferner  ergibt  sich  aus  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  5.  unmittel- 
bar der  folgende  Satz: 

5)  Sind  in  einer  beliebigen  Anzahl  von  Ebenen  eben- 
so viele  Systeme  von  Punkten  oder  Geraden  in  bestimm- 
ter Ordnung  gegeben,  und  ist  der  Reihe  nach  ein  jedes 
dieser  Systeme  mit  dem  ihm  zunächst  folgenden  geo- 
metrisch verwandt,  so  ist  ein  jedes  derselben  mit 
jedem,  und  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letzten 
geometrisch  verwandt. 
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Erste  Art 
der  hofaereo  geometrischen  Verwandtschaften. 

«• 
Ztoei   Systeme   von  Punkten. 

§.4. 

Denkt  man  sich  in  der  Ebene  S  (Taf.  IL  Fis.  1.)  zwei  Strahlbüschel 
BfB*,  und  in  der  Ebene  Si  zwei  StrahibOschei  Bx^Bi  derge- 
stalt gegeben ,  dass 

•  B  (a, 6,  c,  c/...,)  =  JBjL  (tti,  6i,  Cj,  c^....)  und 
B'  (a',6',c',rf'..)=iBi'(ai',  V,ci',rf/..), 

und  dass  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  P"  von  B,  B'  sowohl  in- 
sofern er  zu  B  gehört^  ein  solcher  Strahl  /V  in  B^  als  auch  in- 
sofern er  zu  f  ^gehurt,  ein  solcher  Strahl  /\  in  B^  entspreche, 
welcher  nicht  mit  dem  gemeinschaftlichen  Mrahle  P^"  von  B^, 
By  zusammenßillt ,  so  werden  auch  umgekehrt  dem  letzteren,  /\  , 
in  den  Strahlbüscheln  Ä,  B'  resp.  zwei  von  P"  verschiedene 
Strahlen  P' ,.  P  entsprechen  müssen;  und  wird  der  Durchschnitt 
von  jP,  jP  mit  B" ^  und  der  Durchschnitt  von  Pj,  /\'  mit  Bx" 
bezeichnet,  so  wird  allen  Punkten  von  P"  ein  einziger  Punkt  der 
Ebene  S^ ,  nämlich  B^'^  und  dem  Punkte  B"  ein  jeder  Punkt  der 
Geraden  Px"  in  S^  entsprechen ,  und  umgekehrt.  Ferner  entspricht 
jedem  Punkte  p  von  P  derjenige  Punkt  m  S^ ,  in  welchem  der  dem 
P  entsprechende  Strahl  von  Bi  9  d.  i.  P/^  den  dem  p  entspre- 
chenden Strahl  von  Bi,  d.  i.  »,  schneidet,  also  immer  ein  und 
derselbe  Punkt  Bi\  und  gleicn erweise  entspricht  jedem  Punkte 
von  M^  ein  und  derselbe  Punkt  B^'i  u.  s.  w. 

Die  drei  Punkte  Ä,  B' y  B"  und  2?i ,  J5/,  B."  werden 
Hauptpunkte,  und  die  drei  Geraden  P^  P ,  P"  und/^i,  jP/, 
Pj"  werden  Hauptlinien,  und  die  von  denselben  gebildeten 
Dreiecke  Hauptdreiecke  genannt ;  und  zwar  heissen  sowohl  je 
zwei  Hauptpunkte  B,  Bi;  B'^  B/ ;  B",  By',  als  auch  je  em 
Hauptounkt  und  eine  Hauptlinie  J&,  Pj ;  Ä',  A';  B\Px"\  Äi, 
P;  Jii',  P;  Bi",  P',  und  endlich  die  Hauptdreiecke  selbst  zu- 
geordnet. 

Sind  die  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  von  S,  Si  gege- 
ben ,  so  kennt  man  von  jedem  der  beiden  Paare  proj.  Strahlbüscnel 
B,  Bx  und  f ,  Bx  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen ;  also  lässt 
sich  jetzt  der  Satz  1)  des  §.  3.  dergestalt  aussprechen : 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zVreier  Ebenen 
ist  vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt,  sobald 
ihre  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  und  irgend 
ein  Paar  entsprechende  Punkte  derselben  gegeben 
sind;   und  auf  ähnliche  Weise  die  Sätze  2),  3),  4)  desselben  §. 

Ist  in  <E  irgend  eine  Gerade  A  gegeben ,  deren  Punkte  a,  6,  c, 
b..  die  Strahlen  a, 6,c,cf..;    dyh\cyd,...  in  £,  A' bestimmen,  und 
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Sind  «1, ^1,  q,  r/i... ;  «i',  bi, Ci,  d^„.  die  den  letzteren  in  Bi,Bi   ent- 
sprechenden Strahlen ,  so  hat  man : 

=  B^'  (oi',  6i',  Cj',  cl|'....)> 
also  auch 

*i  {ai»biyCiyd^....)  =  Bi{ai\b^\ciydi ..,.). 

Geht  nun  2I  durch  den  Hauptpunkt  B",  so  fallen  in  Bi,  B^ 
zwei  entsprechende^ Strahlen  mit  dem  gem. Strahle Pi' zusammen  ; 
nach  Archiv,  Thl.  IV.  Nr.  XXX.  8.  entspricht  also  der  Geraden  A  eine 
Gerade^].  In  jedem  anderen  Falle  dagegen,  wo  die  Strahibuschelf], 
By  schiefliegend  sind,  entspricht  der  A  ein  Kegelschnitt  Mi] 9  wel- 
cher durch  die  Punkte  B^ ,  B^  und  zugleich  aurch  den  Punkt  Bi" 
geht,  der  dem  Durchschnitte  von  A  und  jP^  entspricht  (Nr.  XXX.  11.). 

Denkt  man  sicfa^  nun  die  beliebig'  liegende  A  als  den  perspek- 
tivischen Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel  B,  B",  so  entsprechen 
den  letzteren  in  ^i  zwei  Strahlbüschel  i?i,  Bi" ^  deren  Strahlen 
sich  paarweise  auf  dem  Kegelschnitte  [Ai\  schneiden,  welche  also 
unter  sich  und  demnach  mit  jedem  der  Strahlbüschel  B,  B"  pro- 
jektivisch  sind.  Also  entspricht  nicht  nur  jedem  Strahlbüschel 
B^B  ^  sondern  auch  jedem  Strahlbüschel  B^  ein  demselben  pro- 
jektivisches  B^'. 

Sind  die  Strahlen  zweier  Strahlbüschel  By  R  paarweise  paral- 
lel, so  sind  letztere  projektivisch- gleich  (g.  1.  ft),  also  sind  auch 
die  denselben  entsprechenden  Strahlbüschel  Jß^,  B^  projektivisch 
und  bestimmen  einen  Kegelschnitt  Ri ,  welcher  durcli  ß^,  £/,  B*" 
geht,  und  da  einem  ieden  Kegelschnitte  [^^iL  welcher  durch  die 
drei  Hauptpunkte  geht,  auch  umgekehrt  eineGerade  A  entsprechen 
muss,  so  Vie^n  alle  unendlich  entfernten  Punkte  von  S  in  einer 
einzigen  geraden  Linie.  Dem  Kegelschnitte  Ri  steht  Übrigens  ein 
anderer,  "K,  in  der  Ebene  QE  zur  Seite,  welcher  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  von  (l^  entspricht.  Hat  die  Gerade  A  mit  R 
zwei,  nur  einen  oder  keinen  Funkt  gemein,  so  hat  auch  der  Kegel- 
schnitt [2I1I  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  von  C^  resp. 
zwei,  nur  einen  oder  keinen  Punkt  gemein,  d.  h.  er  ist  eine  Hy- 
perbel>  eine  Parabel  oder  eine  Ellipse. 

2)  In  zwei  geometrisch  verwandten  Ebenen  entspricht 
a)  jedem  Punkte  einer  Hauptlinie  ein  einziger  Punkt, 
nämlich  der  dieser  Linie  zugeordnete  Hauptpunkt; 
h)  jedem  Hauptpunkte  die  sämmtlichen  Punkte  der  ihm 
zugeordneten  Hauptlinie;  c)  jedem  Strahle  eines 
Hauptpu.nktes  ein  bestimmter  Strahl  des  ihm  zugeord- 
neten Hauptpunktes;  d)  einem  jeden  Strahlbüschel 
eines  Hauptpunktes  ein  demseloen  projektivischer 
Strahlbüscnel  des  zugeordneten  Hauptpunktes. 

3)  Einer  beliebigen  Geraden  A  der  einen  Ebene  ent- 
spricht in  der  anderen  ein  Kegelschnitt  [AAy  welcher 
durch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  und  insbesondere 
entspricht  der  unendlich  entfernten  Geraden  einer 
jeden  von  beiden  Ebenen  ein  eigenthümllcber  Kegel- 
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schnitt  El,    R,    welcher   durch    die    drei   Hauptpuolcte 
geht. 

4)  EiDem  jeden  Kegelschnitte  der  einen  Ebene,  wel- 
cher durch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  entspricht  eine 
bestimmte  Gerade  der  anderen  Ehene. 
»  6)  Der  Kegelschnitt  [Ai]  ist  entweder  eine  Hyper- 
bel, oder  eine  Parabel  oder  eine  Ellipse,  jenachdem 
die  Gerade  4  mit  dem  Kegelschnitte  R  zwei,  ader  nur 
einen  oder  keinen  Punkt  eemein  hat. 

Da  endlich  jeder  Kegelscnnltt  C,  welcher  nur  durch  zwei 
Hauptpunkte  B,  B'  geht,  zwei  proj.  Strahlbfischel  B,  B'  bestimmt, 
deren  entsprechende,  Bt,  Bi' ,  ebenfalls  projektivisch  sein  müs- 
sen, hier  aber  die  Strahlen  Pi,  P^  sich  nicht  entfi^rechen  ken- 
nen ,  da  die  B,  B'  keine  yereinigten  entsprechenden  Strahlen  (P^) 
besitzen,  so  folgt  ferner: 

6)  Einem  jeden  Kegelschnitte  C  der  einen  Ebene» 
welcher  bloss  durch  zwei  Hauptpunkte  geht,  entspricht 
auch  in  der  anderen  ein  Kegelsclinitt  {^^  welcher  bloss 
durch  die  beiden  zugeordneten  Hauptpunkte  geht;  und 
dieser  ist  eine  Hyperbel,  eine  Parabel  oder  eine 
Ellipse,  jenachdem  ersterer  den  Kegelschnitt  R  in 
zwei  neuen  Punkten  schneidet.  In  einem  neuen  Punkte 
berührt  oder  nur  in  jenen  zwei  Hauptpunkten  trifft. 


§•  6. 

Es  sei  Si"  dieiehige  Gerade  vonSü  welche  den  mit  [Ai]  be- 
zeichneten Kegelschnitt  im  Hauptpunkte  Bi"  berührt ;  so  entspricht 
derselben  derjenige  Strahl  ^S"  in  S,  welcher  der  Geraden  A  in 
keinem  ausserhalb  P"  gelegenen  Punkte  begegnet;  denn  schnitte 
S*  die  A  ausserhalb  P''  in  einem  Punkte  n,  so  müsste  auch  Si" 
mit  [^il  einen  Punkt  Ui  gemein  haben,  welcher  nicht  in  Bi" 
Oele ,  kunnte  also  auch  niclit  Tangente  in  Bi'  sein.  Auf  die  näm- 
liche Weise,  oder  auch  noch  einfacher,  lässt  sich  zeigen,  dass  den 
Geraden,  welche  den  mit  C\  bezeichneten  Kegelschnitt  in  den 
beiden  Hauptpunkten  Bi,  Bi  beri'ihren,  diejenigen  Geraden  ent- 
sprechen, welche  die  Hauptpunkte  B,B'  resp.  mit  den  Durch- 
schnitten TOD  C  und  P,  P  verbinden. 

Wird  dagegen  der  Kegelschnitt  [il|]  oder  9|  von  einer  Gera- 
den Dl ,  welche  durch  kernen  Hauptpunkt  geht,  in  einem  Punkte 
Hl  berührt,  so  entspricht  letzterer  ein  Kegelschnitt  [/)]  j  welcher 
seinerseits  mit  der  Geraden  A  auch  nur  einen  Punkt  und  resp. 
mit  dem  Kegelschnitte  C,  ausser  den  Hauptpunkten  B,B\  auch 
nur  einen  Punkt  n  gemein  hat.  Ist  Ui  insoesondere  der  Durch- 
schnitt von  Ci  und  Pi,  so  hat  der  K^elschnitt  [D]  mit  C  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  in  B,  welche  dem  Strahle  J^ith  ent- 
spricht* 

1)  Geht  ein  Kegelschnitt  durch  diedrei  Hauptpunkte 
der  einen  Ebene,  so  entsprechen  den  drei  Geraden, 
welche  denselben  in  diesen  Punkten  berühren,  dieje- 
nigen Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
nach  den  Durchschnitten  der  zugeordneten  Hauptlinien 
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und  der  jeoem  Kegelschnitte  entsprechenden  Geraden 
gehen. 

2)  Geht  ein  Kegelschnitt  bloss  durch  zwei  Haupt- 
punkte der  einen  Ebene,  so  entsprechen  den  zwei  Ge- 
raden^ welche  ihn  in  diesen  Punkten  berühren,  dieje- 
nigen Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
nach  den  Durchschnitten  der  zugeordneten  Hauptlinien 
und  d^s  dem  ersteren  entsprechenden  Kegelschnittes 
gehen. 

3)  Jeder  anderen  Tangente  des  unter  1)  oder  2)  ge- 
nannten Kegelschnittes  entspricht  ein  Kegelschnitt, 
welcher  die  dem  ersteren  entsprechende  Gerade  oder 
den  entsprechenden  Kegelschnitt  berührt,  und  ziVar 
sind  die  Berührungspunkte  ebenfalls  entsprechende 
Punkte.  Im  zweiten  Falle  berühren  sich  die  beideo 
Kegelschnitte  in  dem  zugeordnetenHauptpunkte,  wenn 
der  Berührungspunkt  jener  Tangente  auf  einer  Haupt- 
linie liegt. 

§.  6. 

Denkt  man  sich'  einen  Hauptpunkt  B  als  den  Mittelpunkt 
zweier  involutori  seh  er  Strahlbüschel  By  B^,  deren  zugeord- 
nete Strahlenpaare  a,  a^;  b,  b^;  c,  c^,,,.  heissen  mOgen,  und 
sibd  «1,  a^";  6i,  6i";  Ci,  Ci". ...  die  denselben  entsprechenden 
Strahlen  zweier  Strahlbüschel  Bi ,  Bi^,  so  hat  man 

Bi  (oi, Äi,ei..., Ol", Äl^ CiO....)  =  B (a,b, c...  a^6^ c"....)  = 
Äo  (a", 6«,  c"... a, 6, c.)  =  2?i«  (%**,6iS  CjO... a^, bi,  Cj....) ;    also 
auch  Bi  (ai,bi,  Ci  ..Ci «,  bi «,  c^  "..)  =  1?/  («i  °,  6i ",  c^  «..  a^,  Aj,  c^ ..) , 

d.  h.  die  Strahlbüschel  £■ ,  i?i°  sind  gleichfalls  involutorisch  (Nr. 
XXX.  §.  1.  a).  Und  da  den  Hauptstrahlen  der  einen  Involution,  d.  h.  in 
denen  zwei  zugeordnete  Strahlen  sich  vereinigen,  offenbar  wiederum 
zwei  vereinigtePaare  zug.  Strahlen  der  anderen  Involution  oder  deren 
Hauptstrahlen  entsprechen ,  und  da  die  Hauptstrahlen  mit  je  zwei 
zugeordneten  harmonisch  sind,  so  folgt: 

1)  In  zwei  geometrisch  verwandten  Ebenen  entspricht 
einerJedenInvolutionvonStrahlen,  derenMittelpunkt 
ein  Hauptpunkt  ist,  wiederum  eine  Involution  von 
Strahlet,  und  zwar  sind  die  Hauptstrahlen  beider  In- 
volutionen entsprechende  Strahlen. 

2)  Je  vier  harmonischen  Strahlen  eines  Hauptpunk- 
tes entsprechen  vier  harmonische  Strahlen  des  zuge- 
ordneten Hauptpunktes.    Und  daher 

3)  Entspricht  einer  jeden  Involution  von  Punkten, 
deren  Richtungslinie  durch  einen  Hauptpunkt  der 
Ebene  geht,  wiederum  eine  Involution  von  Punkten, 
und  die  Hauptpunkte  beider  Involutionen  sind  ent- 
sprechende Punkte. 

4)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welche  mit  einem 
Hauptpunkte  der  Ebene  in  gerader  Linie  liegen,  ent- 
sprechen wiederum  vier  harmonische  Punkte. 
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Endiftit  eine  beliebige  Gerade  A  eine  iDvolutioD  von  Punkten 
a,  «;  h»  ß',  t»  y....,  «o  bestimmt  dieselbe  im  Strablbflscbei  B 
eine  Inyolation  von  Strahlen;  dieser  entspricht  in  Bi  ebenfalls 
eine  Involution  von  Strahlen,  und  diese  scnneidet  den  der  A  ent« 
sprechenden  Kegelschnitt  [Ay"]  in  den^  den  Punkten  a,  a;  h,  ß\ 
c,  7..«.  entsprechenden  Punkten  Oi ,  «i ;  ^»  ßi;  Ci,  yi*...  Nach 
Archiv.  Theil  IV.  Nr.  XXX.  §6.  3.  4.  gehen  sämmtliche  Sehnen 
a.a^9  h&'  h7i'"*  4^^*^  einerlei  Punkt,  und  daher  bilden,  nach 
Nr.  XXa.  ).  o.  3,  die  Strahlenpaare,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  des  Kegelschnittes  [AiJ nach  den Punkien  ^i»  ^l  ^i »  /^ ; 
Ci,Yt'*"  gehen,  eine  Involution  von  Strahlen.  -Die  Punkten- 
paare, in  welchen  ein  Kegelschnitt  von  den  einseinen 
Strahlen  eines  Strahlbüscnels  geschnitten  wird,  sol- 
len eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnitts, 
and  die  Berührungspunkte  zweier  berührenden  Strah* 
len  sollen  die  Hauptpunkte  dieser  Involution  heisaen. 
Je  zw^  zugeordnete  Punkte  bilden  mit  den  zwei  Hauptpunkten 
vier  harmonische  Punkte  des  Kegelschnitts. 

5)  Einer  leden  Involution  von  Punkten,  deren  Rieh- 
tangslinie  dfurch  keinen  Hauptpunkt  geht,  entspricht 
eine  Involution  von  Punkten  des  jener  Richtungslinie 
entsprechenden  Kegelschnittes. 

d)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welche  mit  keinem 
Hauptpunkte  in  gerader  Linie  liegen,  entsprechen  vier 
harmonische  Punkte  des  ihrer  Geraden  entsprechenden 
Kegelschnitts. 

Denikt  man  sich  endlich  ii^end  eine  Involution  von  Strahlen, 
so  schneiden  die«e  eine  jede  Gerade  in  einer  Involution  von  Punk- 
ten; den  ersteren  entsprechen  ebensoviele  Kegeischoitte,  welche 
ausser  den  drei  Hauptpunkten  noch  einen  Punkt  gemein  haben, 
und  jedem  Kegelschnitte ,  welcher  durch  diese  drei  Hauptpunkte 
geht ,  entspricnt  eine  Gerade  der  ersten  Ebene :   also : 

7)  Einer  Jeden  Involution  von  Strahlen,  deren  Mit- 
telpunkt kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  eineSchaar 
von  Kegelschnitten,  welche  die  drei  Hauptpunkte  und 
ausseraem  einen  vierten  Punkt  i^emein  haben,  und 
zwar  schneiden  dieselben,  paarweise  geordnet,  einen 
jeden  dem  Hauptdreiecke  umschriebenen  Kegelschnitt 
in  einer  Involution  von  Punkten. 

8)  Je  vier  harmonischen  Strahlen,  derenMittelpunkt 
kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  vier  dem  Hauptdrei- 
ecke umschriebene  Kegelschnitte,  welche  noch  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben,  und  diese  schneiden 
einen  jeden  demilauptdreiecke  umschriebenen  Kegel- 
schnitt in  vier  harmonischen  Punkten. 


§.7. 

Uebertragung  einiger  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
auf  Kegelschnitte. 

Man  denke  sich  in  einer  Ebene  C   eine  Schaar  Kegelschnitte 
31 ,  V>y  C,  ^..,  welche  vier  Punkte  B,  B',  B",  O  gemein  haben. 
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und  in  einer  zweiten  Ebene  (ii  vier  Punkte  Bi,  B^' ,  Bi",  Oj 
beliebig  gewählt;  so  darf  man  festsetzen:  die  Ebenen  C,  S^  sol- 
len in  Ansehung  deV  zug.  Hauptpunkte  B,  Bi;  B',  Bi';  B", 
JBi'^geometriscK verwandt,  und  O,  0|  sollen  entsprecbende  Punkte 
derselben  sein.  Dies  vorausgesetzt,  so  werden  jenen  Kegelschnit- 
ten ebensoviele  Gerade  in  S^  entsprechen ,  welche  durch  den  Punkt 
Ol  gehen,  utid  da  nun  unter  diesen  Geraden  entweder  zwei  oder 
nur  eine  oder  keine  sind,  welche  den  mit  R^  bezeichneten  Kegel- 
'  schnitt  berühren,  im  zweiten  Falle  aber  der  Punkt  Ot  aufi^i  lie- 

rn>  also  O  unendlich  entfernt  sein   muss,   so  ergibt  sich  aus 
5.  3.  der  folgende  8atz: 

1)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  vier  Punkte 
gemein  haben,  befinden  sich,  wenn  keiner  dieser  Punkte 
unendlich  entfernt  ist,  entweder  zwei  Parabeln,  oder 
keine;  widrigenfalls  aber  jedesmal  eine  Parabel,  so- 
bald bloss  ein  einziger  von  jenen  vier  Punkten  un- 
endlich entfernt  ist. 

Eine  andere  Schaar  Kegelschnitte  habe  drei  Punkte  Bf  B',  B" 
und  eine  Tangente  T  ffemein,  so  entsprechen  denselben  lauter 
Gerade,  tvelche  ^inen  Kegelschnitt  [7\]  berühren.  Dieser  Kegel- 
schnitt  aber  hat  mit  d«n  Kegelschnitte  R^  drei  und  folglich  auch 
vier  Punkte  und  demzufolge  ^tweder  vier  oder  keine  Tangente 
gemein  (Archiv.  Tbl.  V.  Nr.  XVIII.  §.  5.  6.);    also. 

2)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  drei  Punkte» 
und  eine  Tangente  gemein  haben,  befinden  sich  ent- 
weder vier  oder  keine  Parabeln. 

Eine  Schaar  von  Kegelschnitten  21,  9,  €,  S)....,  welche  vier 
Punkte  B^  B\  B" ^  p  gemein  haben,  werden  von  einer  Geraden 
A  in  den  Punktenpaaren  a,  a;  b,  j3:  c,  )r;  6,  d,.,.  geschnitten; 
Bi,  Bi* ,  Bi",  pi  seien  irpnd  vier  Punkte  einer  anderen  Ebene 
Si,  und  es  seien  S,  St  m  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  B, 
if^;  J5',  ^i';  B",  ^x'^  verwandt  und  p,  p^  entsprechende  Punkte 
derselben;  so  entsprechen  jenen  Kegelschnitten  ebensoviele  Ge- 
rade, welche  durch  den  Punkt  pi  gehen,  und  der  Geraden  A  ein 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Hauptpunkte  geht  und  von 
jenen  Geraden  in  den  Punkten  Ai ,  ^i ;  l>i »  Pi ;  ^i »  ^i ;  ^i  >  ^i— •> 
welche  den  ersteren  entsprechen ,  geschnitten  wird.  Da  nun  diese 
Punkte  eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnittes  bilden, 
so  ergibt  sich  aus  der  Umkehrung  des  Satzes  §.  6.  5.  der  be- 
kannte Satz : 

3)  Eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  vier 
Punkte  gemein  haben,  werden  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  einer  Involution  von  Punkten  geschnitten* 

Es  sei  in  der  Ebene  S  irgend  ein  Kegelschnitt  C  g^eben, 
welcher  von  einer  Geraden  P"  in  zwei  Punkten  B,  B'  geschnitten 
wird,  und  durch  einen  beliebigen  dritten  Punkt  B"  der  Ebene 
gehen  die  Strahlen  o",  b",  c",  a".... ,  welche  C  resp.  in  den  Punk- 
tenpaaren fl,  a;  b,  /J;  c,  ^;  b,  Ä....  und  P'  in  den  Punkten  a',  b', 
c' ,  b'....  schneiden ;  endlich  seien  die  Punkte  a'^  b'^  c'^  b"..*.  so 
bestimmt,  dass  o',  a"  mit  «,  a;  b',  b"  mit  b,  ö  u.  s.  w.  harmo- 
nisch sind.  Jetzt  denke  man  sich  eine  zweite  Ebene  Si  mit  den 
Punkten  Bi,  Bi  ,  B^  und  setze  fest,  dass  €,  €x  in  Ansehung 
der  zug.  Hauptpunkte  B,  B^ ;  B\  B^' ;  B",  Bt" u.  s.  w.  verwandt 
seien.    Dies  voraui^esetzt ,  so  entspricht  dem  Kegelschnitte  C  ein 
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K^^dsdiDitt  Ci,  welcher  bloss  durch  die  HaimtpoDkie  Bi,  Bt' 
seht;  den  Strahlen  af  ^  V^  c^,  d"....  entsprecnea  Strahier  u^, 
bx"j  Ci",  dl",:,  des  dritten  Hauptpunktes  BJ',  und  diese  schneiden 
t^  in  Punictenpaaren  di,  ai;  bi,  j^i;  Ci,  yi;  ^i,  ^i*...»  welche 
den  früheren  a,  a;  b,  ß\  C,  y;  h,  d....  entsprechen;  den  Punkten 
af,  b\  c',  b'....  entspricht  ein  einziger  Punkt  Bi^,  und  sind  nun 
noch  Ol",  bi",  Ci",  ts"....  die.  den  o'',  b",  c",  b".-..  entsprechen- 
den Punkte,  so  sind  auch  -B/',  a^"  mit  «i,  «i;  A",  b/  mit  ip 
ßi  u.  s.  w.  harmonisch.  Unter  diesen  Umständen  aber  fiegen  die 
Rankte  Oi",  bi",  c^",  bi"....  auf  einer  Geraden  A^,  nämlich  auf  der 
harmonischen  Polare  des  Punktes  Bi'  fiir  Ci ;  also  liegen  auch 
die  Punkte  oT,  V\  z'\  b"....  auf  einem  Kegelschnitte  [^1^  welcher 
durch  U,  &,  Bf  geht. 

4)  Wird  ein  Kegelschnitt  und  eine  Sekante  dessel- 
ben Ton  den  Strahlen  eines  beliebigen  Strahlbüschels 
s^eschnitten»  so  geboren  sämmtliche  Punkte,  welche 
jedesmal  zu  den  beiden  Durchschnitten  des  Kesel- 
schnittes  und  demPunkte  der  Sekante  den  vierten  nar- 
monischen>  dem  letzteren  zugeordneten  Punkt  bilden, 
einem  neuen  Kegelschnitte  an,  welcher  mit  dem  erste- 
ren  lene  Sekante  gemein  hat  und  durch  den  Mittel- 
punkt jenes  Strahlbüschels  geht. 

Dieser  Satz  gilt  zunächst  nur  für  reelle  Sekanten,  lässt  steh 
aber  auch  für  ideale  darthun.  Uebrigens  ist  derselbe  nur  ein  be- 
sonderer Fall  des  folgenden,  welcher  auch  aus  der  Eigenschaft 
der  harmonischen  Polaren  durch  Uebertragung  sich  ergibt: 

5)Werden  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 
vier  Punktet,  2?',  J3",  ^  gemein  haben,  von  irgend 
einer  Geraden  ein  jeder  in  zwei  Punkten  geschnitten, 
und  man  bestimmt  in  jedem  einen  neuen  Funkt  derge- 
stalt, dass  er  mit  diesen  zwei  Punkten  und  mit  einem 
bestimmten  der  Punkte  Jß,  ß',  £",  p,  z.  B.  mit  p,  als 
zugeordnetem,  vier  harmonische  Punkte  bildet,  so  lie* 
en  alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  und  demselben 
[egelschnitte,  weicher  durch  die. drei  anderen  Punkte 
B,  B',  B"  MXkA  ausserdem,  wenn  sie  existiren,  durch 
diejenigen  zwei  Punkte  geht,  in  welchen  jene  Gerade 
von  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  berührt  wird. 

Endlich  noch  eine  Uebertragung  des  Pas kal sehen  Satzes: 
In  der  Ebene  <i,  seien  drei  Punkte  B,  B'y  B"  und  eine  Gerade  A 
mit  sechs  beRebigen  Punkten  o.  6,  cv  b,  e,  f  in  bestimmter  Ord- 
nung gegeben;  durch  ie  zwei  dieser  Punkte,  welche  unmittelbar 
aufeinander  folgen,  und  jedesmal  durch  die  drei  Punkte  B,  B\B' 


I' 


_  Lnsehung  der  zug. 
punkte  B,  Bii  B\  BJ\  B\  Bx  verwandt,  so  entspricht  der 
Geraden  A  ein  Kegelschnitt  \A{\  mit  den  Punkten  a« ,  bj ,  c^ ,  bi , 
^1 9  fi '  jenen  sechs  Kegelschnitten  die  gleichnamigen  (geraden 
"l'^i?  ^1^1  f  ^1^1»  ^1^1  >  ^ifi»  fi<^i>  «nd  den  Punkten 'p,  <|,  r  die 
Unrcbschnitte  ^9  qi ,  ri  von  a.bi  und  ^\!^\^  biCx  und  Cif, ,  Cib^  und 
fi«i.    Bekanntlich  aber  liegen  diese  drei  Punkte  Pi ,  qi ,  r|  in  einer 
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Geraden  Sii    also  lieeen  auch  die  drei  Punkte  p,  ^,  r  in  einem 
Kqi^eischnitte  [S],  welcher  durch  B,  B',  B"  geht. 

8  Sind  auf  einer  Geraden  sechs  Punkte  in  bestimm- 
rdnune  und  ausserdem  ireend  drei  Punkte  in  der 
Ebene  gegeben,  und  legt  man  durch  diese  drei  letzte- 
ren und  jedesmal  durch  zwei  von  jenen  sechs  PunkteD,x 
welche  unmittelbar  aufeinanderfolgen,  und  insbeson- 
dere auch  durch  den  ersten  und  letzten,  einen  Kegel- 
schnitt, im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte,  so  liegen 
sechs  Punkte,  nämlich  jene  drei  Punkte  der  Ebene 
und  diejenigen  drei,  in  welchen  der  erste  und  vierte, 
der  zweite  und  fünfte,  der  dritte  und  sechste  Kegel- 
schnitt von  Neuem  sich  schneiden,  auf  einem  und  dem- 
selben  Kegelschnitte. 


§.8. 
Eigenschaften  der  höheren  Curven. 

Man  versteht  unter  einer  Curve  der  nten  Ordnung  ein 
jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  folgender 
Funkte,  welches  mit  einer  beliebigen  Geraden  im  All- 
gemeinen und  höchstens  n  Punkte  gemein  hat;  eine  jede 
Srerade,  in  welcher  zwei  stetig  auf  einander  folgende  Punkte 
eines  solchen  Systems  sich  vereinigen,  heisst  eine  Tangente  des- 
selben. Andererseits  versteht  man  unter  einer  Curve  der  n^en 
Klasse  ein  jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  fol- 
gender Geraden,  welches  mit  einem  beliebigen  Punkte 
im  Allgemeinen  und  höchstens  n  Gerade  gemein  hat; 
ein  jeder  Punkt,  von  welchem  zwei  stetig  auf  einander  folgende 
Gerade  eines  solchen  Systems,  die  zusammenfallen,  ausgehen, 
heisst  ein  Punkt  desselben. 

Es  sei  nun  in  der  Ebene  C  ireend  eine  Curve  C[  der  n^«»  Ord- 
nung gegeben,  und  es  sei  Ci  das  derselben  entsprechende  System 
von  Punkten  der  verwandten  Ebene  Si ;  so  entsprechen  den^  n 
Punkten,  welche  C  mit  einer  der  Hauptlinien  P,  P' ,  P"  semein 
hat,  ebenso  viele  Punkte  von  €i,  welche  aber  in  dem  zug.  Haupt- 
punkte ßi,  Bi  ,  Bi'  sich  vereinigen.  Das  System  Ci  besitzt 
also  in  jedem  der  drei  Hauptpunfie  einen  n- fachen  Punkt, 
d.  h.  ein^n  Punkt,  in  welchem  n  unstetig  aufeinander  folgende 
Punkte  sich  vereinigen.  Geht  aber  C  selber  mehrmals  durch  einen 
Hauptpunkt,  z.  B.  um  sogleich  jetzt  der  Betrachtung  den  höchsten 
Gran  von  Allgemeinheit  zu  geben,  j^mal  durch  Jo,  qmal  durch 
B'  und  r  mal  durch  jß",  so  nat  €  mit  P  nur  n — (q+r)y  mit  jP* 
nur  n — (jP  +  r)  und  mit  R'  nur  n — (p-f-g)  Punkte  ausser  den  Punk 
ten  B,  B',  B"  gemein,  und  folglich  besitzt  (L  in  Bi  nur  einen 
(n— (^-|-r))fachen,  in  B^'  nur  einen  (n — (p-|-r))fachen  und  in  B^" 
nur  einen  (n — (p-|~9)  )fachen  Punkt. 

Es  sei  Ai  irffend  eine  Gerade  in  Si ;  so  entspricht  derselben 
in  (S  ein  Kegelschnitt  [^],  welcher  durch  die  Punkte  B,  B',  BT 
i^eht,  und  dieser  möge  mit  €  im  Allgemeinen  m  Punkte  gemein 
haben ,  indem  wir  mit  m  ii^end  eine  unbekannte ,  späterhin  zu  er- 
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mittelDde^  ganze  Zahl  bezeichnen.  Da  nnn  derselbe  mit  C  bereit« 
p+^+rPnnkte  gemein  hat»  welche  in  den  Hauptpunkten  liegen» 
80  sind  der  übrigen  noch  m — (p  +  q+r).  Diese  letztere  Anzahl 
von  Punkten  hat  also  auch  die  Gerade  Ai  mit  dem  Systeme  Ci 
semein  9  und  zvrar  nicht  mehr»  weil  jenen /»-|-^-|~ ^Punkten  nur 
Punkte  der  Hauptlinien  entsprechen^  welche»  da  Ai  beliebig  ist» 
Dicht  eben  Durchschnitte  von  Ai  und  (Ei  sein  müssen.  Gebt  (£ 
durch  keinen  Hauptpunkt»  so  ist  m — {p+g+r)=zm.  Hieraus 
folgt  zunächst: 

1)  Einer  jeden  Curve  von  bestimmter  Ordnung  ent- 
spricht wiederum  eine  Curve  von  bestimmter  Ordnung, 
und  diese  besitzt»  wenn  die  Ordnung  der  ersteren  =n» 
im  Allgemeinen  in  jedem  der  Hauptpunkte  einen  nfachen 
Packt.  Indessen  wird  die  Ordnung  der  letzteren  um 
p+q-t-r  Einheiten  vermindert»  wenn  die  erstere  in  den 
Hauptpunkten  einen  p-,  einen  q-  und  einen  rfachen 
Punkt  besitzt»  und  zugleich  besitzt  dann  jene  in  den 
Hauptpunkten  nur  einen  (n—(q-i-r)y,  einen  (n — (p+t))- 
und  einen  (n^(/i-|-^))fachen  Punkt 

OiTenbar  ist  die  Zahl  m  irgend  eine  bestimmte  Funktion  von 
fi,  d.  h. 

m=F(»). 

Aus  demselben  Grunde  aber»  weshalb  einer  Curve  der  nten  Ord- 
nnng  mit  einem  p-,  einem  q^  und'  einem  rfachen  Punkte»  die  in  den 
Hauptpunkten  liesen»  eine 'Curve  von  der  (Fjn)— (p  +  5'+**)Hen 
Ordnung  entspricht»  wird  auch  einer  Curve  der  kieu  Ordnune» 
welche  in  den  Hauptpunkten  einen  (n--^(q+r))',  einen  (n — (p+r))' 
nod  einen  (n  —  ( o-f  9)  )fachen  Punkt  besitzt»  eine  Curve  entsprechen 
müssen»  deren  Ordnung  =F(jt)— (3n.— 2(p  +  9+*'))  ist.  In  die- 
sem Falle  befindet  sich  die  Curve  (£i,  wenn  Ä=in— (»+y+r), 
und  derselben  entspricht  nothwendig  die  Curve  €,  aereti  Ord 
lg  =7i  ;    also  ist 

F{k)  —  (3?i  — 2(p+9+r))=:n,  oder  weil  p+7+r=wi— *  ist: 


Setzt  man 


80  ist 


;jr=^=:r  =  0,   alsO    ^  =  »1» 

F(m)=4n,  also  auch 

F(ft)+2(w— ^)=F(«)  oder 

F(t)-2*=Fr«)-2m. 


Die  Zahl  m  hängt  nur  von  n  ab;  ändert  man  also  nur  den 
Werth  der  Summe  p-i-q+r,  so  bleibt  F{m) — 2m  unverändert;  folg- 
lich, wenn  p+q^r=ni — 1  oder  Ä=l  gesetzt  wird»  hat  man 

F(«)— 2j»=F(,)-2. 
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F^i)  aber  bedeutet  die  Zahl  der  Punkte»  welche  eiB  Kegelschnitt 
mit  einer  Curve  der  Isten  Ordnung»  d.  h.  mit  einer  Geraden  gemein 
bat»  und  dieee  Zahl  ist  ===2;    also  Ist 

F(«i)  =  2jv9  und  ebenso 
'  F(„)=2n. 

Hieraus  folgt  zunächst: 

2)  Ein  Kegelschnitt'  hat  mit  einer  Curve  der  itten 
Ordnung  im  Ailgemetnen  und  höchstens  2it  Punkte  ge- 
mein.   Ferner : 

3)  Einer  Curve  der  nten  Ordnung  entspricht  im  All- 
gemeinen und  höchstens  eine  Curve  der  Sinten  Ordnung. 

Auf  &hnliobe  Weise  wie  wir  su  diesen  Sützen  gelangt  sind» 
d.  h.  ohne  die  Theorie  der  h5heren  Gleichungen  in  Anspruch  zu 
nehmen»  lassen  sich  noch  andere  Eigenschaften  der  höheren  Cur- 
ven  ableiten»  welche  sonst  dieser  Theorie  ausschliesslich  anzuge- 
hören scheinen.    Die  folgenden  §§•  liefern  einige  Beispiele. 


Anzahl  der  Durchschnittspunkte  zweier  Curven. 

Die  Anzahl  der  gegenseitigen  Durchschnittspunkte  zweier  Cur- 
ven der  mten  und  der  nten  Ordnung  ist  offenbar  eine  bestimmte 
Funktion  der  Zahlen  m  und  n»  also  =F(fii,n)*  Es  seien  nun  in  der 
Ebene  S  zwei  Curven  JU  und  N,  die  eine  von  der  mten»  die  an- 
dere von  der  nten  Ordnung  gegeben,  und  zwar  habe  die  eine  einen 
(mr-^l)fachen  Punkt  Ä,  d'ie  andere  einen  (»«^llfachen  Punkt  B', 
eine  Annahme»  welche  unserem  Zwecke»  die  Zahl  F{myn)  zu  er- 
mitteln, durchaus  nicht  hinderlich  sein  wird.  Wfthlt  man  nun  B, 
*  B'  und  irgend  einen  drittel  Punkt  B\  welcher  keiner  der  beiden 
Curven  anf^ehort»  zu  Hauptpunkten  von  <S,  so  entspricht  der  Curve 
üf  in  Si^eine  Curve  ilfi»  aeren  Ordnung  =2m — (m — l)=wi-|-l, 
und  der  Curve  N  eine  Curve  Ni,  deren  Ordnung  =«  +  1  ist; 
die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  beider  ist  also  =F(in4-j,n4*i}. 
Ml  besitzt  in  Bi  einen  m fachen »  in  B^'  und  Bi'  einen  emfacneo 
Punkt»  und  iVi  besitzt  in  Bi'  einen  n  fachen  »in  ^^  und  JB/' einen 
einfachen  Punkt;  also  haben  beide  Curven  in  Bi  m  Punkte»  In 
Bx  n  Punkte  und  in  j^i""  einen  Punkt  gemein;  und  sie  besitzen 
folglich  ausser  diesen  Punkten  nur  noch  F(m+i,n-f-i) — (w+n  +  l) 
gemeinschaftliche  Punkte»  welche  allein  den  Durchschnitten  von 
m,  N  entsprechen  können.  Die  Anzahl  der  letzteren  aber  ist 
F(w,«);    also  ist 

F(m+1,«+1)— "(lW+n  +  l)  =  F(m,tt) 

'  oder 

F(m+l,n+i)  — F(m,«)  =  m+n  +  l. 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  m-fl»  m-|'2....  m-{p'~m  statt  m 
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aml  »+1,  ti+2....  n+q^"^  statt  n,  wo  p— ^ssw— m  ist,  so  er- 
halt man  die  neuen  Gieichnogeo: 

F(w+s,  n+3)  —  F(p^f  2,  n+j)  ^m+»i+5; 

•  •  • 

•  •  • 

F{p,q)-'F(p-i,  5-1)  =»»+n+2(/?-m)— 1. 

Durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen  und  der  ersten  erhält 
man  nun: 

^ip>  9)  —  -P(»,«)  =(p— m)  (m+n)  +  {p—m)  (p— m) = (p--iii)  (p+n). 
Setzt  man  hier  n=]>  also  m=p — ^-f-l»  so  entsteht: 

^(P,f)  — ^(p^+i,  i)=(y-l)(P+l)- 

Aber  jF(y-><H-ivi)  i^^  ^^^  Anzahl  der  Durchschnitte  einer  Geraden 
ihit  einer  Curve  der  (p— ^+l)ten  Ordnung,  d.  h.  =/i — ^+1;  folg- 
lich ist 

und 

Zwei  Curven  der  fnten  und  der  nten  Ordnung  haben 
im  Allgemeinen  und  höchstens  m.nPunkte  gemein. 


Anzahl  der  eine  Curye  bestimmenden  Punkte. 

Es  bedeute  F(n)  die  Anzahl  der  Punkte ,  welche  im  Allgemei- 
nen eine  Gurre  der  Ttten  Ordnung  vollkommen  bestimmen.  JBefin- 
det  sich  unter  den  gegebeneo  Punkten  der  Curve  ein  pfacher 
Punkte  so  sei  /(p)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  durch  diesen 
allein  vertreten  werden^  indem  offenbar  diese  Zahl  bloss  von  p 
und  nicht  auch  zugleich  von  der  Ordnung  der  Curve  abhängt. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  Ebene  S  irgend  eine  Curve  der  nten 
Ordnung  mittels  eines  piachen  Punktes  B  und  einer  Anzahl 
F(iB) — /(p)  einfacher  Punkte   gegeben,  und  nimmt  man  B  zum  Haupt- 

Sankte,  und  irgend  zwei  der  Curve.  nicht  angehorige  Punkte  zu 
en  beiden  anderen  Hauptpunkten,  ^i>  entspricht  derselben  in  der 
anderen  Ebene  eine  Curve  der  (2n — ^p)ten  Ordnung,  welche  in  dem 
einen  Hauptpunkte  einen  n fachen,  und  in  jedem  der  beiden  ande- 
ren einen  {m — p)fachen  Punkt  besitzt.  Es  sind  also  von  dieser 
Cotve  im  Ganzen 

/(»)+2./(«-p)  +  ^(«)— /(P) 

Punkte  gegeben.    Ich  behaupte,  däss  dieselbe  durch  diese  Anzahl 
von  Punkten  vollkommen  bestimmt  sei.    Denn  liessen  sich  meh- 
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rere  CurveD  derselben  OrdDuiif|  durch  diese  Punkte  l^ien,  welche 
in  denselben  Hauptpunkten  gleichvieifache  Punkte  besSssen,  so 
würden  denselben  auch  mehrere  Curven  der  nten  Ordnung  ent- 
sprechen,  welche  mit  der  ursprfinelich  gesehenen  einen  ^fachen 
Punkt  B  und  ausserdem  jene  J^n) — /<p)  Punkte  gemein  haben 
würden.  Dies  widerspricht  aber  der  Annahme,  dass  jene  erstere 
Curve  durch  diese  Punkte  yoUkomroen  bestimmt  sein  sollte.    Also  ist 

f{n)  +  2/(»-p)  +  F(n)  '-flp)  =  F(2n-^) , 

oder 

F(a«-ji)-r.  F(«)  =/(„)— /(p)+2/(«_^) (1). 

Setzt  man  hier  p^=n — ^1,  so  ist 

F{ni-i)'-'F(»)=f(n)'—f(n-l)+^f(l), 

und  da  durch  einen  einfachen  Punkt  nur  1  Punkt  gegeben  ist. 

^(«fi)-^(«)=/(»)-A«^i)  +  2 (2). 

Setzt  man  hier  nach  einander  n+i »  n-|-2....  »H-f — n  an  die  Stelle 
von  n,  so  erhält  man: 

F(«+2)— F(«-H)=/(fi+i)— /(«)+2; 

•               •               •               •        • 
F{q)  — ■  F(y-i)  =/(y-|) »— '/(y^a)  +  2;  also  durch  Addition 
^(f)  -  Fin)  =  A5h-i)  -  fin-i)  +  2(^-n) (3). 

Hieraus  wird  fOx  q=:i,  da  die  Gerade  durch] 2  Punkte  be- 
stimmt, und  ein  Punkt,  durch  weichen  die  Curve  (hasl  geht,  auch 
für  0  gegebene  Punkte  zu  rechnen  ist: 

Fin)-fi^i)=2n.. (4); 

dies  heisst: 

1)  Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  vollkommen  be 
atimmt,    sobald   ein  (n — l)facher  Punkt  und  ausserdem 
noch  2n  Punte  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Setzt  man  ferner  in  (3)  ^z=it-|-2,  und  in  (1)  pz=n^2,  so 
erhält  man: 

F(«f  a)!— F(«y=/(«+i)  — /in-i)  +A (5). 

F{ni-2)'—F(n)  =f{n)  —/in  -  )  +2./(a3^ [(«). 

also  auch 

A«+i)— /(«-i)+4=/(«)— /(»^a)+2.A2);    oder 
/(«+i)-/l«-    =/(«)-/(«-«) +2./(«)-4 (7); 

also 


Digiti 


izedby  Google 


129 

/tii+3)— /(H-i)=A«+«)— /(«)+2.A2)— 4; 

/iiH-6)  — /(«+s)=/(iH-*)  —/(«+«)  +2./(2) — 4; 

«  •       .        •  •  • 

•  •  •  ■  • 

fir)—f(]—i)=fir~i)—Ap-3)  +  ^'fw—^'>  durch  Addition: 

/(?)— /(«-i) = Ai»-i)— /(«^2)+(P  7  « +1)  (/w— 2) 

oder 

f(n  -f(r- 1  )-p .(/(«)-  2)  =/{»- 1 )- A»-2)-(«-l)  (/(2)-2)....  (8). 
Hier  ist,  fflr  n=2,  /(»_,)=1,  /(,_j)=0,  also: 
■   /Ö.)-/(F-i)=H-(p-l)(/(j)-2)....    (9); 
folglich : 

.  /(F)-/(j^i)=i+(7»-i)(r(«)-2); 
/1h^i)-/'(?)=1 +p -CA»)— 2); 

/(H-a)-/(H-i)  =  l  +  (P  +  *).(/(«)-2); 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

/(»)— /(«,i)=l-Kn— 1)^(2)— 2);    durch  Addition: 
/(„)^/V-,)=n-p+l+i(«+p-2)(«-p+l)(/)2)--2)....  (10); 

ond  fQr  p  =  1  oder  2 : 

/(i.)=«  +  i«(«-l)(/(2)-2)....    (11). 

Folglicli  ist  Dach  (4) : 

F(„)=/(_i)  +  2»i=n-l  +  i(«-l)(«— 2)(A2)-2)+2» 
=  3«~l  +  i(«-l)(«-2)(^Ca)....    (12). 

Setzt  man  endlich  in  der  letzten  Gleichung  n  =  0  und  bedenkt, 
dass  eine  Curve,  welche  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  0  Punk- 
ten geschnitten  wird,  gar  keine  Punkte  enthalten  kann  und  also 
auch  zu  ihrer  Bestimmung  einer  Anzahl  von  0  Punkten  bedarf,  so 
findet  man: 

0=-^l+/(O-2  oder/(2)  =  3,...    (13); 
folglich : 

fin)=n^\n(n^l)=\n(n+l)....    (14) 
und 

#'(n)  =  3n— l  +  4(n— 1)(«— 2)=in(n  +  3)....    (15) 

2)  Wenn  von  einer  Curve  ein  nfacher  Punkt  gege- 
ben ist>  80  ist  derselbe  für  in(n+l)  gegebene  Punkte 
zu  rechnen. 

In  der  That :  denkt  man  sich  n  Punkte  einer  Curve  gegeben 
und  lägt  die  Bestimmung  hinzu,  dass  dieselben  alle  in  einen  ein- 
zigen zusammenfallen  sollen,  so  sind  ausser  diesen  n  Punkten 
auch  noch  iii(ti'— 1)  Punkte  gegeben;    denn  durch  diese  n  Punkte 
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gehen  n  Zweige  der  Curve,  und  diese  wfirdeti  sich,  sowie  n  6e 
rade,  in  ln{n — 1)  Punkten  schneiden ,  indem  man  von  je  zwei 
Zweigen  nur  einen  einzigen  Durch  seh  nittspunkt  nimmt ,  weil  sie 
sich  sonst  hei  der  Vereinigung  zweier Durchschnittspunkte inienem 
n  fachen  Punkte  berühren  würden.  Auch  kann  ein  solcher  Durch- 
schnitt zweier  Zweige  hier  nicht  als  Doppelpunkt  gelten ,  weil  der 
eine  der  beiden  Punkte  desselben  immer  als  einer  von  jenen  n 
gegebenen  und  bereits  in  Rechnung  gebrachten  Punkten  anzu- 
sehen ist. 

3)    Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
durch  4'2(n-|-3) Punkte  vollkommen  bestimmt. 


§.11. 

Die  Tangenten  in  den  Hauptpunkten;    Rückkehr- 
punkte und  isolirte  Ptinkte. 

Kehren  wir  wieder  zu  dem  allgemeinen  Falle  des  §.  8  zurück 
und  denken  uns  eine  Curve  S  der  nten  Ordnung,  welche  in  B  einen 
»fachen,  in  Ä'  einen  ^fachen,  in  ß'*  einen  r fachen  Punkt  besitzt. 
Es  sei  Zi  ein  Strahl  von  B^ ,  welcher  in  diesem  Punkte  B^  einen 
der  Zweige  der  entsprechenden  Curve  QLi  berührte  und  es  sei  Z 
der  ihm  entsprechende  Strahl  von  B'j  da.  Bi  ein  (n  —  ^-|-^))facher 
Punkt  ist,  so  hat  Z^  in  diesem  Punkte  n — (^-f-^*) 4~  1  Punkte,  und 
ausserdem  noch  2n  —  (p+q+r)  —  («  —  (q+r)  + 1)  =  n^p — 1  Punkte, 
welche  beliebig  liegen,  mit  £i'  gemein.  Diesen  letzteren  ent- 
spricht eine  gleiche  Anzahl  von  l^unkten,  welche  der  Strahl  Z 
mit  S  geraein  hat,  und  die  weder  in  den  Punkt  B  noch  in  die 
Gerade  P  fallen.  Aber  Z  hat  mit  €  n—p  Punkte  gemein ,  welche 
nicht  in  B  fallen  ;  also  fällt  einer  dieser  n—p  Punkte  in  die  Ge- 
rade P.  Folg^lich  entsprechen  den  Tangenten,  welche  die  n — (g-^r) 
Zweige  der  C^urve  Si  in  Bi  berühren,  diejenigen  Strahlen  von  B, 
welclie  nach  den  n-— (^-|-r)  Durchschnitten  von  v£  und  P  gerich- 
tet sind,   und  umgekehrt. 

])  Denjenigen  Strahlen  einesHauptpunktes,  welche 
nach  den  Durchschnitten  einer  Curve  und  der  Gegen- 
seite des  Haupttlreiecks  gehen,  entsprechen  eben- 
soviele  Strahlen  des  zugeordneten  Hauptpunktes, 
welche  die  verschiedenen  Zweige  der  entsprechenden 
Curve  im  Hauptpunkte  berühren;    und  umgekehrt. 

Fallen  zwei  oder  mehrere  jener  Durchschnittspunkte  von  S 
und  P  in  einen  einzigen  zusammen,  d.  h.  hat  S  mit  P  eine  zwei 
oder  mehrpunktige  Berührung,  so  fallen  auch  andererseits  zwei 
oder  mehrere  jener  Tangenten  zusammen,  d.  h.  zwei  oder  meh- 
rere Zweige  der  Curve  €x  haben  in  Bi  eine  gemeinschaftliche 
Tangente.  In  diesem  Falle  heisst  der  Punkt  Bi  ein  Rückkehr- 
putikt  von  Ci,  und  zwar  der  Äten  Klasse,  wenn  sich  in  demsel- 
ben k  Zweige  der  Curve  berühren.  Auch  wird  ein  rifacher  Punkt 
einer  Curve  der  (n+l)ten  Ordnung,  in  welchem  sich  alle  n  Zweis^ 
berühren,  xaz  i^ojyv  ein  Rückkenrpunkt  der  Curve  genannt  Öat 
die  Gerade  P  mit  €  ein  oder  mehrere  Punktenpaare  weniger  ge- 
mein, als  die  Ordnung  der  Curve  fordert,  so  fallen  auch  in  (Ti 
ebensoviele  Tangentenpaare  hinweg,  und  da  letzteres  mir  denkbar 
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ist 9  wenD  auf  den  betreffenden  Zweigen  von  (Ei  kein  stetiger 
Uebergang  vom  Punkte  Bx  zu  anderen  Punkten  dieser  Zweige 
stattfiraet,  so  erscheint  der  Pnnkt  B^  als  ein  von  diesen  Zweigen 
abgesonderter  oder  isolirter  Punkt  der  Curve« 

2)  Einem  jeden  Punkte«  in  weichem  eine  Corvo  eine 
Hauptlinie  dfer  einen  Ebene  berührt«  entspricht  ein 
Rilckkehrpunkt  der  geometrisch  verwandten  Curve;  und 
zwar  berfihren  sich  in  demselben  ebensoviele  Zweige 
der  Curve,  sov}ele  Punkte  der  ersten  Curve  in  jenem 
Berührungspunkte  zusammenfallen« 

3)  Wird  eine  Hauptlinie  in  %wei  oder  mehrer^nPunk* 
teo  weniger  geschnitten«  als  die  Ordnung  der  Curve 
erfordert,  so  bat  die  verwandte  Curve  im  zugeordneten 
Hauptpunkte  einen  zwei  oder  mehreren  Zweigen  ange- 
burigen  isolirten  Punkt. 

4)  Ein  und  derselbe  Punkt  eioerCurve  kann  zu  glei- 
cher Zeit  für  einige  Zweite  derselben  ein  gewöhnlicher 
vielfacher,  für  andere  ein  Rückkehrpunkt  und  wieder 
für  andere  ein  isolirter  Punkt  sein. 

Es  gebe  von  dem  /»fachen  Punkte  B  der  Curve  (£  irgend  eine 
Tangente  f  an  € «  deren  Berührungspunkt  t  nicht  in  B  lalle ;  so 
hat  t  ausser  den  Punkten  B  und  t  noch  «—/i— 2  Punkte  mit  € 
gemein;  und  ist  fi  der  entsprechende  Punkt  von  t,  so  hat  die 
entsprechende  Gerade  /|  ausser  den  Punkten  Bi  und  Xi  auch  nur 
Doch  »— p — 2  Punkte  mit  €i  gemein.  Da  nun  die  Ordnung  der 
letzteren  =2ii— (p  +  y+r)  und  B^  ein  (n — {5'+r))facber  Punkt 
ist,  so  muss  der  Punkt  r^  eine  Anzahl  von  2» — (p+y+r)  —  (n — (^+r)) 
— (Jl'-f^— 2)  =  2  Punkten  der  Curve  vertreten,  d.  h.  t^  berührt  5i 
in  ti. 

5)  Einer  jeden  Tangente  der  einen  Curve«  weiche 
durch  einen  Hauptpunkt  geht,  deren  Berührungspunkt 
aber  nicht  in  diesen  letzteren  fällt«  entspricht  wieder- 
nni  eine  Tangente  der  verwandten  Curve,  welche  durch 
den  zugeordneten  Hauptpunkt  geht;  und  zwar  sind  die 
Berührungspunkte  beider  Tangenten  entsprechende 
Punkte. 

Daeegen  wird  jeder  Tangente  A  von  C «  welche  kein  Strahl 
eines  Hauptpunktes  ist,  also  ausser  dem  Berührungspunkte  a  noch 
n— 2  Punkte  mit  (£  gemein  hat«  ein  Kegelschnitt  \^A{\  entsprechen ; 
derselbe  hat  überhaupt  2(2« — (/?+y+r) )  Punkte  mit  Ci  gemein« 
von  denen   eine  Anzahl   von  n  —  (/^  +  5')+«  —  (^  +  i^)+«  —  (p+»*) 


==3M—2(/>+2+r)  Punkten  nach  ^j«  jß^',  ^i"  geboren  ;    zieht 

diese  und  die  jenen  n  — 2  Punkten  entsprechenden  Punkte  von 
den  ersteren  an,  so  bleiben  4m  —  2(/?+9+r)  —  (3ii  —  2(p+^+r)) 
— (it — 2)  =  2  Punkte,  welche  also  mit  dem  dem  a  entsprechenden 
Punkte  ai  zusammenfallen ;  d.  h.  der  Kegelschnitt  [A{\  nerührt  ^i 
in  a|. 

6)  Jeder  Tangente  der  einen  Curve,  welche  kein 
Strahl  eines  Hauptpunktes  ist,  entspricht  ein  Kegel- 
schnitt« welcher  aurch  die  drei  Hauptpunkte  geht  und 
die  rerwalidte  Curve  in  dem,  dem  Berührungspunkte 
der  ersteren  entsprechenden  Punkte  berührt. 
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§.  12. 

BestimiBUDg  der  Klassenzahi  einer  Cur^e  der 
nteu  Ordnung. 

Durch  den  5ten  Satz  des  §.  11.  sind  wir  nun  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Frage  nach  der  Klasse  einer  CurVe  von  gegebener 
Ordnung  —  eine  Frage  ^  welche  vor  einigen  Decennien  einen  in 
der  Geschichte  derIVfathematik  fast  unerhörten  Streit  hervorrief  — 
auf  exakte  Weise  und  ohne  Hülfe  der  höheren  Gleichungen  zu 
beantworten. 

Da  die  Tangenten  einer  Oorve  der  iiten  Ordnung  offenbar 
stetig  aufeinander  folgen^  so  bilden  sie  eine  Curve  von  einer 
bestimmten  Klasse,  welche  wir,  da  sie  eine  Funktion  der  Zahl  n 
sein  muss,  durch  F{n)  bezeichnen  wollen.  Denkt  man  sich  nlim- 
lieh  von  einem  beliebigen  Punkte  alle  diejenigen  Geraden  gezogen, 
auf  denen  sich  zwei  Punkte  einer  Curve  der  Titen  Ordnung  verei- 
nigen, 80  werden  im  Allgemeinen  alle  diese  Geraden  Tangenten 
der  Curve  sein,  und  die  Zahl  dieser  Tangenten  ist  es,  welche  mit 
F{n)  bezeichnet  wird.  Hat  aber  jene  Curve  irgend  einen  vielfachen 
Punkt,  so  vereinigen  sich  zwar  auf  derjenigen  Geraden,  welche 
nach  diesem  Punkte  geht ,  auch  ein  oder  mebreremaie  zwei  Punkte 
der  Curve,  aber  weder  diese  Punkte,  noch  auch  diese  Gerade  und 
die  Tangenten  der  Curve  stehen  in  steti<^em  Zusammenhange  mit- 
einander. Es  wird  also  durch  einen  vielfachen  Punkt  die  Zahl 
F{n)  um  eine  gewisse  Zahl  vermindert. 

Für  den  besonderen  Fall ,  den  wir  zunächst  betrachten  wer- 
den, lassen  wir  die  Grösse  dieser  Verminderung  ganz  unberück- 
sichtigt,  indem  wir  unter  (p(n)  die  Anzahl  der  wirklichen  Tangen- 
ten verstehen,  welche  sich  von  einem  beliebigen  Purikte  an  eine 
Curve  der  nten  Ordnung  mit  einem  (w.  —  I)fachen  Punkte*  ziehen 
lassen.  Es  sei  C  diese  Curve  und  ß  der  (n  —  l)fache  Punkt  der- 
selben, während  die  beiden  anderen  Hauptpunkte  ß' ,  ß"  nicht 
auf  der  Curve  liegen.  Die  entsprechende  Curve  Ci  ist  von  der 
(n-l-l)ten  Ordnung  und  hat  in  ß^  einen  nfachen,  in  ß^  und  ß^* 
einen  einfachen  Punkt  Also  ist  auch  die  Klasse  von  Sx  ^'^  9?("'h^) 
zu  bezeichnen.  Von  einem  der  Punkte  R^  H'  gehen  an  ^  eine 
Anzahl  von  ^(n)  Tangenten ,  und  diesen  entsprechen  eine  gleiche 
Anzahl  Tangenten  der  Ci,  welche  durch  den  Punkt  ßi,  Bi" 
gehen,  aber  diesen  Punkt  nicht  zum  Berührungspunkte  haben. 
Man  kann  also  vom  Punkte  ßi  im  Ganzen  a>(ii)  ^  i  Tangenten  an 
Ci  legen;  folglich  werden  von  einem  bellen  igen  Punkte,  der 
nicht  auf  ?i  liegt ,  höchstens  g>(n)  +  2  Tangenten  ausgehen ,  und 
man  hat  demnach  die  folgende  Relation : 

Zu  derselben  Relation  würde  man  übrigens  auch  gelangt  sein,  wenn 
man,  statt  des  Punktes  ß' ,  den  (n— l)fachen  Punkt  ß  gewählt 
hätte.  Denn  ausser  den  n— 1  Tangenten^  welche  (lin  ß  berühren, 
und  deren  Anzahl  für  einen  beliebigen  Punkt  doppelt  zu  rech- 
nen ist,  gehen  von  dem  Punkte  ß  noch  9(11)— 2(n—l) Tangenten 
an  S;    diesen  entsprechen  eine  gleiche  Anzahl  Tangenten  von  (Ti» 
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«reiche  die  Curve  nicht  io  By  berühren;  hierzu  kommen  noch  n 
Tangenten^  deren  BerQbrungRpunkt  Bi  ist,  und  die  für  einen  be- 
liebigen Punkt  doppelt  zu  recnnen  sind;    also  ist 

9(i»+i)  =  9(«)^2(«— 1)  +  2m=9)(«)  +  2,  oder 

9(«+i)  —  9>(i»)  =2 ;  folglich  ist  auch....    (1) 

9>(n+2)  — g>(n-n)  =  2; 

ycp) — 'y(p— 1)  =  *^;   durch  Addition  wird  hieraus: 
9(p)— 9(n)  =  2{p— n)  oder 

9>(j»)-^2p  =  9>(«)— 2«....    (2). 

Aber  von  einem  Punkte  lassen  sich  ab  eine  Curve  der  Iten 
Ordnung«  die  Gerade^  keine,  und  an  einen  Kegelschnitt,  als 
Curve  2ter  Ordnung,  nur  2  Tangenten  legen,  so  dass 

g)(j)=0  und  7)(.2)  =  2  ist; 

also  hat  man  für  p  =  l  und  ebenso  auch  fSr  p=:2: 

^(n) — 2ii  = — 2  oder 
9>(»)=2(«— 1). 

1)  Eine  jede  Curve  der  nten  Ordnung,  mit  einem 
(fi — l)fachen  Punkte,  ist  zugleich  eine  Curve  der 
2(n— l)ten  Klasse. 

Corolli^r.  An  eine  Curve  der  3ten  Ordnung,  mit 
einem  Doppelpunkte,  lassen  sich  von  einem  beliebi- 
gen Punkte  aus  im  Allgemeinen  und  höchstens  4  Tan- 

enten,  und  an  eine  Curve  der  4ten  Ordnung,  miteinem 

fachen  Punkte,  6  Tangenteniegen.. 

Um  nun  die  Zahl  F(fi]  für  eine  Curve  der  nten  Ordnung  über- 
haupt» welche  keine  vielfachen  Punkte  oder  deren  mehrere  und 
von  beliebiger  Vielfachheit  besitzt,  bestimmen  zu  können,  gehe 
die  Bemerkung  voraus,  dass,  da  eine  Verminderupg  der  Zahl  F{n) 
offenbar  nur  von  vielfachen  Punkten  herrühren,  und  die  Grösse 
dieser  Verminderung  nur  von  der  Anzahl  der  in  einem  solchen 
Punkte  vereinigten  Punkte,  und  nicht  etwa  zugleich  auch  von  der 
Ordnung  der  Curve  abhängen  kann ,  diese  Grösse  für  einen  pfachen 
Punkt  =/(p),  und  wenn  zugleich  ein  p- ^  ein  9-,  ein  rfacher 
Punkt  u.  8.  w,  vorhanden  ist,  =/(p)+/(9)+/<r)....  gesetzt  wer- 
den kann,  wo  f{p)  nur  als  von  p  und  nicht  auch  von  n  abhängig 
gedacht  wird. 

Es  habe  nun  eine  Curve  C  der  nten  Ordnung  in  B  einen 
»fachen  Punkt,  gehe  aber  weder  durch  B'  noch  durch  B"  \  so 
ist  die  entsprechende  Curve  Ci  von  der  (2n— /#)ten  Ordnung ,  be- 
sitzt in  J?i  einen  nfachen,  und  sowohl  in  Bx  als  ßx  einen 
(m— ^)fachen  Punkt.    €  wird  in  B  von  j»  Geraden  berührt,  welche 
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für  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  reebnen  sind; 
also  ist  die  Anzahl  der  Tangenten,  welche  ausserdem  noch  von  A 
an  €  gelegt  werden  können ,  und  denen  allein  Tangenten  von  £i 
entsprechen,  ^=F{n) — /(©) — 2p.  Vom  Punkte  Bi  gehen  an  €1 
»Tangenten,  deren  Berührungspunkt  JS^  ist»  und  welche  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  sind,  und  ausser- 
dem noch  die  jenen  F{n) — fip) — 2p  Tangenten  entsprechenden; 
also  ist 

^(2n-p)  — /(n)  — 2./(,_p)  =  F(n)  --fip)  — 2p  +2w....      (1). 

Oder  aber:  Vom  Punkte  B'  gehen  an  5  im  Ganzen  F{n)—fip) 
Tangenten,  denen  eine  gleiche  Anzahl  von  (f^  entspricht,  deren 
Berührunespunkt  Bi'  nicht  ist.  Zu  diesen  letzteren  kommt  noch 
die  doppelte  Anzahl  der  Tangenten,  deren  Berührungspunkt  Bi' 
ist,  so  ist  -F(n)  — ^(p)+2(n— p)  die  Anzahl  sämmtlicher  Tangen- 
ten, welche  von  einem  beliebigen  Punkte  an  Sj  gelegt  werden 
können ;    also 

F(2«-,,)— /(«)  -2./(»-p)=l^(»)— /(j»)+2(n— p), 

eine  Relation,  welche  mit  der  vorigen  identisch  ist.  Setzt  man 
hier  zunächst  p  =  w— *1,  so  erhält  man,  weil  /*(i)  =  0: 

F(„+i)— F(«)=/(„)— /(,^,)+2;   folglich..^    (2). 
^(n+2)'-^(»+-i)  =  Aü+i)-— /(«)  +  2 ; 

F(n+3) — F(«+a)  =/(ii+a)  — /(n+i) + 2 ; 

•  •  •  •         .  • 

•  •  •  •  • 

•  •  •  ■  • 

F(j>)— F(p-,i)  =/(p^i) — /(p— 2)  +  2;     durch  Addition  : 

Fip)  —  F{n)  =f(p^l)—f{nr^i)  +2(p— »)....      (3). 

Setzt  man  hier  p=it-f2,  so  wird: 

-F(fi+2)— /'(«)=/(iH-i)— /(i.-i)+4-...    (4); 

und  fur^=l  oder  2  erhält  man,  weilF(i)  =  0,  F(2)=2,  /(q)  =  0, 
/(i)=0  ist: 

F(„)-/(,.-i)=2(n-l)....     (?). 

Ferner  wird  aus  (1),  wenn  p=n-^2  gesetzt  wird: 

/^(«+«)— ^(ii)=A«)— /(«-«)+2./(4)+4....    (6); 
also  durch  Verbindung  von  (4)  und  (6): 

/(n+D— /(»-i)=/(n)— /(ii-^a)+2./(2);   also  auch....    (7> 

An+3)  — /(«+ 1)  =/(»»+-2)  — A»)  +  2  .  /(2)  ; 

/?n+6)  — /"(n+a)  =/(n+4)— /(n+2)  +  2  ./(g) ; 

•  .  *  .  • 

•  •  .  •  • 

•  •  •  •  . 

/(p)-"/(i>-^)=/'(y-i)^/(j>-3)+2»/(2);  durch  Addition:- 
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oder: 

/(y)—/*-!)— '/» •/(a)=/(«-i)— /(«»-!«>— («—1) -/(a)--    (8); 
also  flir  n=2: 

f(f)—f(p^i)=(p-'i)'f(2)-   Demnach  Ist....   (9) 

•  •  • 

•  •  • 

/tn)— /(»,^i)=(«— l)./(a);    durch  Addition: 
fM'-f(p)  =  i(ft--p)(n+p—l).f(^)....     (10). 

Hieraus  wird  für  ^=0  oder  1: 

/(«)=4n(ii-l)./(a).    (11). 

Aber  nach  (5)  ist: 

F(„,=/(»-i)+2(n~l)  =  J(^l)(«-2)/(4)+2(/«^l); 
folglich  ist 

F(„)=Un^l)(it-2)./(^)+2(ii-l)....     (12); 

und  da  eine  Curve  der  Oten  Ordnung  gewiss  auch  keine  Tangen- 
ten besitzt,  also  F(o)=0  ist,  so  ist  für  /e=:0: 

/(a)=2....     (13); 

BDd  setzt  man  diesen  Werth  von /(j)  in  (11)  und  (12),  so  findet  sicli : 

/i«)=«(«-l)....\l4) 
nod  ebenso  auch : 

F(„)=ii(ii-.l)....     (15). 

2)  Durch  einen  jeden  pfachen  Punkt,  welchen  eine 
Carve  der  Titen  Ordnung  besitzt,  wird  die  Klassenzahl 
derselben  um  p(p — l)Linheiten  erniedrigt. 

S)  Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
and  nöchstens  zugleich  eine  Curve  der  n(n — l)ten  Klasse. 

Corollar.  £ine  Curve  der  3ten,  4ten,  5ten....  Ordnung 
ist  im  Allgemeinen  und  höchstens  eine  Curve  der  6ten, 
]2ten,  20ten....  Klasse. 

Besitzt  nun  eine  Curve  C  der  nten  Ordnung  in  den  Hauptpunk- 
ten einen  p-,  einen  q-  und  einen  rfachen  Punkt,  sonst  aber  keinen 
mlfachen  Punkt,  so  ist  f^  von  der  (2n — (p-{-g^r))teB  Ordnung 
und  besitzt  auch  bloss  in  den  Hauptpunkten  einen  {n'^(p+q)y, 
<^|Den  (n  —  (p-H*)^'  und  einen  (n— (9-fr))fachett  Punkt;  also  ist 
die  Klasse  von  Ci  == 

(2«-(p+^+r))(3n-(/i+5r+r)-l)--(n~(p+^))(n-(;^+^)-l) 
-(n-(p+»-))(«-(p.+r)-l)-(n-(^+r))(w-(5r+r)-.l) 

.       =«(,l+l)-;,(;,+l)-fy(^+l)^r(r+l). 
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Und  auch  umgekehrt  ^  indem  €i  an  die  Stelle  von  C  gesetzt 
wird  5  findet  sich  die  Klasse  von  £== 

(2n-{p+7+r))(2n-{p+^+r)  +  l)-(»-(p+g))(n-(p+^)+l) 

— (n-(p+r))(n-(/i+r)  +  l)-(«-(y+r))(«-(y+r)+l) 

=n(n— 1)— p(/i— 1)  -  ^(9^— 1)— r(r— 1), 

wie  es  von  vornherein  zu  erwarten  stand. 

4)  Einer  Curve  der  nten  Ordnung  entspricht  im  Allge« 
meinen  und  höchstens  eine  Curve  der  7i(n-|-t)ten  Klasse. 

Endlich,  da  jedem  vielfachen  Punkte  von  C  der  nicht  Haupt- 
punkt ist,  ein  ebensovielfacher  Punkt  von  ([]  entspricht,  so  folgt: 

5)  Besitzt  eine  Curve  der  riten  Ordnung  in  den  drei 
Hauptpunkten  einen  />-,  einen  q-  und  einen  rfachen 
Punkt  und  ausserdem  noch  einen  beliebigen  n-^  x^, 
^-...fachen  Punkt,  so  ist  die  Ihr  entsprechende  Curve 
von  derselben  Klasse,  als  eine  Curve  der  (n-|-l)ten  Ord* 
nung,  welche  einen  (p4l)'9  einen  (^-f-l)-,  einen  (r-|-l)- und 
einen  sr-,  x-,  ^-...fachen  Punkt  besitzt. 


§.  13. 

Konstruktion  einiger  Curven  höherer  Ordnung  mittels 
des  blossen  Lineais,    und  Uebertragung  einiger  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  auf  höhere  Curven. 

Aufgabe. 
Eine  Curve  der  dritten  Ordnung   inittels  des  blossen  Li- 
neals punktweise  zu  zeichnen,  sobald  ein  Doppelpunkt 
Bi'  und  ausserdem  irgend  sechs  Punkte  Bi,  Bi' ,  0|,  6^, 
Ci,  bi  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Auflösung. 

Man  verbinde  den  Doppelpunkt  Bi"  (Taf.  H.  Fig.  2.)  mit  zweien 
der  übrigen  Punkte,  z.  B.  mit  Bi  und  B^  ,  durchdie  Geraden  A', 
Pi ,  und  diese  Punkte  mit  sich  selber  durch  die  Gerade  Pi',  ziehe 
zwei  beliebige  Gerade  A,  A\^  welche  die  Pi"  resp.  in  Pj,  p/ 
schneiden,  und  von  denen  die  eine,  A,  der  Pj  in  p,  die  andere, 
Aj  der  Pi  in  p'  begegnet;  verbinde  die  Punkte  p,  p'  mit  einan- 
der durch  die  Gerade  P' ,  nehme  auf  P'  irgend  zwei  Punkte  B, 
B'  an  und  verbinde  B  mit  p^  durch  P,  B  mit  p^'  durch  P,  Der 
Durchschnitt  von  P,  P  heisse  B".  Nun  denke  man  sich  zwei 
perspektivische  Strahlbfischel  B^  B^y  deren  persp.  Durchschnitt  A^ 
und  wieder  zwei  andere,  j^,  j^',  deren  persp.  Durchschnitt  A' 
ist,  und  zwei  Ebenen  S,  S^  in  Bezug  auf  diese  zwei  Paar  Strahl- 
büschel geometrisch  verwandt;  bestimme  in  C  die  den  Punkten 
Ot,  bi,  Ct,  N  entsprechenden  Punkte  n,  b,  c,  b  und  l«ge  durch 
die  fünf  Funkte  iß'',  a,  b,  c,  b  einen  Kegelschnitt  5t,  d.  h.  man 
suche  beliebig  viele  andere  Punkte  e,  f....  desselben,  was  sich 
auf  mehrfache  Weise  durch  blosses  Linienziehen  bewirken  lässt. 
Endlich  bestimme  man  in  S^  die  den  Punkten  c,  f....  entsprechen 
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deo  Punkte  fi»  fi....;  so  gehören  sSmmtliche  Punkte  B^*,  Bi, 
^i'y^u  ^1'  ^1»  ^19  tt»  fx'...9  und  zwar  ersterer  als  Doppelpunkt, 
einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung  an. 

Beweis. 

,  Da  der  Verbindungslinie  P^  der  Punkte  B,  B' ,  insofern  sie 
dem  Strahlbüschel  B  oder  B'  angehört ,  in  den  Strabibüscheln 
Bi9  Bi  die  Gerade  Pi  oder  Pj  entspricht,  und  da  ebenso  der 
Geraden  Pi"  in  den  8trahlbüschein  B,  B'  die  .Geraden  P,  P 
entsprechen,  so  sind  die  Punktenpaare  Ä,  B^ ;  B,  JB?/ ;  B",  B^^ 
die  zugeordneten  Hauptpunkte  der  Ebenen  C,  S^.  Und  da  nun 
der  Kegelschnitt  Jt  im  Allgemeinen  nur  durch  einen  Hauptpunkt 
V  geht,  so  ist  die  demselben  entsprechende  Curve  von^  der 
2.2— l=3ten  Ordnung  und  besitzt  in  ^^  einen  2fachen  und  in 
jedem  der  Punkte  B^,  J?i'  einen  2~1  =  Ifachen  Punkt  (§.8. 1.). 
Sind  überhaupt  in  einer  Ebene  Cf^  von  einer  Curve  C[|  der 
»ten  Ordnung,  weiche  einen  (n — l)fachen  Punkt  Bi!'  besitzt,  die- 
ser Punkt  B^**  und  ausserdem  2n  Punkte  beliebig  gegeben,  von 
denen  irgend  zwei  B^y  B^  heissen  mögen,  und  bestimmt  man  die 
Punkte  B,  B' y  B"  ebenso  wie  in  der  obigen  Aufgabe,  und  noch 
die  den  übrigen  2n— 2  gegebenen  Punkten  entsprechenden  Punkte, 
so  ist  nach  §.  10.  1.  durch  diese  2n  —  2  Punkte  und  den  Punkt 
Ä*  eine  Curve  der  (n — l)ten  Ordnung ,  welche  B"  zum  (n — 2)fachen 
Punkte  hat,  bestimmt,  und  ist  die  der  $|  entsprechende  Curve  C 
Man  würde  also  jene  Curve  (E|  mit  dem  blossen  Lineal  zeichnen 
können,  wenn  die  Curve  C'  gezeichnet  vorläge.  Nun  aber  lässt 
sich  die  der  2ten  Ordnung,  also  auch  die  der  oten  mit  einem  Dop- 
pelpunkte, die  der  4ten,  ^ten,  6ten...,nten  Ordnung  mit  einem  3-, 
4-,  5-....  (n — 1) fachen  Punkte  mittels  des  blossen  Lfneals  zeichnen. 
(Vgl.  Analyse  des  transversales  appliqu^e  a  la  recher- 


che  des  pfopri^tes  projectives  des'lig'nes  et  surfaces 

f^on^^triques  par  M.  J.  V.  Poncelet.  art  204.  in  Cr  eile's 
ournal.  Bd.  8.  Hft.  2.). 


1)  Eine  jede  Curve  der  nten  Ojdnung,  welche  einen 
(n— l)fachen  Punkt  besitzt,  lässt  sich  punktweise  mit- 
tels des  blossen  Lineals  zeichnen,  sobald  dieser  viel- 
fache Punkt  und  ausserdem  2n  Punkte  der  Curve  be- 
liebig gegeben  sind. 

Es  seien  in  Taf.  IL  Fig.  2.  durch  den  (beliebigen)  Punkt  ß^  der 
Curve  3.  O.  Xi  die  Geraden  cri,  6x,  C],  di-...  gelegt,  welche  den  (eben- 
falls beliebigen)  Strahl  P|  des  Doppelpunktes  Bi''  in  den  Punk- 
ten cTi,  ßi,  yt,  d^....  und  die  Curve  selbst  noch  in  den  Punkten- 
paaren «1,  Ol  ;     bi,  bi';    Ci,  Ci';     N,  ^/....  schneiden;    und  es 


den  Punkte  ebenfalls  harmonisch,  und  da  allen  Punkten  aj ,  ß^, 
Yi ,  d^....  ein  und  derselbe  Punkt  B  entspricht,  und  die  entprechen- 
den  von  a^,  e^;  b|,  b/....  einem  Kegelschnitte  jt  angehören,  so 
liegen,  wie  bekannt,  alle  Punkte,  welche  den  «i',  ß^  y^  Äi'.... 
entsprechen,  auf  einer  Geraden,  nämlich  der  harmonisctien  Polare 
von  B  für  Ä,  und  folglich  die  Punkte  «i'^J^p  Vi'»  ^'-  selber  auf 
einem  Kegelschnitte ,  welcher  durch  JB^ ,  1F|  ,  Bx"  geht  u.  s.  w. 
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2)  Legt  man  durch  den  Doppelpunkt  einer  Curve 
dritter  Ordnung  irgend  eine  Gerade  Pi,  und  durch 
irgend  einen  anderen  Punkt  ßi  derselben  beliebig 
viele  Gerade  Uu  bi,  Ci,  €^....  und  bestimmt  auf  jeder 
denjenigen  Punkt,  welcher  zu  den  beiden  neuen  Punk* 
ten  und  zu  dem  der  Geraden  Pj  angehürigen  der  vierte 
harmonische,  dem  letzteren  zugeordnete  Punkt  ist, 
so  liegen  alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem>  Kegel- 
schnitte, welcher  der  Curve  im  Doppelpunkte,  im 
Punkte  J?i ,  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  Ge- 
rade Pi  dieselbe  von  Neuem  schneidet,  und  ausserdem, 
wenn  sie  vorhanden  sind,  in  den  Berührungspunkten 
der  beiden  Tangenten,  welchevon  Bi  andieselbegehen, 
begegnet. 

Den  Strahlenpaaren,  welche  den  Doppelpunkt  JBi'  mit  jenen 
Durchschnittspunkten  Oj,  o/;  bi,  b/;  Ci,  c/....  verninden,  ent- 
sprechen in  Cf  ebensoviele  iStrahlenpaare ,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  a,  a';  t,  V;  c,  c'....  des  Kegelschnittes  St  mit  dem 
Punkte  B"  verbinden;  diese  Strahlenpaare  aber  bilden,  weil  die 
Linien  aa' ,  hV ,  cc'....  durch  einerlei  Punkt  B  gehen,  nach  Archiv 
Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  3.  3.  eine  Involution  von  Strahlen ;  also  hat 
man  nach  §.  6.  1.  den  folgenden  Satz: 

3)  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
beliebig  viele  Gerade,  so  bilden  die  Strablenpaare, 
welche  den  Doppelpunkt  mit  den  neuen  Durchschnit- 
ten dieser  Geraden  und  der  Curve  verbinden,  eine  In- 
volution von  Strahlen,  und  zwar  ^ehen  die  Haupt- 
strahlen dieser  Involution,  wenn  sie  vorhanden  sind, 
nach  den  Berührungspunkten  der  beiden  von  jenem 
Punkte  ausgehenden  Tangenten. 

Durch  irgend  einen  Punkt  »^  der  Ebene  S^  und  durch  die 
drei  Punkte  Bi,  Bi  ,  B^'  denke  man  sich  beliebig  viele  Kegel- 
schnitte 2li,  ^,  Si»  Sp...  gelegt;  so  wird  im  Allg.  ein  jeder 
derselben  die  Curve  jtj  in  noch  zwei  Punkten  Ot,  a^';  b|,  b^'; 
^i>  ^'9  bi,  b^'.-..  schneiden,  und  auf  jedem  wird  es  einen  Punkt 
^19  ßu  yu  K—'»  g^ben,  welcher  mitp],  als  zugeordnetem  Punkte, 
und  mit  Ai,  o^';  b^,  b/....  vier  harmonische  Punkte  des  betreffen- 
den Kegelschnittes  bildet.  Jenen  Kegelschnitten  ^i»  ^i»  ip  IDj... 
entsprecnen  in  S  ebensoviele  Gerade ,  welche  durch  einerlei  Punkt 
p  gehen,  den  Punkten  Oi,  o^';  bi,  b^'....  die  Durchschnitte  dieser 
Creraden  mit  dem  Kegelschnitte  ^,  und  den  Punkten  cci ,  ß^,  y^, 
J|....  solche  Punkte,  welche  mit  p,  als  zug.  Punkte,  und  mit  die- 
sen Durchschnitten  vier  harmonische  Punkte  bilden,  also  sämmt- 
lieh  der  barm.  Polare  des  Punktes  p  für  S.  angehören.  Folglich 
lieeen  auch  die  Punkte  «i ,  ^^ ,  yi ,  d^ . . . .  alle  auf  einem  Kegel- 
schnitte u.  s.  w. 

4)  Haben  eine  Scbaar  von  Kegelschnitten  mit  einer 
Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  und  zwei 
einfache  Punkte  und  unter  sich  noch  einen  vierten 
Punkt  f^i  gemein,  und  bestimmt  man  auf  einem  jeden 
dieser  Kegelschnitte  zu  den  beiden  Punkten,  in  welchen 
er    noch   ausserdem  die   Curve   schneidet,    und    zu  dem 
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Punkte  pi,  als  zugeordnetem,  den  vierten  harmonischen 
Pnnkt,  so  liegen  alle  diese  vierten  Punkte  auf  einem 
neuen  Kegelschnitte,  welcher  mit  jener  Schaar  und  der 
Curve  die  nämlichen  drei  Punkte  gemein  hat  und  die  letz- 
tere in  denjenigen  zwei  Punkten  schneidet,  in  welchen 
sie  von  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  berfihrt  wird. 
Sind  von  einer  Curve  der  4ten  Ordnung,  welche  drei  Doppel- 
punkte besitzt,  ausser  diesen  letzteren  noch       ^—3    ^T  ^^ 

einfache  Punkte  gegeben,  so  Ist  dieselbe,  und  mit  ihr  zugleich, 
als  die  ihr  entsprechende  Curve,  ein  Kegelschnitt  vollkommen  be- 
stimmt; da  nun  dieser  mittels  des  Lineals  sich  zeichnen  lässt, 
so  folgt: 

6)  Eine  Curve  der  vierten  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten losst  sich  punktweise  mittels  des  blossen  Line- 
als zeichnen,  sobald  diese  drei  Doppelpunkte  und  aus- 
serdem irgend  fünf  Punkte  derselben  gegeben  sind. 

Die  Ausffihning  sei  dem  Leser  überlassen.  Sind  die  drei 
Doppelpunkte  insbesondere  drei  Rückkehrpunkte,  so  entspricht 
nach  §.  IL  3.  der  Curve  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  drei  Haupt- 
linien der  £bene  berührt,  und  den  drei  Tangenten  in  den  Rfick- 
kehrpunkten  entsprechen  diejenigen  Geraden,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte des  Kegelschnittes  mit  den  Gegenecken  des  Haupt- 
dreiecks verbinden;  solche  drei  Geraden  aber,  wie  bekannt, 
schneiden  einander  in  einerlei  Punkte;    also: 

6}  Die  drei  Tangenten  in  drei  Rückkehrpunkten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  gehen  durch  einen  und  denselben 
Punkt 

Femer  erhält  man  auf  ähnliche  Weise,  wie  der  Satz  2,  des 
§.  13.  gefunden  wurde ,  den  folgenden : 

7)  Besitzt  eine  Curve  4ter  Ordnung  drei  Doppelpunkte, 
und  denkt  man  sich  auf  irgend  einem  Strahle  des  einen 
dieser  Punkte  einen  Punkt  so  bestimmt,  dass  er  zii  den 
beiden  neuen  Punkten  der  Curve  und  zu  demjenigen, 
welcher  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Dop- 
pelpunkte angehört,  der  vierte  harmonische,  dem  letz- 
eren  zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  vier- 
ten Punkte  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die 
drei  Doppelpunkte  und  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen zwei  Tangenten  der  Curve  geht,  welche  sich  in 
jenem  Doppelpunkte  schneiden. 

Und  wenn  statt  des  ersten  Doppelpunktes  jrgend  ein  beliebi- 
ger Punkt  der  Ebene  gesetzt  wird : 

8)  Besitzt  eine  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 

E unkte,  und  leg(  man  durch  die  letzteren  und  durch  einen 
eliebigen  Punkt  p  der  Ebene  eine  Schaar  Kegelschnitte, 
und  bestimmt  auf  jedem  dieserKegelschnitte  zu  den  bei- 
den Punkten,  in  welchen  er  die  Curve  von  Neuem  schnei- 
det, und  zu  dem  Punkte  ;i,  als  zugeordnetem,  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten 
Punkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitte,  welcher  auch  die 
drei  Doppelpunkte  enthält  u.  s.  w. 
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Es  sei  endlich  S|  eioe  Curve  5ter  Ordiran^, .  welche  einen 
Sfachen  Punkt  B{'  imd  drei  Doppelpunkte  By ,  B/,  Oy  besitzt ; 
durch  B^  gehe  eine  beliebige  Gerade  a{* ,  welche  ^i  von  Neuem 
in  2  PunKten  ai>  a^'  schneidet;  durch  die  Punkte  B^^  B^y  ^\9 
Ol  sei  ein  beliebi|[;er  Kegelschnitt  9,^  gelegt,  welcher  die  Gerade 
Ol'  zum  andernmal  in  b«  schneidet  und  mit  fi  noch  einen  (einzi- 
gen) Punkt  J|  gemein  bat.  Endlich  sei  bi'  zu  a|,  ol^  und  b|  der 
vierte  harmonische,  dem  bi  zugeordnete  Punkt  Jetzt  denke  man 
sich  in  einer  Ebene  S  die  Pupkte  jB,  B^  B'  beliebig  eewählt^ 
und  S,  Si  in  Ansehung  der  zug.  Hauptpiinkte  £,  0^;  Jd,  B^  ^ 
B\  By  geometrisch  verwandt;  so  entspricht  der  Ci  eine  Curve 
3ter  Ordnung  C,  welche  durch  den  Punkt  B'  geht  und  einen  dem  O^ 
entsprechenden  Doppelpunkt  O  besitzt;  dem  Strahle  a^  und  den 
harmonischen  Punkten  A|,  0|';  b^,  b^'  entspricht  ein  Strahl  vT 
von  ^'  und  vier  harmonische  Punkte  (1,0';  6,  b';  dem  Kegel* 
schnitte  9.x  entspricht  eine  Gerade  X,  welche  durch  O,  den  dem 
«A  entsprechenden  Punkt  /  der  Curve  und  durch  b  geht;  die 
Punkte  a,  a'  liegen  auf  €,  und  nach  2.  liegen  alle  Punkte  V, 
welche  den  verscniedenen  Strahlen  von  B'  angehören,  auf  einem 
Kegelschnitte,  welcher  die  Punkte  B\  O,  J  enthält;  da  nun 
dieser  Kegelschnitt  nur  durch  einen  einzigen  Hauptpunkt  B'  ^eht» 
so  entspricht  ihm  in  Sj  eine  Curve  3.  O,,  welcne  in  Bt"  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  einfach  durch  Bi ,  B^  und  O^  hindurch 
geht.    Hieraus  folgt: 

9)  Sind  irgend  eine  Curve  5ter  Ordnung,  welche 
einen  3 fachen  Punkt  B^  und  drei  Poppelpunkte  By, 
Bxi  Ol  besitzt,  und  ein  Kegelschnitt  ^1,  welcher  durcti 
diese  vier  Punkte  geht,  beliebig  gegeben,  und  denkt 
man  sich  aufjed  em  Strahle  jenesPunktes  By"  z  u  d  e  n 
beiden  Punkten,  welche  ausserdem  noch  der  Curve 
5ter  Ordnung,  und  zu  jenem,  welcher  noch  dem  Kegel- 
schnitte 9i  angehört,  den  vierten  harmonischen,  dem 
letzteren  zugeordneten  Punkt  bestimmt,  so  liegen 
alle  diese  vierten  Punkte  auf  einer  Curve  3ter  Ord- 
nung, welche  an  der  Stelle  jenes  dreifachen  Punktes 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  durch  die  drei  Doppelpunkte 
der  Curve  5ter  Ordnung  und  ausserdem  durch  denjenigen 
Punkt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  9i  diese  Curve  von 
Neuem  schneidet,  hindurchgeht. 


Besondere  Fälle. 

§.  14. 
Zwei  Paar  projektivisch-glelche  Strahibäschel. 

Sind  sowohl  die  Strahlbüschel  By  By  als  auch  J^,  By'  pro- 
jektivisch-gleich,  d.  h.  schliessen  je  zwei  Strahlen  ff,  6  des 
einen  denselben  spitzen  Winkel  ein  als  die  entsprechenden  Strah- 
len Ol ,  61  des  anderen ,  so  sind  auch  die  von  den  Hauptlinien  P, 
P  und  Px\  Pi  einerseits,  und  die  von  P,  P'  und  A",  P^  an- 
dererseits eingeschlossenen  spitzen  Winkel  einander  gleich.  Es 
sind  aber  hierbei  zwei  Fälle  denkbar:    a)  Entweder  sind  die  in- 
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oertfD  Winkel  B^  B'  des  Haupidreiecka  BBB'  deo  innereo 
Winkeln  Bi ,  Bx  des  Hanptdreiecks  B^BiBi"  deich;  oder  6)  e« 
sind  nur  zwei  innere  Winkel  B,  Bi;  dagegen  der  andere  innere 
Winkel  B  des  einen  Dreiecks  dem  Aussenwinkel  iB/  des  an- 
deren gleich. 

.  Im  Fali^  a)  sind  die  Hauptdreiecke  ähnlich ,  nnd  denkt  man 
sich  die  Ebenen  (£,  S,  für  einen  Augenblick  so  aufeinandergelegt, 
daaa  die  Hauptlinien  f^\  Pi  in  einerlei  gerade  Linie  fallen,  nie 
Richtuog  Ton  B  nach  B'  dieselbe  sei,  als  die  von  B^  nach  Bx\ 
und  dass  die  Punkte  B" y  Bi  auf  einerlei  Seite  jener  geraden 
Linie  liegen,  so  müssen  soivonl  die  Strahlbfischel  B ,  Bi  als  die 
Strahlbüschel  B,  B^  ungleich  liegend  sein ,  d.  h.  folgen  z.  B. 
in  B  die  Strahlen  P\  a,  b,  c,  d,  Z^.«..  von  der  Rechten  zur  Lin- 
ken aufeinander,  so  gehen  die  entsprechenden  Strahlen  Pi  Oi, 
6] ,  Ci ,  dl 9  Pi\ . . .  von  der  Linken  zur  Rechten^  Sind  nun  die 
Strablhüscbel  B,  B  selber  projektivisch-gleich,  und  sind  z.  B. 
a,  ö;  a,b'  irgend  zwei  Paar  inrer  entsprechenden  Strahlen,  so  ist 

W,aifti=W.a6=W.a'*'=:W.cii'6i%  also  auch  W.aifti==W.iii'V; 

also  sind  auch  die  von  den  entsprechenden  Strahlen  gebildeten 
Strahlbüschel  B^,  B^  projek'tivisch-^leich,  und  zwar  sind  letz- 
tere gieicHliegend  oder  ungleicbliegend,  jenachdem  By 
B  sleichliegend  oder  ungleichliegend  sind. 

Im  Falle  h)  sind  die  Uauptdreiecke  nicht  ähnlich,  es  sei  denn, 
sie  wären  rechtwinklig,  und  denkt  man  sich  diö  Ebenen  S,  Si  so 
wie  oben  aufeinander  gelegt,  so  werden  die  Strahlbüschel  By  B^ 
uDgleichliegend,  aagegen  die  Strahlbüschel  B* y  0/  gleich- 
liegend  sein.  Sind  also  die  Strahlbüschel  By  M  gleich- 
liegend, so  müssen  die  ebenfalls  projektivisch-gleichen  Strahl- 
büschel Bxy  Bx   ungleichliegend  sein,  und  umgekehrt. 

Bekanntlich  sind  zwei  perspektivische  Strahlbüschel  ^,  B^ 
projektivisch  gleich,  und  zwar  gleichltegend  oder  ungleichliegend, 
jenachdem  ihr  perspektivischer  Durcfasehnitt  unendlich  entfernt, 
oder  auf  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Mittelpunicten  senkrecht  steht;  und  zwei  schiefliegende  pro- 
jektivische  Strahlbüschel  By  B  sind  gleich,    und  zwar  gleichlie- 

fend  oder  ungieichliegend ,  jenachdem  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Preise  liegen,  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  auf  demselben  sich 
schneiden,  oder  ihre  Mittelpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmes- 
sers einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind,  auf  welcher  die  Durch- 
schnitte ihrer  entsprechenden  Strahlen  liegen;  und  umgekehrt 
Hieraus  folgt  nun  im  Falle  a) : 

1)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden 
der  beiden  Ebenen  <^,  Si  entspricht  in  der  anderen  der 
dem  Hauptdreiecke  umschrieoene  Kreis;  und  daher 
bilden  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  dritten 
Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  (f ,  Bx^  zwei  pro- 
jektivisch-gleiche  Strahlbüschel. 

2)  Den  drei  Geraden,  welche  auf  den  Seiten  des 
einen  Hanptdreiecks  in  deren  Mitten  senkrecht  stehen, 
entsprechen  drei  dem  anderen  Hauptdreiecke  um  schrie - 
eue  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  auf 
den  betreffenden  Seiten  liegen. 
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3)  Allen  Kreisen  der  einen  Ebene,  welche  bloss  dnrch 
zwei  Hauptpunkte  gehen,  entsprechen  in  der  anderen 
ebenfalls  jKreise,  welche  bloss  durch  die  zwei  zugeord- 
neten Hauptpunkte  stehen. 

4)  Allen  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  bloss  durch 
zwei  Hauptpunkte  gehen  und  deren  Verbindungslinie 
zum  Durchmesser  haben,  entsprechen  ebenfalls  gleich* 
seitige  Hyperbeln,  welche  bloss  durch  die  beiden  zuge- 
ordneten Hauptpunkte  gehen  und  deren  Verbindungs- 
linie zum  Durchmesser  haben. 

Ferner  ereiebt  sich  aus  2.  und  aus  Archiv  Tbl.  HL  8.  225.  o. : 

5)  Dem  Mittelpunkte  der  den  beiden  Hauptdreiecken 
umschriebenen  Kreiseentsprechen  gegenseitig  dieDurch- 
schnitte  der  Höhen  dieser  Dreiecke. 

Dagegen  findet  im  Falle  b)  Folgendes  statt: 

6)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden  der 
beiden  Ebenen  entspricht  eine  dem  Hauptdreiecke  der 
anderen  umschriebene  gleichseitige  Hyperbel,  derenMit- 
telpunkt  auf  einer  bestimmten  Seite  dieses  Dreiecks 
liegt;  und  daher  bilden  die  entsprechenden  Strahlen 
des  dritten  Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  keine  pro- 
jektivisch -gleichen  Strahlbüschel. 

7)  Einer  bestimmten  von  den  drei  Senkrechten  In 
den  Mitten  der  Hauptdreiecksseiten  entspricht  der  dem 
anderen  Hauptdreieck  umschriebene  Kreis;  und  da'her 
ffehen  die  beiden  den  Hauptdreiecken  umschriebenen 
Kreise  gegenseitig  durch  die  ihren  Mittelpunkten  ent- 
sprechenden Punkte. 

8)  Allen  Kreisen,  welche  bloss  durch  die  beiden 
Hauptpunkte  £,  B^  (oder  JS^,  Bi)  gehen,  entsprechen 
gleichseitige  Hyperbeln,  welche  bloss  durch  die  Haupt- 
punkte ll|,  Bi  (oder  jB,  £r)^gehen  und  dieselben  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  haben. 


§.  15. 
Zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen  ^,  Ci« 

Denkt  man  sich  die  Ebenen  C,  Si  aufeinander  gelegt,  so  ist 
ihre  geometrische  Verwandtschaft  am  Allgemeinsten  durch  zwei 
Kegeßchnitte  Ky  K  (Taf.  II.  Fig.  1.)  bestimmt,  deren  einer  die  zug. 
Hauptpunkte  B,  Bi  und  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen 
0,0^;  6,  6i....,  der  andere  zwei  andere  zug.  Hauptpunkte  B", 
B{  und  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen  a',  a^\ 
liy  V....  enthält. 

Fallen  zwei  entsprechende  Punkte  a,  (ii  beider  Ebenen  zusam- 
men, so  gehen  die  Strahlen  a,  a,  cr|,  a^  durch  einerlei  Punkt 
(aoi),  una  folglich  ist  letzterer  den  Kegelschnitten  if,  K  gemein- 
schaftlich, und  da  zwei  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  entweder 
vier  oder  zwei  oder  keinen  Funkt  gemein  haben ,  so  folgt : 

1)  Zwei  aufeinander  gelegte  geometrisch  verwandte 
Ebenen  besitzen  im  Allgemeinen  entweder  vier  oder 
zwei  oder  keine  Punkte,  und  nur  in  gewisaen  Grenzia« 
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en  auch  drei  oder  einen»  In  welchen  sich  entsprechende 

^nnkte  vereiniffen« 

Sind  insbesondere  zwei  Strahlhäschel  By  K  perspektivisch, 
d.  h«  ist  JET  eine  Gerade»  so  werden  sowohl  in  den  Durchschnitten 
ron  K  und  K^  als  anch  in  denen  des  gemeinschaftlichen  Strahles 
BBy  und  des  Kegelschnittes  K!  entsprechende  Punkte  vereinigt; 
und  sind  zuffleich  By  B^  und  B\  Bx  perspektivisch,  so  giebt  es 
solcher  Punkte  allemal  vier,  es  sei  denn,  dass  einiee  zusammen- 
bllen,  nämlich  im  Durchschnitte  der  perspektivischen  Durchschnitte, 
in  dem  der  Geraden  BBy^ ,  BB^i  und  in  den  Punkten,  wo  allemal 
die  eine  der  beiden  letzteren .  den  persp.  Durchschnitt  der  beiden 
anderen  Strahlbuscbel  schneidet. 

Dahingegen  können  im  Allgemeinen  keine  zwei  entsprechen- 
den Geraden  zusammen iai len ,  weil  nur  den  Strahlen  der  Haupt- 
punkte wiederum  gerade  Linien  entsprechen.  Sind  aber  z.  fi.  Jß^ 
Dx  perspektivisch ,  so  fallen  längs  f^izwei  entsprechende  Gerade 
ZQsanunen;  und  sind  zugleich  auch  xT,  B^  perspektivisch,  und 
ist  der  eem.  Strahl  des  einen  Paares  zugleich  der  perspektivische 
Durchschnitt  des  anderen ,  so  mfissen  sich  in  jedem  Punkte  dieses 
Strahles  zwei  entsprechende  vereinigen.  Sind  endlich  zwei  Strahl- 
büschel jB,  By  concentrisch,  so  fallen  nach  Archiv  ThL  IV. 
Nr.  XXX.  9.  o.  entweder  zwei  oder  bloss  ein  oder  kein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  derselben  zusammen. 

Blau  denke  sich  ferner  zwei  Punkte  a,  Oi,  welche  sich  in  dop- 
peltem Sinne  entsprechen,  d.  b*  sowohl  wenn  a  zu  S,  Oi  a^u 
(El ,  als  auch  wenn  Oj  zu  C,  a  zu  (Si  gerechnet  wird ;  und  es  seien 
a,  a;  a,  c/;  «|,  a^;  ay\  a^  resp.  die  nach  a,  Ot  gehenden  Strah- 
len von  B,  B,  JBi,  Bi  i  so  liegen  einerseits  die  Durchschnitte 
von  a  und  ai ;  a  und  «i  auf  dem  Kegelschnitte  K,  und  die  Ge- 
rade A,  weiche  dieselben  verbindet;  trifft  die  Gerade  BBi  in 
einem  Punkte  (,  welcher  der  barm.  Pol  der  Geraden  Mi  für  K 
ist;  folglich  geht  aa^  durch  den  bann.  Pol  von  BBt  ffir  K; 
aber  auch  andererseits  durch  den  barm.  Pol  von  B'Bi  für  JT; 
also  ist  sie  die  Gerade,  welche  den  Durchschnitt  der  Tansenten 
in  B  und  Bi  mit  dem  der  Tangenten  in  B  und  B{  verbindet. 

Da  nun  die  Punkte  B,  B^  und  der  Durchschnitt  von  a,  Oi 
auf  K  liegen ,  und  BB^  den  harmonischen  Pol  f  von  aa^  für  K 
enthält,  so  sind ,  nach  Archiv  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  4.  2.  die  Punkte 
a,  0]  zwei  zugeordnete  barm.  Pole  ffir  AT;  aber  auch  fSr  JT;  also 
das  den  Involutionen  zug.  barm.  Pole  für  K  und  K  gemeinschaft- 
liche Paar. 

2)  In  zwei  aufeinander  gelegten  geometrisch  ver- 
wandten Ebenen  giebt  es  im  allgemeinsten  Falle  ent- 
weder aur  ein  einziges  oder  kein  Paar  Punkte,  welche 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Fällt  der  Pol  von  RB^  für  K  mit  dem  von  BB^  für  K  zu- 
sammen ,  80  gehen  durch  dieselben  unzählige  Gerade ,  deren  jede 
zwei  Punkte  a,  flj  besitzt.  Im  Archiv  Tbl.  V.  Nr.  XVIII.  §.  6.  9. 
ist  gezeigt  worden,  dass  in  dem  Falle,  wenn  jener  Pol  auf  einer 
gemeinschaftlichen  Sekante  von  K,  K'  liegt,  die  Punktenpaare  a, 
ii,  welche  den  verschiedenen  Strahlen  desselben  angehören,  einen 
Kegelschnitt  bilden  müssen.  In  jede;m  anderen  Falle  aber  bilden 
sie  keinen  Kegelschnitt,  sondern  eine  Cnrve  höherer  Ordnung. 
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Sind  zwei  Strahlbüschel  B ,  Bx  perspektivisch ,  so  sind  der 
Punkt  f,  wo  BB.VGOk  persp.  Durchschnitt  derselben ,  und  der 
Punkt  ti9  wo  BBj^  von  der  Geraden  asx  geschnitten  wird,  mit 
den  Punkten  By  J?,  harmonisch;  und  ausserdem  siud  die  Punkte 
0,  Ol  mit  fi  und  dem  dem  persp.  Durchschnitt  K  angehorig^n 
Punkte  fa  harmonisch.  Im  Fall  nun  auch  B^  ^  B^  perspektivisch 
sind  und  t\  f^,  f/  analoge  Bedeutung  als  t,  f,,  f,  haben,  so  giebt 
es,  so  lange  weder  die  persp.  durchschnitte  K,  K  noch  auch  die 
Punkte  fi,  fi'  zusammenfallen,  nur  eine  Gerade  aa|  und  entweder 
zwei  oder  keine  Punkte  a,  0|.  Fallen  nur  K  und  K  zusammen, 
also  auch  f^»  V«  so  giebt  es  keine  Punkte  o,  a,,  die  zugleick 
mit  (i,  f,  und  mit  f/,  f/  harmonisch  sind;  und  fallen  nur  f|,  f^' 
zusammen,  so  besitzt  aus  demselben  Grunde  nur  ein  einziger 
Strahl  derselben  Punkte  a,  Oi,  dann  aber  unzählige  Paare  solcher 
Punkte.  Fallen  endlich  sowohl  K,  K  als  fi,  f/  zusammen,  so 
giebt  es  auf  jedem  Strahle  der  letzteren,  d.  h.  des  Durchschnit- 
tes von  BBx  und  BB^'y  unzählige  Punktenpaare  a,  O] ;  aber  dann 
Seht  der  gemeinsame  persp.  Durchschnitt  nach  dem  Durchschnitte 
er  Gera&n  BB  und  B^Bx'y  und  dem  Strahle  BB'  entspricht 
sowohl  in  Bx  als  in  J9/  der  Strahl  BiBi  ,  ein  Fall,  der  noch 
nicht  hierher  gehört. 

Wenn  im  allgemeinen  Falle  die  Kegelschnitte  K,  K  sich 
decken,  so  giebt  es  auf  der  Geraden,  welche  die  barm.  Pooie  von  BB^ 
und  BBi  verbindet,  unzählige  Punktenpaare  o,  Oi ;  nämlich  je 
zwei  zugeordnete  barm.  Pole  "derselben  sind  ein'  solches  Paar. 

Sind  endlich  zwei  Strahlbüschel  fi,  Bt  concentrisch,  so  sind 
die  Strahlen  a,   Oi  derselben,    welche  nach  zwei  Punkten  a,   a^ 

fehen,  in  doppeltem  Sinne  entsprechend,  also  sind  nach  Archiv, 
hl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  1.  6.  die  Strahlbfiscbel  involutorisch ;  hier- 
aus folgt: 

3)  Sind  die  beiden  Paar  Strahlbüschelfi,  fi|;  E,B{y 
in  Ansehung  derer  zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen 
geometrisch  verwandt  sind,  concentrisch,  so  entspre- 
chen entweder  alle  oder  kein  Paar  Punkte  derselnen 
einander  in  doppeltem  Sinne. 

Gilt  letzteres  von  allen  entsprechenden  Punktenpaaren,  so  sol- 
len die  Ebenen  involutorisch- verwandt,  una  je  zwei  ent- 
sprechende Systeme  dersel ben  zwei  Involutions-Systeme  heis- 
sen.  Im  Ganzen  bleiben  dann  noch  alle  Erscheinungen,  wie  frü- 
her; einer  Curve  der  »ten  Ordnung  entspricht  eine  der  2iiten 
Ordnung  u.  s.  w.,  doch  ist  es  einerlei,  in  welcher  der  beiden  Ebe- 
nen liegend  eine  jede  von  beiden  Curven  vorgestellt  wird:  es  fal- 
len nämlich,  was  bei  bloss  concentrisch en  proj.  Strahlbüscheln 
nicht  stattfindet,  jetzt  auch  das  dritte  Paar  zugeordnete  Haupt- 
punkte zusammen. 


|9. 
Zwei  Systeme  von  Geraden, 

§.  16. 

Sind  in  einer  Ebene  C  zwei  Gerade  A,  A  mit  den  Punkten 
a,  (,  c,  6....  und  a',  b',  i\  6'....,    in  einer  zweiten  Ebene  Ci  zwei 
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Gerade  Aj^  Äx  mit  den  Punkten  Oi ,  bi,  C|,  6|....  und  OjS  hy\  c/, 
^'••-  gegeben  y  und  ist 

^(«>6,c,b....):=i^i(ai,(i,Ci?5i*...)  nnd  zugleich 

80  entspricht  jeder  Geraden  a  der  Ebene  S,  welche  A,  A'  m  a, 
q!  schneidet^  eine  Gerade  Oi  der  Ebene  Si  ^  welche  durch  die  ent- 
sprechenden Punkte  Ot,  a/  geht;  insbespndece  entspricht  der 
uDendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden  Ebene  diejenige 
Gerade  der  anderen  >  welche  die  sogenannten  Durchschnitte  der 
Paralielstrahlen  Terbindet  Dem  Durchschnitte  p"  von  ArA' 
entepreche  in  Ai  ein  Punkt  pi  und  in  A^  ein  Punkt  p«;  und 
umgekehrt:  dem  Durchschnitte  pi"  von  Au  A^  entspreche  in  A 
ein  Punkt  p'y  in  A'  ein  Punkt  p^  und  es  seien  A"y  Ä^'  die  Gera- 
den, welche  resp.  p  und  p\  px  und  p^  verbinden«  Dies  vöraus- 
^esetat,  so  entspricht  jedem  Strahle  von  p"  die  Gerade  A^  *  und 
jedem  Strahle  von  /^i^die  Gerade  Ä'. 

.  Es  sei  ^  irgend  ein  Punkt  von  flS»  dessen  Strahlen  ayb,e,d,... 
die  A  in  a,  b,  t,  b....»  die  ^'  in  o',  b^  c'»  b'....  schneiden;  so  hat 
man: 

^'(o^b^c',b^...)=-4l'(«^^^l^f^^^l'••••);  »iso  , 

4i  (fli,bi,Ci,>»i....)=-4i'(«i',b/,c/,bi'....). 

Liegt  j?  auf  A^^  so  entspricht  dem  Strahle  A"  von  jB  ein 
durch  pi'  gehender  Strahl,  also  sind  die  Geraden  i4|,  Ai  in  An- 
sehung der  den  a,  b,  c,  d,...  entsprechenden  Geraden  Oi,  bi,  e^, 
d|....  perspektivisch,  und  da  demjenigen  Strahle  von  B,  welcher 
durch  p"  geht,  die  Gerade  Aj^'  entspricht,  so  liegt  der  Projek- 
tioospunkt  Bi  von  Ai,  A^'  auf  A^".  In  jedem  anderen  Falle,  wo 
B  auf  keiner  der  Geraden  A^  A*,  A"  liegt,  umhüllen  die  Geraden 
Ol,  6i,  Cj,  dl....  nebst  Ai,  Ai' ,  Ai'  einen  Kegelschnitt  [Äi]. 
Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Geraden  r,  welche  die  Durchschnitte 
der  Paralielstrahlen  von  A,  A*  verbindet,  so  wird  der  Kegelschnitt 
[£1]  von  der  unendlich  entfernten  Geraden  berührt,  ist  also  eine 
Parabel ;  und  ist  B  selbst  unendlich  entfernt,  so  berührt  [0^]  die 
Gerade  r^ ,  welche  die  Durchschnitte  der  Paralielstrahlen  von  A^^ 
Ai'  verbindet. 

Die  drei  Geraden  A,  A*,  A"  und  Ai,  At',  A^"  werden  Haupt- 
linien, die  Punkte  p,  p',  p^  und  »1,  p^,  pi  Hauptpunkte, 
die  von  ihnen  gebildeten  Dreiecke  Haupt  drei  ecke,  und  je  zwei 
gleichmaridrte  Hauptlinien  und  Hauptpunkte»  wie  A"yAi"']  p\px% 
Al'jPx",  zugeordnete  genannt. 

f.  Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  einer  Haupt- 
linie der  einen  Ebene  liegt,  entspricht  wieder  ein 
Punkt  der  zugeordneten  Hauptlioie  aer  anderen  Ebene. 

2.  Einem  jeden  Strahle  eines  Hauptpunktes  der 
einen  Ebene  entspricht  ein  und  dieselbe  Gerade,  näm- 
lich die  zugeordnete  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 
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3.  Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  keiner  Hanpt 
linie  iieet,  entspricht  ein  Kegelschnitt»  welcher  von 
den  dreillauptlinien  der  anderen  Ebene  und  von  den, 
den  Strahlen  des  er^teren  entsprechenden  Geraden 
berührt  wird,  und  umgekehrt.  Dieser  Kegelschnitt  ist 
eine  Parabel,  wenn  jener  Punkt  auf  der  mit  r  (r^)  be- 
zeichneten Geraden  liegt. 

Es  würde  laogf^^eilig  sein ,  diese  Untersuchung  noch  weiter  zu 
verfolgen,  indem  man  sich  bereits  ans  diesem  Anfang  derselben 
überzeugt,  dass  dieselbe  kaum  mehr  als  eine  wiederholte  Erzäh- 
lung der  unter  or,  gewonnenen  Resultate  in  anderem  Gewände  lie- 
fern würde.  Der  Leser  kann  sich  sogleich  in  den  Besitz  des  hier 
zu  Gewinnenden  setzen,  wenn  er  in  den  früheren  Betrachtungen 
und  Lehrsätzen  die  Ausdrücke:  Punkt,  Hauptpunkt,  Gerade, 
^auptlinie,  Curve  itter  Ordnune  oder  Klasse^  Ptmkt  oder  Tan- 
gente einer  Curve,  nfacher  Punkt,  Rückkehrpunkt  u.  s.  w.  resp. 
mit  den  Ausdrücken:  Gerade,  Hauptlinte,  Punkt,  Hauptpunkt, 
Curve  nter  Klasse  oder  Ordnung,  Tangente  oder  Punkt  einer  Curve, 
itfache  Tangente,  Wendungstan^nte  u.  s.  w.  vertauscht  Nur  jn 
einem  besonderen  Falle  stellt  sich  Eigenthümliches  heraus:  Sind 
nämlich  sowohl  die  Geraden  A,  At  äs  die  Geraden  A,  A^  pro- 
jektivisch-ähnlich  oder  gleich,  so  entsprechen  sich  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  derselben,  und  folglich  auch  die  unend- 
lich entfernten  Geraden  ihrer  Ebenen  gegenseitig;  die  Geraden 
A"  und  Ay*  sind  also  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkte 
ebenfalls  ähnlich;  jeder  Parabel,  welche  die  drei  Hauptlinien  der 
einen  Ebene  berührt,  entspricht  eiu  unendlich  entfernter  Punkt 
der  anderen,  und  jeder  Parabel ,  welche  bloss  zwei  Hauptlinien 
berührt,  entspricht  wieder  eine  Parabel. 


Ein   System  von   Punkten   und  ein    System  von 
Geraden. 

§.  17. 

Von  der  Betrachtung  dieser  beiden  Systeme  gilt  fast  dasselbe 
als  von  der  der  beiden  vorigen.  Man  erhält  die  Eigenschaften  der- 
selben, wenn  man  in  a*  die  Ausdrücke  für  die  Elemente  der  einen 
Ebene  unverändert  lässt,  dagegen  die  für  die  Elemente  der  ande- 
ren mit  den  so  eben  ffenannteo  vertauscht.  Nur  dem  §.  14.  steht 
hier  durchaus  kein  ähnlibher  zur  Seite»  und  das  Analogon  der 
Fraf  e  über  die  in  doppeltem  Siime  entsprechenden  Punkte  dürfte 
wenigstens  kein  besonderes  Interesse  darbieten.  Wichtiger  dage- 
gen wäre  es  zu  untersuchen :  welchem  Orte  diejenigen  Punkte  der 
einen  Ebene  angeh9ren,  deren  entsprechende  Geraden  durch  diese 
Punkte  selber  gehen  ?  und  umgekehrt ;  indem  dieselbe  Frage  für 
reciprok-verwandte  Ftguren  von  besonderer  Bedeutung  ist.  Schwer- 
lich aber  dürfte  dieselbe  hier  ohne  Hülfe  der  algebraischen  Ana- 
lysis  beantwortet  werden  künnen,  wesshalb  ich  sie  übergehe. 
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Zweite  Art 
der  höheren  geometrischen  Verwandtschaften. 

§.18- 

Es  seien  jetzt  die  in  §.  4.  betrachteten  2wei  Paar  projelrtirische 
Strahlbfischei  B,  B^  und  B\  Bi  so  beschaffen ,  dass  zwar  dem 
gemeinschaftlichen  Strahle  P^  von  B,  B\  insofern  er  2a  B'  ge- 
rechnet wird,  in  B^  wiederum  der  gemeinschaftliche  Strahl  P^^ 
Fon  Bxy  ßx  entspreche,  d.  h.  dass  sowohl  P  mit  P'als  auch 
Pi  mit  Px"  zasammenfalle ;  dass  dagegen  dem  Strahle  P^  des 
Strabibüschels  B  ein  von  Pi"  verschiedener  Strahl  f\'  in  B^f 
and  tung(i^ehrt :  dem  Strahle  P/*  von  Bi  ein  von  P"  verschiede- 
ner Strahl  P'  inB  entspreche,  in  diesem  Falle  mass  einem  jeden 
Punkte  von  P"  der  einzige  Punkt  Bx ,  und  einem  jeden  Punkte 
von  JP  der  einzige  Punkt  Bx';  und  ebenso  einem  jeden  Punkte 
von  P|'  der  Punkt  B,  un'd  einem  jeden  von  P/  der  Punkt  B' 
entsprechen.  Einer  jeden  Geraden  Ä  der  Ebene  (?  entspricht  in 
Si  offenbar  ebenso  wie  früher  ein  Keseischnitt  [^i],  welcher 
dorch  die  Punkte  Bi,  Bx'  geht;  weil  aber  jetzt  denjenigen  zwei 
Strahlen  von  B,  B' ,  welche  nach  dem  Durchschnitte  von  A  und 
P*  gerichtet  sindy  in  Bx»  BJ  die  Strahlen  P',  P''  entsprechen» 
so  muss,  zufolge  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  11.,  der  Kegelschnitt 
[Ji]  die  Hauptlinie  Pi'  in  Bx  berühren.  Und  umgekehrt:  wird 
jedem  Kegelschnitt ,  welcher  durch  die  Hauptpunkte  B,  B  geht 
und  die  Haupthnie  P'  berührt,  in  der  anderen  Ebene  eine  Gerade 
entsprechen.  Dagegen  entspricht  jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch 
J9,  B  geht,  aber  P'  nicht  berührt,  zwar  wiederum  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  i?^»  Bx  geht,  der  aber  die  Hauptlioie  P/ 
nicht  berührt. 

Es  sei  €  eine  Curve  der  ttten  Ordnung,  welche  durch  keinen 
der  Hauptpunkte  JET,  B  gehe,  und  es  sei  \x  die  ihr  entsprechende 
Curve;  so  entspricht  den  n  Punkten,  welche  C  mit  P"  gemein 
hat,  eiti  Tifacher  Punkt  Bx^  und  den  n  Punkten,  w^elche  €  mit  P' 

f»mein  hat,  ein  nfacher  Punkt  B{.  Einer  jeden  Geraden  der 
bene  Ci  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  €  im  Allgemei- 
nen 8fi  Punkte,  welche  nicht  \xk  B ^  B  fallen,  gemein  hat;  also 
wird  Ci  Ton  dieser  Geraden  in  2n  Punkten  geschnitten,  ist  folglich 
von  der  ^ten  Ordnung.  Demnach  hat  jeder  Sttahl  des  Punktes 
Bx  ausser  diesem  Ttfachen  Punkte  noch  n  Punkte  mit  €i  gemein. 
Der  Strahl  Px  aber  kann  keine  Punkte  der  Curve  besitzen ,  welche 
nicht  tnit  Bx  zusammenfallen,  ^  wJsil  sonst  die  Curve  €  durch  den 
Punkt  B  gehen  müsste ,  was  ^egen  die  Annahme  ist ;  also  sind 
ISngs  Px  ausser  jenen  »Punkten  noch  n  Punkte  mit  Bx  verei« 
nigt  Dennoch  aber  ist  Bx  kein  2nfacher  Punkt;  weil  sonst  auch 
alle  übrigen  Strahlen  desselben  ausser  ihm  keinen  Punkt  mit  d 
gemein  haben  könnten. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  jetzt  in  Rede  stehende  Art  der 
Verwandtschaft  aus  der  ersten  durch  alimähligen  Uebei^ng  ent- 
standen, indem  die  Hauptlinien  P,  P^  immer  kleinere  Winkel  mit 
P*,  Px  bilden,  so  sieht  man,  dass  zwar  längs  der  festen  Geraden 
P{  ein  jeder  der  n  Punkte,  welche  den  nfachen  Punkt  Bx  bilde- 
ten,  sich  mit  einem  der  Punkte,    welche  den  nfachen  Punkt  Bx 
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bilden 9  nämlich  mit  dem  demselben  Zweige  angehörenden,  ver« 
nigt  hat  9  und  folglich  längs  Pi  2»  Punkte  der  Curve  liejgen;   Axusm 
aber  eine  solche  Vereinigung   zweier  Punkte  auf  keinem  anderen 
Strahle  des  Punktes  B^  stanfindet.     Ferner  ersieht  man  hieraus, 
dass  die  Hauptlinie  A    die  n  Zweige  der  Curve,  welche  durch  R^ 
(und  Bi)  gehen,  im  Punkte  Bi  berührt,  und  folglich  diese  Zweie>e 
selber  einander  in  Bx  berühren ,  gleichwohl  aber  dieser  Punkt  kein 
Riickkehrpunkt,    sondern  nur  ein  vielfacher  'Punkt  überhaupt  ist, 
weil  derselbe  nicht  den  unmittelbaren  Uebergang  von  einem  Zweige 
zum  anderen  bildet,  vielmehr  der  die  Curve  beschreibende  Punkt 
sich  continuiriich  und  auf  demselben  Zweige  verharrend  durch  J?t 
hindurch  bewegt  und  erst  später  wieder  auf  einem  anderen  Zweige 
nach  Bi  gelangt.    Dies  letztere  erheilt  auch  aus  dem  Umstaooe» 
dass  bei  jenem  allmähligen  Uebergange  nur  die  Geraden,  welche 
den  Punkt  S'  mit  den  Durchschnitten  von  C  und  P"  verbinden, 
sich  zu  vereinigen  streben ,  diese  Durchschnitte  selber  aber  unver- 
rückt  und  getrennt  von  einander  bleiben,  weshalb  auch  die  in  B^ 
vereinigten  n  Punkte  noch  immer  als  diskrete  Punkte  der  Curve 
anzusehen  sind.    Man  nennt  diejenige  Tangente  einer  Curve,  längs 
welcher  mehr  als  eine  Berührung  s&ttfindet,    eine  vielfache  Tan- 
gente derselben,  und  zwar  in  dem  Falle,  wenn  zwei  oder  mehrere 
der  Berührungspunkte  zusammenfallen,  eine  Wendungstangen  te, 
und  den  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt  einen  Wendungs- 
punkt der  Curve;    insbesondere  gelten   die  beiden  letzten  Aus- 
drücke mit  Vorzug,    wenn  alle  Berührungspunkte  einer  vielfachen 
Tangente  sich  vereinigen.    Man  sieht  soeleich ,  dass  die  vielfachen 
Tangenten,  die  Wendungstangenten  unu  die  Wendunggpunkte  für 
Curven  einer  Klasse  dasselbe  sind,  als  die  vielfachen  Punkte,  die 
Rückkehrpunkte  und  die  Tangenten   in  derselben  für  Curven  einer 
Ordnung.    Im  Falle  der  Curve  C|  ist  demnach  der  Punkt  B^  ein 
vollkommener  Wendungspunkt,  und  die  Hauptlinie  iV  ^st  eine  voll- 
kommene Wendungstangente.     Es  gibt  aber  auch  Fälle,   wo  Bi 
nur  theilweise  ein  vielfacher  Punkt  und  theilweise  ein  Wendungs- 
punkt ist. 

Geht  nämlich  die  Curve  £  pmal  durch  B  und  ^mal  durch  £", 
so  ist  die  entsprechende  Curve  Si  von  der  (2n  —  (p -|- 9))ten  Ord- 
nung, besitzt  in  B^  einen  (n— />)fachen  und  in  Bx  einen  (n— ^)fachen 
Punkt,  und  längs  Px  vereinij^en  sich  n ~ (;y -f  o)  Punkte  mit  einer 
gleichen  Anzahl  der  bereits  m  Bx  vereinigten  Punkte.  Es  müs- 
sen sich  also  in  Bx  «— (p+y)  Zweige  der  Curve  berühren,  wäh- 
rend die  übrigen  p  Zweige  die  letzteren  und  einander  in  diesem 
Punkte  durchschneiden. 

Verfolgt  man,  wozu  hier  kein  Raum  mehr  ist,  die  in  §.  10. 
und  §.  12.  angestellten  Betrachtungen,  so  wird  man  finden,  dass  ein 
Punkt  einer  Curve,  in  welchem  sich  n — (p-|- 9)  Zweige  berühren 
und  von  p  Zweigen  geschnitten  werden,  dieselbe  Geltung  hat,  als 
zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  ein  (n — ^)facher  und  der  andere 
ein  («— (p+^))facher  Punkt  ist 
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BemerkaHgreH  über  die  AnflOsuiiff  der 

Oleiclmiigreii  des  dritten  Orades  in 
Band  Tl.    Heft  1.   dieses  ArcliiTes. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe^ 

Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericianam  xu  Schwerin« 


Der  Herr  IIeraii9geber  dieses  Archives  hat  die  Auflösung  der 
GMebuDsen  des  dritten  Grades  jn  einer  Weise  gegeben ,  welche 
von  den  MSngeln  der  Darstelluns  dieses  Gegenstandes  in  uns^rn 
Lebrbfichera  zwar  frei  ist,  in  mir  aber  ein  Bedenken  darflber  rai- 
rflckgelassen  hat,  ob  dieselbe  für  den  Schulunterricht  durchweg 
geeignet  sei.  Man  soll  qämlich,  um  die  Gleichung  x^=ax+o 
aufzulösen , 

4?=(p+9irz:i)j-(Pi+5ri^z::i) 

setzen,  darauf 

=3(p  +  qVt:i)(Pi+giVZZDa: 

entwickeln,  und  hierauf  zur  Bestimmung  von  py  Pi,  q*  ^i  die  vier 
Gleichungen 

herleiten.     Nun  erst  richtet  sich  die  Untersuchung  auf  die  Auffin- 
dung einer  reellen  Wurzel. 
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Dieser  Aofaog  scheint  mir  ffir^  Schüler  schwierig  und  ab- 
schreckend. Die  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  ist  ihnen 
so  leicht  geworden  und  beruht  auf  einem  so  einfachen  Gedanken, 
der  sich  innen  mit  Noth wendigkeit  aufgedrängt  hat,  dass  sie  Aehn- 
liches  auch  bei  den  cubischen  Gleichungen  erwarten.  Die  sofor- 
tige Einiflhrung  des  Imaginären  muss  sie  nothwendi^  befremden» 
da  ihnen  dasselbe  immernoch  als  Ausnahme  erscheint,  und  thoen 

der  Gedanke,  dass  die  Form  /i-ffV 1  die  allgemeinste  Zahlform 

ist,  zwar  bekannt  aber*  noch  nicht  geläufig  ist  Sodann  erschrecken 
sie  vor  den  Schwierigkeiten^  wenn  ihnen  statt  einer  leicht  aufzu- 
fassenden Gleichung  vier  neue,  dem  Anscheine  nach  viel  schwie- 
rigere «eotgc^gen  treten;  und  in  der  Muthlosigkeit ,  die  sie  erfiiss^ 
können  sie  keinen  Schritt  selbstständig  vor^^ärts  thun,  und  boch- 
steik  den  Lehrer  bewundern ,  '  der  '  mit  geschickter  Hand  die 
Schwierigkeiten  zu  beseitigen  weiss. 

Wenn  ich  Im  Folgenden  den  oft  behandelten  Gegenstand  noch- 
mals aufnehme,  so  geschieht  dies  in  der  Absicht,  die  Resultate  mei- 
ner Erfahrungen  über  denselben  mitzutheilen ,  was  gewiss  Öfter 
von  den  Lehrern  geschehen  kannte,  zum  Nutzen  und  Frommen 
unseres  Unterrichts  und  unserer  Lehrbücher.  , 

Den  Schülern,  denen  man  cubiscbe  Gleichungen  vortragen 
will,  sind  die  Sätze  j:' —  a' =  (a:— a)  (ar*+aa:  +  a^,  x^-\-a^=^ 
(a:+a)(a;*— cia:+a*)  bekannt,  und  die  quadratischen  Gleichungen  ge- 
läufig ;  man  wird  also  ohne  Schwierigkeit  die  drei  Wurzeln  der  r  e  i  - 
oen  cubischen  Gleichung  finden. . 

Wenn  man  die  gemischte  oiuMlratiscbe  Gleichung  auch  zuerst 
dadurch  gelost  hat,  dasAi  man  die  linke  Seite  zu  einem  vollständi- 
gen Quadrate  machte,  so  wird  man  es  doch  nicht  versäumen  dfirfeo, 

auf  eine  reine  quadratische  Gleichung  zu  reduciren,  indem  man  x=:y\z 
setzt,  und  z  so  bestimmt,  dass. der  Coefficient  von  ^  Null  werde. 
Dann  geht  man  an  die  Behandlung  von 

a?^+aar*+ij?  +  c=0, 

so  werden  die  Schüler  den  Rath  geben,  x^^-y-^z  zu  setzen,  und 
z  so  zu  bestimmen,  dass  y^  wegfalle.    Man  findet  dann 

1)  3^^+py+y=0. 

Sicher  wird  nun  der  eine  oder  der  andere  den  Rath  ertheilen,  eine 
solche  Substitution  nochmals  vorzunehmen ,  ^=u-|-f  zusetzen,  um 
auch  die  erste  Potenz  der  Unbekannten  wegzuschaflfen,  und  zu 
einer  reinen  cubischen  Gleichung  zu  gelangen.  Ich  pflege  sol- 
chem Rathe  zu  folgen,  und  setze 

py-  pu+pv, 

folglich : 

2)  0=iM3+3r.u«+(3t?«+/j)ie  +  (üHpü  +  ^). 
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Efl  erlieliet  dann,  dass  maii  durch  39^-f-p=:0  «i  eitttt  GM- 
cliitiig  u*4<m*+ßi=0  eeiangen  wflrde^  so  wie,  das«  nicht  zugleich 
3i7^-|-jei=0  nod  3v=0  sein  kaDO,  wenn  nicht  p  «elbat  NuU  ist, 
d«  h»  wenn  man  nicht  schon  eine  reine' cubische  Gleichung  hat. 

Nun  mnss  der  Lehrer  weiter  helfen:  Die  Aufgabe ,  oie  Wur- 
zelD  fon  y'+/>3f+9=0  zu  finden >  ist  gelost,  wenn  man  u  und  r 
so  bestioimeD  kann,  dass  der  Gleichunff  2)  Genüge  geschieht. 
Zur  Bestimmung  zweier  Unbekannten  gebraucht  man  zwei  Glei- 
chungen. Diese  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  2)  so 
ordnet : 

3)  (u^+f>*+q)+(?uv+p)(u+jf)=0. 

Da  in  der  Gl.  1)  das  absolute  Glied  nicht  NM  ist,  so  kann  Null 
keine  Wurzel  derselben  sein,  mithin  kann  man  nicht  u+v=0  set- 
zen. Es  bleibt  also,  wenn  man  der  Gl.  3)  Genüge  leisten  will, 
nur  übrig 

4.    i  ie'+f+^H». 
I  9uv+p=0 

zu  setzen« 

Ich  habe  absichtlieh  vermieden,  die  Herleitung  so  zu  ordnen: 
nao  setze  y=2u+v,  dann  ist 

=3w(if+r)+ii»+ü», 

abo  auch 

y'=:3tf9  .y -|-tt' -h  v'. 

Vergleicht  man  diesp  mit  y»=--py— qr,  so  erhält  man  3if»  =— p, 
tj»-|-r'=— jT.  Dass  man  nämlich  statt  ti+c  wieder  rückwärts  « 
schreibt,  nachdem  man  eben  erst  u-fv  statt  y  gesetzt  hat,  und 
dabei  u  und  v  doch  noch  beibehält,  erscheint  den  Schülern  Immer 
als  ein  Kunstgriff.     Schreibt  man^  nun  die  Gl.  4)  in  der  Form 

oder  gar  «+/?=— ^,  a/3=— ^,   so  sind    die  Schüler  auf  ganz 

bekanntem  Boden  und  sehen  das  Ziel  schon  vor  Augen.  Man  kann 
also,  ehe  man  weiter  geht,  die  Frage  aufwerfen :  werden  «  und  ß, 
mithin  u  und  v  immer  reell  sein»  und  durch  den  ihnen  geläufi- 
gen Satz 

sie  jene  Frage  dahin  beantworten  lassen,  dass  a  und  ß  reell  sein 
^Verden,  wenn  9*+-|f   positiv  oder  Null   ist,  imaginär  dagegen, 
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weBD  diMwr  Werth  negativ  ist    Ffir  alle  FSUe  aber  Ut  dock 

und  M+t>  eine  Wurzel  der  Gleichung  y'+W+y=0. 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  zu  finaen ,  subtrahirt  man  ent- 
weder von  dem  Ausdrucke  v^-{^y+g  den  Werth  (tt+r)*+p(tt+o)+^» 
weicher  Null  ist,  und  erhält 

y'+py+?=(y— («+tj))(y*+(i*r|-%+(tt+fj)«+p); 

oder  man  dividirt^'-|~^+9  durch  tf--(u4-9),  und  ich  ziehe  dies 
letztere  vor,  h eil  die  Schüler  hierbei  sicherer  gehen.  Mao  er- 
hält 60  den  Quotienten  y^'t-(u  +  v)y  +  (u+v)^+p,  und  den  Rest 
(tt-|-i?)»-fp(tt-ft?)-f-^,  welcher  Null  ist,  mithin  für  y^+py  +  g  das  obige 
Product. 

Sucht  man  die  Wertfae  von  y,  welche  dessen  quadratischen 
Factor  zu  Null  machen,  so  erhält  man,  nach  Berüchsichtigung  von 


.^E^^ir^V-i, 


also  imaginäre  Wurzeln,  wenn  u  und  f>  reell  sind.  Es  ist  gut, 
wenn  man  den  Grund  hiervon  dadurch  aufzeigt,  dass  man  jenen 
quadratischen  Factor  auf  die  Form  bringt; 

Nun  wird  man  den  irreducibeln  Fall  betrachten  müssen,  und  gleich 
darauf  hinweisen ,  dass  u  und  v  zwar  imaginär  sind ,  dass  aber  u' 
und  v^  conjugirte  imaginäre  Ausdrücke  sind,  und  dass,  wenn 
eine  genauere  Untersuchung   auch  u  und  v  als  solche  erkennen 

liesse,  nicht  bloss  u+v,  sondern  auch  (m— v)V i   reell   sein, 

daas  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden  sein 
würden,  deren  Berechnung  man  sich  entweder  noch  vorbehält, 
oder,  was  ich  vorziehe,  sofort  ausführt,  indem  man  den  binomi* 
sehen  Lehrsatz  zu  Hülfe  nimmt.  Die  Erfahrung  hat  mir  gezeigt, 
dass  die  Schüler  kaum  irgend  einer  Reihenentwickelung  mit  ge- 
spannterem Interesse  folgen,  als  gerade  dieser.  .  Es  liegt  dies  wohl 
mit  darin ,  dass  sie  eine  so  lebhafte  Ueberzeugung  von  der  Noth- 
wendigkeit  der  Aufgabe  selbst  haben. 

Hierauf  habe  Ich  gewöhnlich  erst  die  Vereinfachung  der  car- 
danischen  Formel  durch  die  goniometrischen  Functionen  vorgenom- 
men ,  und  liess  mich  dann  durch  den  Versuch , .  dem  irredncibelo 
Falle  dieselbe  Woblthat  zu  erzeigen,  zum  Ausdruck 

3  

V[r  (cos  ö  ±  sin  c»  y  _  j)  ] 

ftihren ,  um  bei  dieser  Gelegenheit  von  den  Imaginären  Ausdrücken 
der  Form  cosw-fsincoVTZI  das  Wenige  zu  lenren,  was  man  ge- 
braucht, um  für  u+v  die   bekannte  , Formel  zu  finden«     Für  die 
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beidmi  andern  Wnrselo  ergeben  sieh  die  einfiMhen  bekannten  Aue- 
drücke,  wenn  man  beachtet,  daee.coe60^=:L  ein6(W=:^V3  ist 

Die  Besiehung  zwischen  den  goniometrischen  Fnnctlönen  dee 
dreifachen  und  einfachen  'Winkels  pflege  ich  beim  Vortrage  der 
Trigonometrie  zn  benntzen,  um  die  Gleichung  d;'-^pa;4:ijr=0 
anfzuf^Ssen.  So  natürlich  dies  den  Schülern  erscheint,  und  so- 
viel Freude  es  ihnen  macht,  von  den  eine  cubische  Gleichung  bil; 
denden  goniometrischen  Formeln  diese  Anwendung  zu  machen,  gerade 
so  wunderbar  kommt  es  ihnen  vor,  wenn  man  umgekehrt  bei  der 
AnflSsung  der  cubischen  Gleichungen  in  dem  M<Mnente,  wo  ihnen 
das  Imupnäre  im  Wege  steht,  die  ihnen  vielleicht  wieder  ent- 
6dlene  Formel 

cosS^^icos^' — 3  cos  9 

an  Hülfe  ruft.  Diese  Art  Bewunderung  soU  die  Mathematik ,  wie 
mir  schebt,  eher  vermeiden  als  erstreben,  denn  sie  stählt  die 
KräAe  der  Lerneoden  eben  so  wenig,  als  sie  ihren  Muth  hebt 
Etwas  ganz  Anderes  ist  es,  wenn  man  bei  der  Auflusung  der  Glei- 
chungen den  Umstand  benutzt,  dass  jeder  positive  ächte  Bruch 
dem  Quadrat  eines  Sinus  ^eicb  ist,  und  die  Lernenden  dann 
sehen,  wie  in  Folge  dieser  Substitution  eine  überraschende  Ver- 
einfachung gewonnen  wird;  denn  hier  wird  der  Ausgang  von  einem 
einfachen  Gedanken  gemacht,  von  dem  man  einsieht,  dass  er 
auch  in  andern  Fällen  die  treulichsten  Dienste  leisten  muss. 


IJelber  FoiHsot's  Metliode  zur  Besfliii- 

mimgr  des  (^ilsste|i  g^emeinscliaflliclien 

Maasses  zweier  OriSssen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  Journal  de  Math^matiques  pures  et  appli- 
quees,  publie  par  J.  Laouville.  Fövrier.  1845.  p.  48.  hat 
Poinsot  eine  Methode  zur  Bestimmung  des  griissten  gemein- 
schaftlichen Maaeses  zweier  Grössen  vorgetragen,  deren  Princip 
so  einfach  ist,  dass  es  sich  kaum  denken,  lässt,   dass  dieselbe 
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nlcbt  Mhon  «inmal  andevswo  entwickelt  irorden  sein  sottte.  Poin- 
80 1  bezeichnet  diese  Methode  aber  als  nen,  und  jedenfalls  ist 
dieselbe  nicht  «o  allffemein  bekannt»  wie  sie  nach  meiner  Meinung 
in.  gewisser  Rficksicnt  zu  sein  Terdieot,  weshalb  wir  ihr  hier, 
mit  mehreren  eigenen  Bemerkungen  und  Zusätzen  und  überhaupt 
in  grosstentheils  eigeuthümlicher  Entwicicelung ,  die  folgenden  Sei* 
ten  widmen  wollen. 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  gleichartige  GrOssen  beaDeiek- 
nen,  deren  grOsstes  gemeinschaftliches  Maass  gefiindeD  werden 
soll>  80  nehme  man  die  eine,  etwa  Ay  von  der  anderen  £  so  oft 
weg,  als  es  angeht.  Bleibt  dann  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A 
ist»  so  bilde  man  das  Zweifache  2iB  von  B,  und  nehme  A  vod 
2B  wieder  so  oft  weg,  als  es  angeht.  Bleibt  bei  dieser  Opera- 
tion wieder  ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  so  bilde  man 
das  Dreifache  3JB  von  J?,  und  nehme  A  von  ZB  so  oft  weg,  als 
es  angeht.  Findet  man  nun  bei  der  Fortsetzung  dieser  Operation 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  J?,  von  welchem  A  sieh  n  Mal, 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  wegnehmen  lässt,  ohne  dass 
ein  Rest,  welcher  kleiner  als  A  ist,  übrig  bleibt,  d.  h.  findet  man 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  By  welches  von  A  genau  gemes« 
sen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist, 
und  ist  mB  das  niedrigste  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A 
gleiche  Vielfache  von  By  welches  es  giebt,  so  ist  der  mte  Theil 

von  ^,  d.  h.  —  >  das  grtisste  gemeinschaftliche  Maass  der  beiden 

Grossen  A  und  J?,  und  dasselbe  also  auf  diese  Weise  gefunden. 
Kommt  man  aber  bei  Fortsetzung  des  obigen  Verfahrens  niemals 
auf  ein  Vielfaches  von  J?,  welches  von  A  genau  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die  bei- 
den Grossen  A  und  B  incommensurabel ,  d.  h*  es  giebt  für  die- 
selben gar  kein  gemeinschaftliches  Maass.     ' 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  zuerst  annehmen,  dass  man 
bei  der  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  ein  Vielfaches  mB  von 
B  gefunden  habe,  welches  von  A  genau  gemessen  wird,  oder  einem 
gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist,  und  dass  mB  das  nie- 
drigste einem  gewissen  VieKacnen  nA  von  A  gleiche  Vielfache 
von  B  sei,   welches  es  giebt     Dann  iSsst  sich  auf  folgende  Art 

leicht  zeigen,  dass  der  mie  Theil  von  Ay  d.  h.  — ,    das    grosste 

gemeinschaftliche  Maass  der   beiden  Grossen  A  und  B  ist.     Da 

nämlich  A  =  m—  ist,  so  wird  A  von  —  gemessen.     Weil   ferner 

nach  der  Voraussetzung  mB=7iA  ist,  so  ist  J?=n— ,undeswird 

A  A 

folglich  auch  B  von  -  -  gemessen.  Also  ist  —  ein  gemeinschaftli- 
ches Maass  von  A  und  B,  Gäbe  es  nun  ein  gemeinschaftliches 
Maass ilf>—  von  A  und  J?,    so  dass,  wenn  (i  und  v  zwei  ganze 

Zahlen  bezeichnen,  A=z(iM  und  £=:vilf  wäre,  so  wäre,  weil  nach 
der  Voraussetzung  A^mM  ist,  uM^mM,  folglich  fi<;ni  Weil 
aber  i2=:vilf  ist,  HoigtfiBc=zfivM=iv.(kM=ivÄy  und  es -gäbe  also 
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ein  niedrigeres  Vieiraehes  ^B  von.B  ab  mB,  welches  tod  A 
^nau  gemesseo  wird  oder  eioem  gewissen  Vielfacheo  von  A  gleich 
i«t,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet  Daher  kann  es  kein 
grösseres  gemeinschaftliches  M aass  der  beiden  Grössen  A  und  B  als 

-  gehen,  und  —  ist  folglich  das  grusste  gemeinschaftliche  Maass 

von  A  und  B,   welches  der  erste  Theil  unserer  Behauptung  war. 

Wenn  die  Grössen  A  und  B  commensmrabel  sind,  d.  h.  wenn 
dieselben  überhaupt  ein  ^meinschaftliches  Maas«  M  haben»  so 
dass,  wenn  jiiund  v  ganze  Zahlen  bezeichnen,  A^nM  und  B^=^M 
ist,  so  ist  iiB=(ivill=:zv.(tM'=vA,  und  es  giebt  also  unter  der 
gmnachtea  VoraMBsetzung  immer  ein  Vielfaches  fiJ3  von  JBs  wel- 
ches von  A  genau  gemessen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen 
vA  von  A  gleich  ist;  man  muss  folglieh  in  diesem  Falle  bei  An- 
wendung: des  obigen  Verfahrens  offenbar  immer  endlich  einmal  auf 
ein  Vielfaches  von  B  kommen,  welches  von  A  genau  gemessen 
wirdj  oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist.  Wenn 
mao  also  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahren  oiemals  auf  ein 
Vielfaches  von  B  kommt,  welches  von  A  ^enau  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die 
beiden  Grössen  A  und  B  incommensurabel,  welches  der  zweite 
Theil  unserer  Behauptung  war. 

Bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  auf  zwei  ungleiche  ganze 
Zahlen  a  und  6  dtvidirt  man  mit  der  einen,  etwa  mit  a,  in  die  an- 
dere b  hinein. '  Bleibt  bei  dieser  Division  ein  nicht  verschwinden- 
der Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  6  und  dividirt  in  die  Summe 
wieder  mit  a  hinein.  Bleibt  auch  bei  dieser  Division  ein  nicht 
verschwindender  4lest,  so  addirt  man  zu  demselben  wieder  b  und 
dividirt  in  die  »Summe  mit  a  hinein.  Diese  Operation  setzt  man 
so  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindenden  Rest  kommt, 
was  nach  dem  Vorhergehenden  im  vorliegenden  Falle  offenbar 
immer  endlich  einmal  S&tt  finden  muss,  weil  zwei  ganze  Zahlen 
jederzeit  commensurabel  sind.  Dann  dividirt  man  mit  der  Anzahl 
der  ausgeführten  Divisionen  in  a  hinein,  und  der  auf  diese  Weise 
erh;ütene  Quotient  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  das  gesuchte 
grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  ganzen  Zahlen  a  und  b. 

Folgendes  Schema  stellt  diese  Operation  im  Allgemeinen  dar: 

ri  +  6=aya+ra,  0<ra<a; 
ra+Ä=a^3+r3,  0<r3<a; 

1)  {  ri  +  ^  =  og^  +  Uy  0<r4<fl;. 
u,  s.w. 

rmr^i  +  b=^aqm. 

Weil  die  Anzahl  der  ausgeführten  Divisionen  in  ist,  so  ist  — 

das  gesuchte  grösste-  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b. 

Venvechselt  man,    was  natürlich  verstattet  ist,    a  und  b  mit 
einander,  so  erbftlt  man  folgendes  Schema: 
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r«'  +  a=*9i'+r,',  0<rs'<*; 
2)  {  r,'  +  a=*y4'+r4',  0<V<6; 

Well  die  AnzaU  der  ausgeffihrten  Divisioneii  m'  ist,   m  ist 
— r  das  gesuchte  grosste  gemeloschsfUicbe  Maass  vod  a  und  6. 

Weil  also  sowohl  —,  als  auch  —7,  das  grosste  gemeinschaft- 
liebe  Maass  von  a  uod  4  ist,  so  ist  tiatfirlich 


3^  ^-  — 


also  m'a=m6;    und  weil  nun 


oder 


fit  m' 


fit  in 


ist>    so  müssen  m  und  m'  nothwendig  relatire.  Primzahlen  sein, 

weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  --= -7    offenbar  nicht   das 

«t     nt 

Srusste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  sein  kSnnte«  Wegen 
er  Gleichung  m'a=mb  geht  aber  m  in  m'a  und  m'  in  mb  auf; 
also  muss  nach  einem  sehr  bekannten  Satze,  weil  m  und  nt'  rela- 
tive Primzahlen  sind,   m  in  a  und  m*   in  6  aufgeben,    oder  das 

grusste  gemeinschaftliche  Maass  —=—1  der  beiden  ganzen  Zahlen 

ift     f?t 

o  und  b  ist  jederzeit  eine  ganze  Zahl. 

Durch  Addition  der  (yleichungen  1)  erh&lt  man,  wenn  man  auf- 
hebt, was  sich  aufheben  lässt,  me  Gleichung 

4)  nA—a(gi+g^  +  q^+q4^+..,.  +  qm); 

und  eben  so  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  2),  wenn 
man  wieder  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  die  deichuog 

5)  m'a=%/+^,'  +  V+v4'+-.+^m'). 
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Also  ist  nach  4): 


m"            * 

"'"»    9i  +  5'«+%  +  ?4+< 

"  +  9m 

und  nach  5): 

r^  * 

^'m'-q,'  +  q^'+q^'+qt'+ 

....  +  4V 

Nach  3)  und  7)  ist 

a                            a 

»»~  9i' + »•'  +  Vi'  +  «'4  +  •••• 

+irV' 

nod  nach  3)  nnd  6)  ist 

6                           b 

Folglich  ist  jederzeit 

8)  m=?i'+9a'+y,'+y4 +...+^'m 
und 

»)  l»'=yl  +  9a+?J  +  ?4+•••+^~• 
Alfio  Ist  auch  immer 


und 


10)  a:^=jri'+y,+9, +94 +••+?..' 


11)  *:~/=yi+g«+ys+»4  +  -- +  y«; 


nt 

und  der  in  den  kleinsten  ganzen  Zahlen  aasgedrückte  Werth  des 
Bnichs  T  ist  folglich  jederzeit 

Um  das  Vorheigehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern»  wäh- 
len wir  die  beiden  ganzen  Zahlen  77  und  91,  und  setzen  demzu- 
folge a=77  und  *=91. 

Bringen  wir  nun  zuvOrde^st  das  Schema  1)  in  Anwendung^  so 
haben  wir  die  folgende  Rechnung  auszuführen.  Die  derselben  im 
Nachstehenden  gegebene  Anordnung  hat  man  sich  für  alle  ähnlichen 
Fälle  zu  merken,  da  nach  unserer  Ueberzeugung  schon  der  grossen 
Einfachheit  der  Sache  wegen  sich  eine  bessere  nicht  finden  lassen 
dflrfte. 
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77|9l|l 

77 

U 

91 
77|105|l 

77 

28 

91 
77|119|1 

77 

42 

91 
77il35il 

77 

56 
.  91 
77114711 

77 

/  ^ 

T».?^  Hl«  ist  »1=11.  Also  ist 

77|161|2   a     77 

154     — =jj  =7  das  gr«sste  g^ 

.7      meinschalUiche    Maass    von 
£1     «=77  und  *=91. 
77|98|1 
77 
21 
91 
77111211  ■ 
77 

91 

77ll26|l 
77 

49 
91 

-  77114011 
77 

53 
91 

77115412 
154 
0 

Das  fikii«ina  2)  fHhrt  zu  der  folgenden  Rechnung: 
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9117710 
0 

rf 

71 

9i|iSI|i 

91 

(3 
,  77 
91|140|1 

91 

49 

77 
91112611 

91 

77 
91111311 
W 
21 

77 
91|96|1 

91 

7 
77  Hier  ist  m'=13.  Also  ist 

911^10  ^=ß=7  das  grSsste  ge- 

q7     meinschafiliche   Maass    von 
77      a=77  und  6=91. 

9iiisrn 

91 

70       ' 

77 
91|147il 

91 

56 

77 
91|133il 

91 

77 - 
91|119|1 
91 

28 
77 
91|105|1 
91 
14 
77 
9119111 
91 

0 
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Im  ersten  Falle  ist  die  Samme  der  Quotienten 

=  l+l  +  l  +  l+l  +  2  +  l+l  +  l  +  l+2=13=m'; 
im  zweiten  Falle  ist  die  Summe  der  Quotienten    ^ 

=0+l+l+l+l+l+0+l  +  l+l  +  l+l+l=ll=m, 

ganz  den  Gleichungen  9)  und  8)  entsprechend.    Der  Ausdruck  des 

77 
Bruchs  gl  in  de»  kleinsten  Zahlen  ist 

Till  Jil_m  __q^'  +  q^'  +  q^'+q^'+....  +  q'^ 
WTT     13     m'         qi  +  qi+qz+g^:^*'*'  +  qm  • 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  mul». 

Bei  der  Aufsuchung  des  p&ssten  gemeinschaftlichen  Maasses 
zweier  ganzen  Zahlen  kann  die  obige  Methode«  wie  leicht  in  die 
Augen  fällt,  in  vielen  Fällen  sehr  weitläufig  werden«  und  steht 
der  gewohnlichen  Methode  in  jeder  Beziehung  nach.  Im  obigen 
Falle  erfordert  die  gewöhnliche  Methode  nur  die  iolgende  äusserst 
leichte  und  kurze  I&chnung: 

77|91H 

77 
■      I4177I5 
70 

7|I4|2 
14 


Also  ist  7  das  ^Qsste  gemeinschaftliche  Maass  von  77  und  91,  wie 
vorher.  Sind  die  beiden  gegebenen  Zahlen  43134  und  269087,  so 
braucht  man  nach  der  gewöhnlichen  Methode  bloss  die  folgende 
Rechnung  zu  machen: 


43134126906716 

258804 

10283 1431341 4 

41132 

'  200211028315 

10010 

2731200217 

1911 

91127313 

273 

0 

Also  ist  91  'das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  43134  und 
2690S7.  In  diesem  Falle  wäre,  wenn  man  0=43134,  6=269087  setzt. 
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ff     43134     ^,  43134     ,^, 

m        m  91 

h     2eK)087     ^,      ,     269087     ,^^ 
•„'= — -7— =91,7«  =^7n — =2957. 

Bei  Anwendung  des  Schemas  1)  wflrde  man  also  474 ,  bei  Au- 
irendang  des  Schemas  2)  dagegen  sogar  2957  Divisionen  zu  machen 
haben ,  und  die  praktische  Anwendung  der  obigen  Methode  wflrde 
folglich  so  gut  wie  unmöglich  sein. 

Dagegen  bin  Ich  der  Meinung,   dass  in   allen  den  Fällen,    wo 
man   durcn    wirkliche  Abmessung  das    grösste  gemeinschaftliche 
Maas«  zweier  geraden  Linien  A  und  B  mit  mtiglichster  Annfthtf- 
ruDg  bestimmen  soll,    Poinsots  Methode  nicht  ohne  Werth  ist^ 
un<r  vor  der  gewöhnlichen  Methode  des  Euklid  es  entschiedene  Vor- 
züge besitzt    Man  braucht  nSmlich  nur  eine  der  beiden  gegebenen 
Limen,   etwa  die  Linie  By    auf  einer  unbestimmt  langen  geraden 
Linie  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  mehrere  Miue,  und 
in  einer  des  Folgenden  wegen  hinreichenden  Anzahl,  neben  einan- 
der aufzutragen ,  worauf  man  von  demselben  Anfangspunkte  an  auf 
derselben  geraden  Linie  die  zweite  gei^ade  Linie  A  so  oft  neben 
einander  imftrSgt,  bis  ein  Punkt  dieser  zweiten  Theilung  mit  einem 
Punkte  der  ersten  Theilung  entweder    völlig   genau  oder  doch  so 
genau ,  dass  der  Unterschied  nicht  mehr  sinnlich  wahrnehmbar  ist, 
zusaramenföllt.     Findet   dies    nun,    indem  man  sich  den  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkt  der  beiden  Tbetlungen  mit  0  bezeichnet 
denkt,   zuerst  bei    dem  mten  Theilpunkte  der  ersten  Theilung 
Statt,   so  theilt  man  die  Linie  ^  in  m  gleiche  Theile  ein,   und 
ein  solcher  Theil  ist  dann  das  gesuchte  prosste  gemeinschaftliche 
Maass  der  beiden   gegebenen  geraden  Linien  A  und  B  entweder 
völlig  jE^enau  oder  doch  mit  einer  so  grossen  Annäherung ,  als  die 
Genauigkeit   der    angewandten    Instrumente    und    die    zu  Gebote 
stehende  Schärfe  der  Sinne  zu  erreichen  gestatten. 

Dass  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  auch  bei  der  Aufsuchung 
des  erossten  gemeinschaftlichen  Maasses  zweier  Kreisbogen  in  An- 
wendung gebracht  werden  kann ,  fällt  auf  der  Stelle  in  aie  Augen, 
wenn  man  nur  Oberlegt,  dass  man  von  jedem  beliebigen  Punkte 
in  der  Kreislinie  an  die  ganze  Peripherie  ungehindert  willkOhriich 
oft  durchlaufen  kann. 

Endlich  fragt  sich  noch ,  ob  man  auf  die  im  Obigen  entwickel- 
ten Principien  nicht  mit  Vortheil  für  die  Kürze  und  Deutlichkeit 
die  Beweise  mancher,  die  Incommensurabitität  betreffender  Sätze 
gründen  kann,  was,  wenn  es  der  Fall  wäre,  der  obigen  Methode 
jedenfalls  in  dieser  Rücksicht  zu  besonderer  Empfehlung  gereichen 
würde.  Desfallsige  Versuche  zu  machen,  überlasse  ich  den  Lesern, 
werde  denselben  aber,  wenn  sie  gelingen  sollten,  jederzeit  gern 
eine  Stelle  im  Archive  einräumen. 


Theil  Vn.  11 
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Ueber  eine  AnflSsmiir  der  nnliestiiiim- 
ten  Oleichnnfren  des  ersten  Orades 
zwischen  zwei  unbekannten  Orössen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


An  die  in  dem  vorhergehenden  Aufsätze  angestellten  Betrach- 
tunffen  Ifisst  sich,  wenn  man  dieselben  noch  etwas  weiter  als  dies 
in  diesem  Aufsatze  geschehen  ist  verfolgt,  die  Entwlckelune  einer 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Graaes  an- 
Bchliessen,  welche  von  mir  bei  Anfertigung  des  vorhergehenden 
Aufsatzes,  der  auch  mehrere  mir  eigenthümiiche  Betrachtungen 
enthält,  gefunden  wurde,  und  mir  der  Beachtung  nicht  ganz  un- 
werth  zu  sein  scheint,  wenn  sie  auch  öfters  in  ziemlich  weitläufige 
Rechnungen  ffihrt. 

Betrachten  wir  nämlich  wieder  das  aus  dem  vorhergehenden 
Aufsatze  bekannte  Schema  ^ 

Ä=iiyi+ri,  0<ri<a; 

ri +6=0^2+^4»  0<r2<o: 

r2  +  6=a93+f8,  0<rs<a; 

r3+Ä=a^4+r4,  0<r4<a; 

u.  s.  w.   ' 

so  fiberzeugen  wir  uns  auf  der  Stelle ,    dass  die  nicht  verschwin- 
denden  Reste 

^1  >  ^2»  ''s  >  ^4  >  •  •  •  *'m— 1 
in  allen  Fällen  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sein  müssen, 
weil ,  wenn  unter  diesen  Resten  zwei  einander  gleiche ,  die  wir  im 
Allgemeinen  durch  th  und  rh^i  bezeichnen  wollen ,  vorkämen ,  nach 
der  Natur  des  obigen  Verfahrens  offenbar  die  nicht  verschwinden- 
den Reste 
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rk,  rjb+i,  rk^t,  r^j,-..rH*-i 

ins  UDepdliche  wiederkehren  mfissteo,  man  ako  niemal»  auf  einen 
▼«rachwindenden  Rest  kommen  konnte ,  weiches  doch  bekanntlich 
jederzeit  endiich  einmal  der  Fall  sein  muss. 

Sind  nnn  a  nnd  h  relative  Primzahlen ,    so  ist  deren  grosstes 

gemeinschaftliches  Maass  —  (m.  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz)  die 

Einheit,  nnd  folglich  ?fi  =  a.  Also  können  offenbar  die  a^l  nicht 
verschwindenden,  sammtlich  anter  einander  ungleichen  Reste 

**! »  »"a >  »'s  *  **4» •  •  •  • '•— 1 

welche  alle  kleiner  als  a  sind,  nur  die  in  einer  gewissen  Ordnung 
genommenen  ganzen  Zanlen 

■  1,  2,  3,  4,  ..••,  a — 1 

sein,  und  es  muss  also  unter  den  Resten 

in  allen  Fällen  die  Einheit  vorkommen. 

Bezeichnen  wir  jetzt  denjenigen  unter  den  Resten 

'l  »  *"«  »  ''s  *  1*4»  —•  '^«—  1 

welcher  der  Einheit  gleich  ist,  durch  n,  .und  setzen  also  n=h 
so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen : 

b  —  agi+ri, 
ri+b  =  aq^+r^, 
r^  +  b  —  ag^+r^, 
r3  +  Ä=ay4+r4, 

u.  s.  w. 

rk~i+b:=aqk+l; 
durch  deren  Addition  sich  die  Gleichung 

oder 

6A  —  a(9i  4-72  +  98  + V4  +  — +  90  =  1 

erpebt 

Haben  wir  «n  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

wo  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  aufzulösen,  so  liefern  nach 
dem  Vorhergehenden  offenbar  die  Werthe 

H* 
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eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Haben  wir  ferner  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Gra 
des  zwischen  zwei  unbekannten  Grossen 

wo  a  und  b  wieder  relative  Primzahlen  sind,  aufzulösen,  so  liefern« 
weil  nach  dem  Obigen 

ÄÄ  +  oj--(yi+72  +  9'3  +  y4f... +  5^01  =  1 

ist,  offenbar  die  Werthe^ 

x~k,  y  =  -{qi  f  #/2  f  734+74+  —  +  ^*) 

eine  Auflosung  dieser  Gleichung. 

Ist   die  unbestimmte  Gleichung   des  ersten  Grades  zwischen 
zwei  unbekannten  Grossen 

bx  —  «y  =  —  l , 

wo  wieder  a  und  b  relatire  Primzahlen  sind,    gegeben,    so  kann 
man  dieselbe  immer  auf  die  Form 

ay — bx-=z\, 

bringen,  und  nun  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher  die  Gleichung 

bx — a^=l 

auf  losen. 

Soll    endlich  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

6;r+ay=— I, 

wo  auch  jetzt  d  und  b  relative  Primzahlen  sind,  aufgelöst  werden, 
60  liefern,  weil  nach  dem  Obigen 

6(~A)  +  a(yi +^2+^3  +  ^4  +  . ..  +  yO=—i 
ist,  offienbar  die  Werthe 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

um  das  Vorhergehende  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,   wollen 
wir  die  Gleichung 

betrachten.    Da  hier  a=7,  Ä=12  ist,  so  hat  man  Behufs  der  Auf- 
losung dieser  Gleichung  folgende  Rechnung  zu  machen: 
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711211 

5 
]2 

71171-2 

14 

3 

12 
7|15|2 

14 

T 

Weil  nun  Ä  =  3  uod  yi+y8+y3  =  l+2+2=5  ist,   so    ist 
x=3,  y=5;    und  wirklich  ist 

12.3-7.5=1. 
Ffir  die  Gleichung  i^x+7y=^l  ist  nach  dem  Obigen  x=3, 
y= — 5  eine  AnflSsung;    und  wirklich  ist  auch 
12.3+7.(-5)=l. 
Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  die  Form 
7y  +  12a:=l 
bringen,  und  durch  folgende  Rechnung  eine  neue  AuflSsung  der-, 
selben  finden: 

12|7|0 
0^ 
7 

12|i4|l 
12 
2 
_7 
12:9|0 
0 
9 
J7 
121161 t 
12 
4 

J_ 

12|li|0 

_0 

11 

J_ 

1211811 

12 

6 

Jl 

1211311 
12 
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Also  ifft  Ä:=7  und 

fl^i+y«+ft+^4+ft+?6+^  =  0  +  1+0  +  1+0+1+1=4, 

fol^icb  nach  dem  Obigen  ar=  — 4,  ^=7  cioc  AnflutniBg  naaierpr 
Gleichung;    und  in  der  That  ist  ancn 

12.(-.4)+7.7=:l. 

Wenn  die  Gleichung 

12x— 75=-l 

gegeben  ist»  so  bringt  man  dieselbe  auf  die  Form ' 

7y-12a:=l, 

und  erhalt  durch  eine  der  unmittelbar  vorhergebenden  ganz  gleicfae 
Rechnung  die  Auflösung  j;=4,  jsf=7;    und  in  der  That  ist  aacfa 

12.4-7.7=— 1. 

Hat  man  endlich  die  Gleichung 

12ar+7^=— 1  oder  7^+12j:=r— 1 

aufzulösen,  so  findet  man  nach  dem  Obigen  leicht  die  beiden  Auf- 
lösungen ar= — 3,  y=5  und  a:=4,  y=— 7;  und  in  der  That 
ist  auch 

12.(— 3)+7.5=— 1  und  12. 4  +  7. (—7)=-!. 

Eine  Auflösung  der  Gleichung 

15ar+22y=l 
ergiebt  sich  durch  die  folgende  Rechnung: 

22|15|0 

15 

15 
22|30il 

22 
8 

15 
2212311 

22 

1 

Weil  nun  A=3  und 

yi+9»+%=0+l  +  lz=:2 

ist^  so  ist  nach  dem  Obigen  ar:=3,  1^= — 2  eine  Auflosung  unse- 
rer Gleichung;    und  in  der  That  ist  auch 

15.3+22.(— 2)  =  l. 

Eine  zweite  Auflosung  ergiebt  sich  mittelst  der  folgenden  Rechnung : 
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1512211 

15 
7 

32 
151^11 

15 

14 

22 
1513612 

30 
6 

1512811 
15 
13 
22 

1S|'^|2 
30 
5 

1512711 

15 

12 

22 
151*3112 

30 
4 

15|26|1 

i§ 
11 

15|33|2 
30 
"3 
22 

151*^11 
15 
10 

15 13212 
30 
"§ 
22 

1512411 
15 
9 

15131 12 
30 
1 
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Also  ist  k=13  und 


yi  +  V2  +  y8  +  y4  +  ^/6  +  tfö+  — +  ^13 

=  1  +  1  +  2+1+2  +  1  +  2+1  +  2  +  1  +  2+1+2  =  19, 

folglich  nach  dem  Obigen  a:= — 19^  y=^^ ;  und  in  der  Tbat  ist  auch 

15.(— 19)+22.13=1. 

Dass  durch  das  Obige  die  vollständige  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  zwei  unbekannten 
Grossen  gegeben  ist,  kann  aus  den  Elementen  der  Algebra  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden ,  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  Er- 
läuterung. 

Es  irägt  sich,  ob  sich  das  obige  völlig  allgemeine,  und  in 
theoretischer  Rücksicht,  wie  ich  glaube,  höchst  einfache  Verfah- 
ren ,  nicht  durch  zweckmässige  Abkürzungen ,  deren  es  in  vielen 
Fällen  allerdings  sehr  bedarf,  für  die  Praxis  brauchbarer  machen 
lässt.  Desfallsige  Mittheilungen  von  Seiten  der  Leser  würden  mir, 
da  anderweitige  Arbeiten  mich  zur  Zeit  hindern,  das  Obige  noch 
weiter  zu  verfolgen ,  sehr  angenehm  sein ,  und  immer  so  bald  als 
irgend  möglich 'im  Archive  abgedruckt  werden. 


lieber  P  oinsor  s  neue  Beweise  einifrer 
Hauptsätze  der  Zahlenlehre. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung:  Refiexions  sur  les  principes  fon- 
damentaux  de  la  th^orie  des  nombres.  Par  M.  Poin- 
soty  welche  in  dem  Journal  de  Math^matiques  pures 
ei  appliqu^es,  publik  par  J.  Liouville.  Janvier  et 
Fevrier  1845.  p.  1. — p.  101.  abgedruckt  ist,  hat  der  berühmte 
'Verfasser  die  Beweise  mehrerer  der  wichtigsten  Sätze  der  Zahlen- 
lehre auf  so  eigenthümliche  und  an  sich  so  einfache  Betrachtun- 
gen gegründet,  dass  wir  durch  eine  Darstellung  dieser  Beweise, 
die  wir  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  wollen ,    die  Leser  des 
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Archivs  iioub  zu  verbinden  hoffen.  Auisuser  diesen  von  Poiosot 
^Demonstralions  nouvelles  tirees  de  la  consideration 
de  r ordre''  genannten  ßeweisen,  anf  die  wir  ans  in  dem  vor- 
liegenden Aufsätze  absichtlich  beschränken  werden ,  enthält  fibri- 
gens  ifie  genannte  Abhandlung  noch  mehrere  andere  neue  Be- 
vreise  und^  eigenthOmliche  Untersuchuneen «  deren  Mittfaeilung  in 
dem  Archive  wir  uns  fiSr  die  Folge  noch  vorbehalten. 

8.1. 

Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  denken  wir  uns  in  einer  be- 
süiiBiiten  Ordnunj^  und  sämmtlich  in  gleichen  Abstanden  von  ein- 
ander eine  beliebige  Anzahl,  etwa  n,  Punkte,  welche  also  den 
Umfang  des  Kreises  in  n  gleiche  Theile  theilen. 

*Einen  dieser  Punkte  werden  wir  immer  als  den  Anfangs|mnkt 
oder  den  Mullpunkt  annehmen  und  durch  0,  die  auf  denselben  in 
der  zu  Grunde  gele&ten  Ordnung  aller  Punkte  folgenden  Punkte 
aber    nach   der  Reihe   durch  1,  2,  3,  4,....,  n — 1,  n,  n  +  1, 

n-|-2,....,  2n— 1,  2n,  2n+l,  2n+2, bezeichnen,    so  dass 

nämlich  mit  den  durch 

0,  1,2,3,  4,...,  «-1 

bezeichneten  Punkten  respective  die  durch 

n,  n+1,  «+2,  n+3, ,  2»— 1 

bezeichneten  Punkte,  ferner  wieder  die  durch 

2«,  2n+l,  2n  +  2,  2« +3,....,  3»  — 1 

bezeichneten  Punkte,  eben  so  wieder  die  durch 

3ft,  3it  +  l,  3n-h2,  3»  +  3,...,  4n— 1 

bezeichneten  Punkte,  u.  s.  w.  zusammenfallen. 

Wenn  nun  die  in  Rede  stehenden  Punkte  von  dem  Oteu  an 
nach  der  zu  Grunde  gelegten  Ordnung  aller  Punkte  so  durchlaufen 
werden,  dass  man  von  dem  Oten  zum  tten,  vom  tten  zum  2tten, 
vom  2iten  zum  3tten,  vom  3ttes  zum  4]ten  u.  s.  w.  fibergeht,  so 
wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  sagen,  dass  man  die 
Punkte  mit  dem  Intervalle  i  durchlaufen  habe,  oder  wir 
wollen  dies  ein  Durchlaufen  der  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  nennen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt,  lässt  sich  nun  zuvorderst  der.  nach' 
stehende  Lehrsatz,  welcher  als  die  Hauptgrundlage  alles  Folgen- 
den zu  betrachten  ist,  beweisen. 

§.  2.  " 

Lehrsatz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Intervalle 
t  durchlaufen  werden,  so  trifft  man  immer  endlich  ein- 
mal wieder  auf  den  Nullpunkt;  bevor  man  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  man  auf  keinen  Punkt 
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mehr  als  6t«  Mal  getroffen;  wenn  man  das  sweileMal 
auf  den  Nullpunkt  trifft,  hat  man,  wenn  wir  das  grOsste 
gemeinschaftlicheMaass  von  n  und  t  durch  fi  bezeichnen, 

die  ganze  Peripherie  "Mal  durchlaufen;      bevor    man 

das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,   ist  mit  Ein- 

rechnung  des  Nullpunktes  -  die  Anzahl  der  überhaupt 

getroffenen  verschiedenen  Punkte. 

Beweis.    Bezeichnen  wir  die  ganze  Peripherie  mit  J7,  soist 

—  jeder  der  n  gleichen  Theile ,  in  welche  die  Peripherie  durch  die 

n  Punkte  getheilt  wird.    Durchläuft  man  also  die  Punkte  mit  dem 

Intervalle  i,  so  geht  man  dabei  jedesmal  über  den  Theil  t—  der 

Peripherie  hinweg,  und  weil  nun 

n  n 

ist,  60  muss  man  offenbar,  spätestens  nachdem  mit  Einrech- 
nung  des  Nullpunktes  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  n  Punkte 
getroffen  worden  sind,  jederzeit  wieder  auf  den  Nullpunkt  zurück- 
kehren, womit  der  erste  Theil  unsers  Satzes  bewiesen  ist. 

Entsprechen  die  Zahlen  ki  und  k'i,  wo  W  grosser  als  k  sein 
soll,  einem  und  demselben  von  dem  Nullpuakte  verschiedenen 
Punkte,  so  ist  offenbar 


(Ä'-Ä)rJ=mJI, 


ein  Vielfaches  tnll  von  il,    also 

und  folglich 

(it'— Ä)t=mn, 

d.  i.  (k'-^kyi  ein  Vielfaches  von  n.  Daher  trifft  der  Punkt,  wel« 
ehern  die  Zahl  {k''-k)i  entspricht,  mit  dem  Nullpunkte  zusammen, 
und  es  muss  also,  .weil  {k^—k)i  kleiner  als  Ui  ist,  bevor  man 
auf  den  Punkt,  welchem  die  Zahl  k'i  entspricht,  trifft,  der  Null- 

Eunkt  mindestens  schon  ein  zweites  Mal  getroffen  worden  sein. 
Keraus  ergiebt  sich  aber  unmittelbar  der  zweite  Theil  unseres 
Satzes,  dass  nämlidi,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt 
trifft,  kein  Punkt  zwei  Mal  getroffen  werden  kann. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehmen,  dass  man,  wenn 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie 
^  Mal  durchlaufen  habe,  so  ist  offenbar,  da  die  ganze  Peripherie 
in  n  gleiche  Theile  getheilt  ist  und  jedes  Intervall  »solcher  Theile 
enthält,  qn  das  niedrigste  Vielfache  von  n,  welches  von  i  ge- 
messen wird.    Also  ist  -  der  grSsste  aliquote  Theil  von  t,    von 
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w^khem  n  ffemecu^eD  wird,   wie  sich  leicht  auf  folgende  Art  zei- 
geo  1508t.    Weil  4fu  ein  Vielfaches  voo  i  ist,  so  sei  4pi=zpi.    Dann 

ist  n=p—9  und  n  wird  also  von  -  gemessen.    Würde  nun  n  auch 

von  -,,  wo  9' <^  sein  soll,  gemessen ,  so  sei  n=p'-,.  Dann  wäre 

f/n^^p'i,  und  gn  wäre  folglich  offenbar  nicht  das  niedrigste  Viel* 
fache  TOD  n,  welches  von  t  gemessen  wird,  was  gegen  das  Obige 

streitet.    Folglich  ist,  wie  vorher  behauptet  wurde,  -dergrösste 

i 
aliquote  Theil  von  t,   von  welchem  n  gemessen  wird,id.  h.  -  ist 

das  grosste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und  i,  also  -=fi,  und 

folglich  9=-,  welches  der  dritte  Theil  des- zu  beweisenden  Sat- 
zes war. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Anzahl  aller  verschiedenen,  bevor 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trift,  getroffenen  Punkte, 
mit  Ejnrechnung  des  Nullpunkts  als  Anfangspunkt  der  Bewegung, 
durch  07,  so  ist  offenbar 

.^  T»  *    TT 

woraus  auf  der  Stelle  x^^-  folgt,   wie  im  vierten  Theile  des  zu 

beweisenden  Satzes  behauptet  wurde. 

Unser  Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 


§.3. 
Wenn  n  und  i  relative  Primzahlen  sind,   so  ist  fi=i,   also 
-=t  und  -=»,  was  unmittelbar  auf  den  folgenden  Satz  führt. 

Erster  Zusatz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  djirchlaufen  werden  und  n  und  i  relative  Prim- 
zahlen sind,  so  hat  man,  wenn  man  das  zweite  Mal  aui 
den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie  %  Mal 
durchlaufen,  und  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den 
Nullpunkt  triift,  ist  man  auf  jeden  der  n  Punkte  ein 
Mal  getroffen. 

Dieser  Satz  kann  aber  auch  auf  folgende  Art  umgekehrt  werden 

Zweiter  Zusatz,  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle t  durchlaufen  werden,  und,  bevor  man> das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  jeder  der  n  Punkte  ge- 
troffen worden  ist,  so  sind  n  und  i  jederzeit  relative 
Primzahlen. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nämlich  offenbar  in 
das  niedrigste  Vielfache  von  n»  welches  von  i  gemessen  wird, 
weil^   wenn  f  <t  und  i'n^pi  wäre,  p<n  sein,   und  daher  schon 
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wenn  man  die  ganze  Peripherie  nur  f  Mal  durehiaufen  hfttte»  der 
Nullpunkt  wieder  getroffen  werden  würde,  nachdem  man  vorher 
fiber  nur  p,   d.  h.  weniger  als  n  Punkte   hinweggegangen  wäre> 

was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.    Also  ist -der  grOsste  ali- 

Suote  Theil  von  t%    von  welchem  7t  gemessen  wird,  was  sich  auf 
ieselbe  Weise  wie  in  dem  ähnlichen  Falle  in  dem  dritten  Theile 
des  Beweises  des  vorhergehenden  Lehrsatzes  zeigen  lüsst.    Daher 

istT=l  das  grusste  gemeinschaftliche  Maas  von  n  und  i,   und  n 

und  t  sind  folglich  relative  Primzahlen,  wie  behauptet  wurde. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  daher  bei  jedem  Intervalle^ 
mit  welchem  man  die  n  Punkte  auch  aurchlanfen  mag, 
bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Mullpunkt  trifrt, 
alle  n  Punkte  getroffen  werden,  so  ist  n  jederzeit  eine 
Primzahl. 

Vierter  Zusatz,  Die  Anzahl  der  verschiedenen 
Ordnungen  der  n  Punkte,  welche  man  erhält,  wenn 
man  dieselben  nach  und  nach  mit  allen  Zahlen,  die  zu 
n  relative  Primzahlen  sind,  als  Intervallen  durchläuft^, 
ist  jederzeit  der  Anzahl  der  Zahlen  gleich,  welche  zu 
n  relative  Primzahlen  und  kleijier  als  n  sind. 

Fflr  jede  zwei  Intervalle,  welche  zu  n  relative  Primzahlen 
und  kleiner  als  n  sind,  müssen  die  Ordnungen,  in  denen  die  n 
Punkte  durchlaufen  werden,  nothwendig  von  einander  verschieden 
sein,  wie  auf  der  Stelle  in  die  Augen  fällt,  wenn  man  nur  über- 
legt, dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  unmittelbar  auf  den 
Nullpunkt  folgenden  Punkte  in  den  beiden  Ordnungen  offenbar 
jederzeit  von  einander  verschieden  sein  müssen.  Wenn  aber  t  zu 
n  relative  Primzahl  und  grosser  als  n  ist,  so  ist,  wenn 

fesetzt  wird,  wo  t'<n  sein  soll,  offenbar  auch  i'  zu  n  relative 
^rimzahl;  und  da  ein  Durchlaufen  der  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle t  augenscheinlich  ganz  zu  der  nämlichen  Ordnung  dieser 
Punkte  füKren  muss,  wie  ein  Durchlaufen  derselben  mit  dem  In- 
tervalle i' ,  so  ist  klar ,  dass  jedes  Durchlaufen  mit  einem  Inter- 
valle, welches  zu  n  relative  Primzahl  und  grosser  als  n  ist,  zu 
einer  Ordnung  der  n  Punkte  führen  muss,  welche  schon  früher  bei 
einem  Durchlaufen  dieser  n  Punkte  mit  einem  Intervalle,  das  zu 
n  relative  Primzahl  und  kleiner  als  n  ist,  herbeigeHihrt  wurde. 
Verbindet  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhellet  die  Richtigkeit 
des  zu  beweisenden  Satzes. 


§.  4. 

Lehrsatz,  Wenn  n  mit  a  und  b  relative  Primzalil 
ist,  so  sind  auch  n  und  das  Product  ab  relative  Prim- 
zahlen. 
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Beweis.  Wenn  man  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  n 
Packte  auf  die  aus  dem  Vorbeigehenden  bekannte  Weise  anord- 
net und  dieselben  dann  mit  dem  Intervalle  a  durchläuft,  so  wer- 
den, weil  nach  der  Voraussetzung  n  und  a  relative  Primzahlen 
sind 9  nach  §.  3.  Erster  Zusatz,  alle  n  Punkte  getroffen,  bevor 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Nimmt  man  jetzt 
die  n  Punkte  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  bei  diesem  Durch- 
laufen mit  dem  Intervalle  a  nach  und  nach  getroffen  werden,  und 
durchläuft  sie  in  dieser  Ordnung  mit  dem  Intervalle  6 ,  so  werden, 
weil  nach  der  Voraussetzung  auch  n  und  6  relative  Primzahlen 
sind,  nach  §.  3.  Erster  Zusatz«  wieder  alle  n  Punkte  getroffen, 
bevor  man  das  zweite  Blal  auf  den  Nullpunkt  trifft  Auf  der  Stelle 
erhellet  aber,  dass  diese  beiden  Operationen  zusammen  ganz  auf 
die  eine  hinauslaufen,  wenn  man  die  7i  Punkte  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Ordnung  mit  dem  Intervalle  ab  durchläuft,  und  man  sieht 
also  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  wenn  man  die  n  Punkte  in 
ihrer  ursprünglichen  Ordnung  mit  dem  Intervalle  ab  durchlKuft, 
alle  n  Punkte  getroffen  werden ,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf 
den  Nullpunkt  trifft.  Daher  ^  sind  nach  §.  3.  Zweiter  Zusatz,  n 
und  das  Product  ab  relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  5. 

Aus  dem  vorhergehenden,  für  die  ganze  Zahlenlehre  bekannt- 
lich höchst  wichtigen  Satze,  der  sich,  wenn  auch  unter  einer  etwas 
anderen  Form,  schon  im  siebenten  Buche  der  Elemente  des  Euklides 
findet,  lassen  sich  viele  Folgerungen  ziehen,  von  denen  wir  hier 
nur  die  folgenden  in  der  Kürze  hervorheben  wollen. 

Erster  Zusatz.  Wenn  n  mit  jeder  der  Zahlen  a,  b, 
e,  dj  e,.«..  relative  Primzahl  ist,  so  sind  auch  n  und  das 
Product  abcde...,  relative  Primzahlen. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  n  mit  a  und  b  relative 
Primzahl  ist,  so  sind  nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  ab  rela- 
tive Primzahlen.  Weil  also  n  mit  c  und  ab  relative  Primzahl  ist, 
so  sind  nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  abc  relative  Primzah- 
len. Weil  folglich  n  mit  d  und  abc  relative  Primzahl  ist,  so  sind 
nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  abcd  relative  Primzahlen. 
Wie  man  auf  diese  Axt  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  die  all- 
gemeine Gültigkeit  unsers  Satzes  fallt  daher  in  die  Augen. 

Zweiter   Zusatz.     Wenn  n  mit  a  relative  Primzahl 

ist,  so  sind  auch  n  und  die  Potenz  a  jederzeit  relative 
Primzahlen. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  wenn 
man  a=A=c=^=6=:....  setzt. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  die  Zahl  n,  welche  mit  jeder 
der  Zahlen  a,  6,  c,  d,  e,....  relative  Primzahl  ist,  in  dem 
Producte  aabcde...  aufgeht,  so  p^eht  n^ederzeit  in  «auf. 

Bezeichnen  wir  das  grOsste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und 
n  durch  ^,  und  setzen  a=lfi  und  n=X'f(,  .so  sind  l  und  V  rela* 
tive  Primzahlen.    Weil  nun 
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n        ~        Yi       —        T 

ist  9  and  nach  der  Voraussetzuoff  n  in  aabcde,*,*  aufgeht,  80  geht 
auch  X'  in  labede...*  auf.  So  wie  aber  n  mit  fr,  h^  c,  dy  e,....  re- 
lative Prinizahi  ist,  80  ist  natürlich  auch  X'  mit  a,  A,  c»  ci,  e,.-. 
relative  Primzahl,  und  X'  ist  folglich  mit  iL ,  a,  6,  c>  if,  e,....»  also 
nach  dem  vorhergehenden  Ersten  Zusätze  auch  mit  Xabcde..,.  re- 
lative Primzahl.  Daher  kann  X'  nur  dann  in  Xabcde....  aufgehen, 
wenn  X'=i  ist.  Folglich  ist  X'=2l,  also  nach  dem  Obigen  9t=fi, 
und  daher  a=^Xn,  so  dass  also  n  in  o;  aufgeht,  wie  behauptet  wurde. 

Vierier  Zusatz.  Jede  Zahl  n  kann  nur  auf  eine  ein- 
zige Art  in  von  der  Einheit  verschiedene  Primfacto- 
ren  zerfegt  werden. 

Sei  nämlich,  wenn  sowohl  a,  b,  c,  <£,....,  als  auch  Oi,  6i,  Ci, 
^,....,  sämmtlich  untereinander  und  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahlen  bezeichnen,  und  die  ganzen  Zahlen  a,  /?,  /,  j, ....  und 

^i>  A*  yi>  ^i*-.-  sSmmtlicb grösser  als  Null  sind,  »=a*ft^c^rf  .... 

und  »  =  cjr**fri^*Ci^'r/i  *....;  so  lässt  sich  auf  folgende  Art  zeigen, 
dass  die  Producte 

a^lß^d?....  undai''^6/*r/*rf/'.... 

identisch  sein  Inüssen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 


a« 


«/*c>'rf'....  =  at"'^^V/*rf/v 


und  a  erösser  als  Null  ist,  so  ist  o^^b^^cJ^d^  ^...  durch  a  theil- 
bar.  Käme  nun  die  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  a  unter 
den  von  der  Einheit  verschiedenen ,  unter  einander  ungleichen  Prim- 
zahlen flh,  bx9  Ci,  c^,....  nicht  vor,  so  wäre  a  mit  jeder  der  Zah- 
len Ol,  0|,  Ci,  o^,....,  also  nach  dem  vorhergehenden  Zweiten  Zu- 
sätze auch  mit  jeder  der  Potenzen  ^^^  ^i    »  c^^y  d^  S ,  und 

folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten  Zusätze    auch  mit  dem 

Producte  a^^b^^c^^d^  ^.•.  relative  Primzahl,  könnte  folglich  natür- 
lich in  diesem  Producte  nicht  aufgehen,  was  gegen^  das  Obiee 
streitet.  Also  muss  die  Primzahl  a  unter  den  Primzahlen  Ot,  ^, 
<?i9  dy^....  vorkommen.  Auf  dieselbe  Art  muss  aber  übei'haupt 
jede  der  Primzahlen  a,  6,  e,  df,..  unter  den  Primzahlen  Oi,  b^.  C], 
cl|,....,  und  ebenso  umgekehrt  jede  der  Primzahlen  a^y  6^,  c^,  ä|,.... 
unter  den  Primzahlen  a,  6,  c,  <£,....  vorkommen,  woraus  sich  un- 
mittelbar ersieht,  dass  die  beiden  Producte  abcd...  und  OibtCidi... 
identisch  smd.  Also  könnte  eine  Verschiedenheit  der  einander 
gleichen  Producte 

c^lßf?i....  und  ai'^'b^^W'd^^' 

in  denen  wir  nun  a-=^ai^  b^=bi,  c=^c^,  d^^di,  u.  s.  w.  zu  setzen 
berechtigt  sind,  nur  in  einer  Verschiedenheit  der  Exponenten  a 
und  ai,  /fand  ßi,  y  und  yi,  8  und  d|, u.  s. w.  begründet  sein.  Wäre abef 
z.  B.  a>a|,  so  würde  sich  aus  der  Gleichung 
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die  Gleichung 

a«-«  Ä^c^d^ =  h^W'd^^' 

wo  «— cri>0  ist,  ergeben,  nnd  das  Prodact  Äx^*e/*Ä  *....  wfirde 
also  durch  a  theiibar  sein.  Weil  aber  die  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Primzahl  a  unter  den  von  der  Einheit  yerscbiedenen 
Primzahlen  b,  c,  d,,,.,  oder  b^,  c^»  c?x,....  nach  dem  Obigen  nicht 
Torkommt,  so  ist  a  mit  jeder  der  Zahlen  bi,  c^,  c?i,....,  also  nach 
dem  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch  mit  jeder  der  Potenzen 

bi^^,  Ci^S  dl  ^,..  •>  und  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten 

ZosatzeauchmitdemProdacte6i^^  c^^^  dx  ^ relative  Primzahl, 

kann  also  in  diesem  Producte  natürlich  nicht  aufgehen,  was  gegen  das 
Obige  streitet.  Daher  .ist  a=«iy  und  ganz  eben  so  ß=ßis  T^t\9  d==d|, 
u.  s.  w.  Weil  nun  a=a|,  6=^,  c=Ci,  cfc=A  ,u.  s.  w,  unda=«|,  /3=ft, 
yr=^y  d=d|,  u.  s.  w.  ist,  so  sind  die  Producte 


a* 


/c^rf*....  und  a^'bi^'c^^d^\.. 


identisch,  und  die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Primfactoren  ist  folglich  immer  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, wie  bewiesen  werden  soUte. 

n 
Fünfter  Zusatz.    Wenn  die  Wurzelgrösse  Va  durch 
keine  ganze  Zahl  ausgedrückt  werden  kann,   so  giebt 
es  auch  keinen  dieser  Wiirzelgrosse  gleichen  Bruch. 

Wäre  Va=— >  wo,  wie  anzunehmen  offenbar  verstattet  ist,  x 

und  y  relative  Prirozahleo  sein  sollen«  und  der  Voraussetzuoff 
des  Satzes  gemäss  y  grösser  als  die  Einheit  angenommen  wir^ 

so  wfirea=:f  -  )  =-7^-,  und  folglich  — =iiy"-"i,al80 — eine  ganze 

Zahl.  Weil  aber  x  und  y  relative  Pnmzahlen  sind,  so  sind  nach 
dem  vorbeigehenden  Zweiten  Zusätze  auch  af^  und  y  rehtive  Prim- 

zahlen,  und  —  kann  also,  weil  y  grosser a(|t  die  Einheit  ist»  offen- 
bar keine  ganze  Zahl  sein,  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet. 
Folglich  kann  unierden  gemachten  Voraussetzungen  nicht  Va  zu- 
sein, wie  behauptet  wurde. 

ö.  6. 

Lehrsatz,  Wenn  x  und  n  relative  Primzahlen  sind, 
undj9  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  kiel* 
Der  als  »  und  mit  n  relative  Primzahlen  sind,  so  ist 
af-^i  immer  durch  n  theiibar  oder  ein  Vielfaches  von»« 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  n 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art.    Diese  n 
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Punkte  durchlaufe  man  mit  dem  Intervalle  jr,  so  trifft  man.  weil 
nach  der  Voraunsetzung  n  und  .r  relative  Primzahlen  sind,  nach 
§.  3.  Erster  Zusatz,  auf  alle  n  Punkte,  bevor  man  das  zweite  Mal 
auf  den  Nullpunkt  trifft  Nun  nehme  man  die  n  Punkte  in  der 
Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  und  durch- 
laufe sie  von  Neuem  mit  dem  Intervalle  x^  so  trifft  man,  ^veil 
•Dach  der  Voraussetzung  n  und  x  relative  Primzahlen  sind,  oach 
§.  3.  Erster  Zusatz,  wieder  auf  alle  n  Punkte ,  bevor  •  man  das 
zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Setzt  man  aber  dieses  Ver- 
fahren auf  dieselbe  Art  weiter  fort,  so  erhält  man  dadurch  offen- 
bar ganz  dieselben  Ordnungen  der  n  Punkte,  welche  man  erhalt, 
wenn  man  dieselben  nach  und  nach  mit  den  Intervallen  or,  o;*,  a:\ 
or^,....  durchläuft.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  Xy  und  nach 
§.  5.  Zweiter  Zusatz,  also  auch  die  sämmtlichen  Potenzen  von  a: 
mit  ft  relative  Primzahlen  sind,  so  kann  nach  §.  3.  Vierter  Znsatz. 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Ordnungen  der  n  Punkte,  welche 
man  auf  die  obige  Weise  erhält ,  nicht  grösser  als  'p  sein ,  und  es 
muss  folglich  immer  eine  Ordnung  der  n  Punkte  wiederkehren. 
Die  erste  wiederkehrende  Ordnung  der  n  Punkte  muss  aber  ooth- 
wendig  die  erste  ursprüngliche  Ordnung  derselben  sein ,  weil  offen- 
bar ganz  aus  denselben  Gründen,  aus  welchen  eine  spätere  von 
der  ersten  ursprünglichen  Ordnung  verschiedene  Ordnung  wieder- 
gekehrt sein  sollte,  schon  früher  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
selbst  wiedergekehrt  sein  müsste. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  der  auf  die  obige  Weise  er- 
haltenen verschiedenen  Ordnungen  der  n  Punkte  durch  p'  y  so  ist 
P'<P'  ^^^^  ^^^  P^'^P  ^^^>  ^p  lässtsich  auf  folgende  Art  leicht 
übersehen,  dass  p  jederzeit  ein  Vielfaches  von  p'  seiu  muss. 
Denken  wir  uns  nämlich  ^  eine  beliebige  unter  den  auf  die  obige 
Weise  erhaltenen  sämmtlich  unter  einander  verschiedenen  p'  Ord- 
nungen der  n  Punkte  nicht  vorkommende  Ordnung,  so  fuhrt  diese 
Orcmung,  wenn  man  auf  dieselbe  das  nämliche  Verfahren  wie  vor- 
her anwendet,  natürlich  auch  auf  p'  sämmtlich  von  einander  ver- 
schiedene Ordnungen ,  welche  aber  nothwendig  auch  sämmtlich  von 
den  ersten  unter  einander  verschiedenen  p'  Ordnungen  verschie- 
den sein  müssen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  wie  leicht 
erhellen  wird ,  die  ersten  Ordnungen  in  den  beiden.Systemen  noth- 
wendig identisch  sein  müssten,  was  gegen  die  Voraussetzung 
streitet.  Gäbe  es  nun  noch  eine  weder  in  dem  ersten,  noch  in 
dem  zweiten  »Systeme  vorkommende  Ordnung  der  n  Punkte,  so 
würde  diese,  wenn  man  sie  dem^ obigen  Vermhren  unter^virft,  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  wieder  zu  p'  weder  in  dem  ersten, 
noch  in  dem  zweiten  Systeme  vorkommenden,  unter  einander  ver- 
schiedenen Ordnungen  führen.  Setzt  man  diese  Betrachtungen 
weiter  fort  und  überlegt,  dass  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  'p  die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Ordnungen  der  n  Punkte  ist,  so 
ist  ersichtlich ,  dass  p  ein  Vielfaches  von  p'  sein  muss,  und  daher 
pz=zmp'  gesetzt  weraen  kami. 

Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  die  n  Punkte 
mit  dem  Intervalle  x^  durchläuft,  deren  ursprüngliche  Ordnung 
wieder  herbeigeführt  wird »  so  ^  muss  die  Potenz  xP'  offenbar 
nothwendig  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n 
gleich  sein.     Durch  successive  Multiplication   oder  auch  mittelst 
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des  Binomischen  Lehrsatzes  erhellet  aher  sof|;leich,  dass  dann 
auch  jede  Potenz  von  j:J»',  und  folglich  auch  (xP^)^—a:^P\  d.  h. 
nach  dem  Obigen  xP ,  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen 
TOD  n  ^^leich,  oder,  was  dasselbe  ist,  j:p~1  durch  n  theilbar  oder 
ein  y  ieUaches  von  n  ist,  wie  behauptet  wurde. 


§.7. 

* 

Wenn  n  eine  in  or  nicht  aufgehende  Primzahl  ist,  so  sind  x 
und  n  relative  Primzahlen,  und  die  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  5,...,  n— 1 

sind  offenbar  alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative 
Primzahlen  sind.  Da  nun  n  — 1  die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  unmittelbar  der 
folgende  Satz. 

Zusatz,  Wenn  n  eine  in  x  nicht  aufgehende  Prim- 
zahl ist,  so  ist  a:*^i--l  jederzeit  durch  n  theilbar. 

Ist  z.  ß.  ar=:12,  n  =  7,  so  ist  12«-1=2986U83  und  (12«-1) : 7 
-^426669. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  bekanntlich  in 
der  Zahlenlehre  Fermat's  Satz  genannt. 


§.  a 

Lehrsatz.  Wenn  a,  b,  c,  d,  e,  f,  ^,...  die  sämmt- 
iichen  Zahlen  sind,  welche  kleiner  als  n  und  zun  rela- 
tive Pri^nzablen  sind,  so  ist  immer  die  eine  der  bei- 
den Grossen 

ttbcdefg....±l 

durch  n  theilbar  oder  ein  Vielfaches  von  n,  wobei  wir 
n  grosser  als  die  Einheit  annehmen.' 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  auf 
die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art  n  Punkte,  und  durch- 
laufe dieselben  mit  dem  Intervalle  a,  so  werden,  weil  nach  der 
Voraussetzung  a  und  n  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  3.  Erster 
Zusatz,  alle  n  Punkte  getroffen,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf 
den  Nullpunkt  trifft.  Durchläuft  man  nun  die  n  Punkte  in  der 
neuen  Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  nach 
und  nach  mit  jeder  der  Zahlen 

a,  ft,  c,  d,  e,  fy  </,.... 

d.  h.  mit  jeder  Zahl,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative  Prim- 
zahl ist,  als  Intervall,  so  erhält  man,  wenn  p  die  Anzahl  der  obi- 
gen Zahlen  bezeichnet,  alle  p  verschiedenen  Ordnungen  der  n 
Punkte,  welche  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  jetzt  überhaupt  nur 
möglich  sind.  Ganz  zu  denselben  Ordnungen  muss  man  aber 
offenbar  geführt  werden,  wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Ordnung  mit  den  Intervallen 
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aa^  ob,  ac,  ad,  ae,   af,  ^g^»*'», 

welche  nach  §•  4.  sämrotiieh  zu  n  relative  Primzahlen  sindy  durch- 
läuft. Wenn  man  also  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ord- 
nung mit  den  Intervallen 

aa,  ab,  ac,  ad,  ae,  af,  äff,,.,, 

durchläuft,  so  erhält  man  nach'  dem  Vorhergehenden  p  sämmtlich 
von  einander  verschiedene  Ordnungen  der  n  Punkte;  iftid  da  nun 
nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  überhaupt^  nur  p  verschiedene  Ordnun- 
gen der  n  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  möglich  sind, 
so  muss  unter  den  p  verschiedenen  Ordnungen ,  H-elche  man  erhält, 
wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ur^^prünglichen  Ordnung  mit  den 
Intervallen 

aa,  ab,  ac,  ad,  ae,  af,  äff,,,,, 

durchläuft,  jederzeit  noth wendig  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
der  n  Punkte  selbst  vorkommen.  Also  muss  unter  den  obigen 
Producten  immer  eins  vorkommen,  welches  einem  um  die  Einheit 
vermehrten  Vielfachen  von  n  gleich  ist  Wäre  dieses  Produet  aber 
das  erste  Glied  der  obigen  Reihe,  nämlich  aa,  und  wäre  also 

oa^A*»-!-!, 
so  wäre 

a(n—a)  ^an  —  aaz=,  (a—k)  n— 1 , 

und  folglich  das  Produet  a(n — a)  einem  um  die  Einheit  verminder- 
ten Vielfachen  von  n  gleich,  n-^a  ist  offenbar  kleiner  als  n,  und 
kann  nicht  gleich  asem,  weil,  wenn  n — a:=za  wäre,  ii=2a  wäre, 
und  daher  n  nur  dann  mit  a  relative  Primzahl  sein  konnte,  wenn 
a=l  wäre;  dann  wäre  aber  n=:2,  welchen  Fall  wir,  weil  in  den- 
selben die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes  auf  der  Stelle 
erhellet,  auszuschlibssen  berechtigt  sind.  Ferner  lallt  leicht  in 
die  Augen,  dass  n — a  jederzeit  mit  n  relative  Primzahl  Ist,  weil, 
wenn  n — a^=l(i,  n=:A>,  wo  u  grosser  als  die  Einheit  sein  soll. 
wäre,  offenbar  a=(l'^l)fi,  und  aaher  amit  n  nicht  relative  Primzahl 
sein  würde.  Hieraus  sieht  man ,  dass  n—a  jederzeit  in  der  Reihe 
der  Zahlen  b,  c,  d,  e,  f,  ff,,,.,  vorkommen  muss,  und  es  erhellet 
nun,  dass  sich  die  Zahlen  a,  b,  c,  d,  e,  /*,  g,....  immer  so  zu  Produc- 
ten mit  zwei  ungleichen  Factoren  untereinander  verbinden  lassen,  dass 
jedes  dieser  Producte  entweder  einem  um  die  Einheit  vermehrten  oder 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  n  gleich  ist. 
Leicht  lässt  sich  endlich  auch  zeigen,  dass  unter  dieseniProducten 
nicht  zwei  von  der  Form  ab  und  ac ,  wo  a,  b»  c  unter  einander 
ungleich  sein  sollen ,  vorkommen^  können.  Sollte  nämlich  mit  Be- 
zienung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

abznqnJizi,  ac=:qn4:\ 

sein  kSnnen,  so  wäre 

a(b''C)  —  iq-q')n, 
und  folglich  a(b^c),  also  nach  §•  5.  Dritter  Zusatz. ,  weil  nach  d«r 
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VoraiMaeteuQg  n  und  a  relative  Primzahlen  sind^  6*— e  durch  n 
tbeiibar^  was  ungereimt  ist«  <la  unter  den  gemachten  Voraussetzung 
|[en  das  nicht  verschvviodende  b — e  offenbar  kleiner  als  das  die 
Einheit  übersteigende  n  ist    Sollte  aber 

-    ab=:qn  +  l,  ac=g'n^i 

sein  kunnen,  so  wäre»  wie  aus  dem  Obigen,  sich  unmittelbar  er- 
giebt,  a-|-c  =  it>  also  c=m— a,  und  iolglich 

ab=gn+i,  a{n — a)  =  y'»— 1, 

also,  vrenn  man  addirt: 

a(n^a+b)  =  a(«-(ii-^))  =  (^  +  g')n. 

Daher  wäre  a(n — (a^b)),  und  folglich  nach  §.  5.  Dritter  Zu- 
8atz.,  weil  nach  der  Voraussetzung  n  und  a  relative  Primzahlen 
Kindy  n  — (flk-^),  also  auch  a — b  dmrch  n  theilbar,  was  ganz  aus 
denselben  Grundei\  wie  vorher  bei  b — c  ungereimt  ist. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergebt 
sich  auf  gninz  unzweideutige  Weise,  dass  man  jederzeit  das  Pro- 
duct  abcaefy,,.*  auf  eine  solche  Weise  in  lauter  Producte  mit 
zwei  Factoren  zerlegen  kann ,  dass  jedes  dieser  Producte  mit  zwei 
Factoren,  durch  deren  Multiplication  in  einander  das  Product 
abcdefy...^  entsteht,  entweder  ein  um  die  Einheit  vermehrtes  oder 
ein  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n  ist,  woraus  fer- 
ner durch  successive  Multiplication  auf  der  Stelle  folgt,  das#  immer 
das  Product  abcdefg...,  selbst  entweder  ein  um  die  Einheit  ver- 
mehrtes oder  ein  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n 
ij^t,  oder  dass  immer  eine  der  beiden  Grossen 

abedefg.m,.  db  i 

durch  n  theilbar  sein  muss,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.9. 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  sind 

1,2,  3,  4,  5,...,  «— l 

die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  mit  »  relative 
Primzahlen  sind.  Kommt  nun  unter  den  Producten  mit  zwei  Fac- 
toren ,  in  welche  sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
bekannte  Art  das  Product 

1.2.3.4l.5....(«— 1) 

zerlegen  lässt,  das  Product 

s(n^^j^)^qn — 1 

vor,  so  ist 

12* 
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und  es  mnsB  also  die  in  dem  Producte  (d;— i)  (a;-|-l)  anfoehende 
PrimzaU  n  entweder  in  a: — l  oder  in  x+l  aufgehen.  Geht  aber  n 
in  x-^l  auf,  und  ist  also  x  —  i:=zq'n,  so  ist 

x=q'n  +  i. 

Wäre  nun  g'^0,  so  wäre  x^n,  was  gegen  die  Voraustcetzang 
ist,  und  es  ist  folglich  q'  =  0,  also  x  =  l.  Geht  ferner  n  in 
or-jhl  auf,  und  ist  also  x+i  =  q"n,  so  ist 

a:  =  n— l  +  (g"— 1)». 

Wäre  nun  y">l,  so  wäre  x^n — 1,  was  gegen  die  Vorausset- 
zung ist,  und  es  muss  folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar  q" 
nicht  verschwinden  kann,  ^'  =  1,  also  jr=n — 1  sein.  Folglich 
ist  entweder  x^l  oder  a:  =  n  — 1.    Für  x=l  ist 

x(n — x)  :=  1 .  (ft — 1) , 

und  (är  x=n—i  ist  auch 

x(n — a:)  =  l.(n— 1), 
so  dass  also  immer 

x(n — x)  =  1 .  (n  —  1) 

ist«    Nimmt  man  hierzu,   dass  offenbar,   wenn  n — k  irgend   ein 
Glied  der  Reihe  2,  3,  4,  5,...,  n — 1  bezeichnet,  niemals 

l.(w—Ä:)=^«  +  l 

sein  kann ,  und  dass  sich  also  1  mit  keiner  der  Zahlen  2, 3,  A,  5,...., 
n~t  zu  einem  Producte  verbinden  lässt,   welches  einem  um  die 
Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n  gleich  ist,    so   wird  leicht 
erhellen,  dass  unter  den  Producten  mit  zwei  Factoreu,  in  welche 
sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Art 
das  Product  1.2.3.4....(n^--l)  zerlegen  lässt,  iinmer  das  Product 
1 .  (n — 1)  =  1  •  n— 1  vorkommen  muss,  dass  aber  jedes  andere  die- 
ser Producte  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n       I 
gleich  ist,    woraus  sich  femer  mittelst  successiver  MultiplicatioD       j 
sogleich   ersieht,   dass  das  Product  1.2. 3.4. 5.... (n — 1)  immer       | 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  n  gleich ,  oder      j 
dass  jederzeit  die  Grosse  | 

1.2.3.4.5....(»>— 1)  +  1 

durch  n  theilbar  ist,   welches  uns  zu  dem  folgenden  Satze  fuhrt: 
Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist  die  Grosse 

1.2.3.4.5..,.(w— 1)+1 

jederzeit  durch  n  theilbar. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  in  der  Zahlen- 
lehre bekanntlich  Wilsons  Satz  genannt. 
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INe  Epochen  der  beschichte  der 
Heiisehheit;    eine  historisch -piiiloso- 
phische  Hkixime 

von 
Dr.  E.  F.  Apelt, 

aiuterordeDtlichem  Frofe«aor  %u  Jena. 
Erster  Band.   Jena.  Hochhaiisen  1845  *)/ 


Die  Leser  des  Archives  werden  sich  vielleicht  wundem ,  hier 
die  Anzeige  eines  Werkes  zn  finden ,  das  dem  Titel  nach  nicht 
unter  diejenigen  zu  gehOren  scheint,  welche  in  demselhen  besprochen 
zu  werden  pflegen.  Gleichwohl  bt  dasselbe  der  Mathematik  und 
Physik  sehr  nahe  verwandt,  in  so  fem  es  das  Verhältniss  betrach* 
tet,  in  welchem  die  genannten  Wissenschaften  zu  dem  Ganzen  un- 
serer wissenschaitiichen  Erkenntniss  überhaupt  stehen  und  den  im 
Verlaufe  der  Geschichte  hervortretenden  Einfluss  schildert,  wel- 
chen die  fortschreitende  Ausbildung  der  Naturwissenschaften  (im 
weitesten  Sinne)  auf  die  geistige  Cultur  ausgeübt  hat  uTid  noch 
ausfibt  Am  meisten  macht  sich  dieser  Einfluss  da  geltend,  wo 
wir  es  mit  geschichtlichen  Ueberliefemngen  zu  thun  haben,  die 
nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  der  Naturgesetze  viel  von  ihrer 
soostieen  Glaubwürdigkeit  verlieren  müssen«  Seit  die  Naturwis- 
senschalten  aufkamen,  haben  die  Wunder  aufgehört  und  die  Weis- 
sagi^ngen  sind  verstummt;  der  teleskopische  Bück  hat  das  schein- 
bare Dach  des  Himmels  durchbrochen,  hinter  welchem  sonst  der 
fromme  Glaube  die  Wohnung  der  unsterblichen  Geister  suchte, 
jenes  Firmament  der  Alten,  das  man  als  die  gemeinschaftliche 
Grftnze  der  sichtbaren  Korperwelt  und  der  unsichtbaren  Geister- 


*)  Schon  au«  Archiv.  TU.  I.  Nr.  HI.  und  Nr.  XXXIV.  iat  bekannt 
md  enichdich,  data  aach  aaafuhrlichere  Anzeigen  wisaenachaftUcher, 
ia  dfls  Gebtei  des  Archiva  einachlagender  Werke  in  dieae  Zeitachrift 
■ellMt,  nicht  bloaa  in  den  Literariachen  Bericht,  aufj^eoommea  werden 
aollen.  Obgleich  nun  vorliegende  Anzeige  von  ihrem  unterzeichneten 
Uenn  Vf.  mir  für  den  Literariachen  Bericht zngeaandt  war,  ao  habe  ich  ea, 
des  iatereeaanten  Inhalte  deraelben  wegen,  doch  vorgezogen,  aie  dem 
Ardiive  seihat  einzuverleiben.  G. 
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weit  zu  betrachten  gewohnt  war;  die  grossen  astronomischen  und 
geologischen  Perio&n,  welche  man  durch  das  Studium  der  Natur 
kennen  gelernt  hat,  haben  den  harmlosen  Erzählungen  der  Väter 
von  den  vergangenen  und  künftigen  Zeiten  Anfang  und  Ende  ge- 
raubt; die  mturgesetze  endlich  haben  den  vertraulichen  Umgang 
aufgehoben 9  in  welchem ^  jenen  Sagen  zufolge ,  das  Menschenge- 
schlecht mit  höheren  Wesen  stand v). 

Aber  nicht  nur  die  geschichtlicnen  Ueberlieferungen ,  selbst 
die  eigenen  religiösen  Ueberzeugungen  und  ewigen  Hoffnungen 
scheint  der  Naturalismus  der  Physik  zu  bedrohen.  Was  soll  uns 
ein  Gott  oei  einer  Welt,  die  den  Gesetzen  der  Mechanik  gehorcht? 
Diese  Gesetze  sind  selbstständig ,  werden  mathematisch  erkannt 
und  erleiden  eben  desswegcn  keine  Ausnahme;  die  Gottheit  bliebe 
nur  ein  müssiger  Zuschauer,  der  den  Gang  der  Bewegungen  in 
keiner  Weise  willkührlich  ändern  kann.  Was  soll  uns  die  Frei- 
heit da,  wo  es  nur  die  eiserne  Nothwendigkeit  des  Naturgesetzes 
giebt,  wo  selbst  das  Leben  in  der  organischen  Welt,  dieses  grösste 
aller  physikalischen  Räthsel,  nach  und  nach  unter  die  Herrschaft 
eben  der  Kräfte  gerätb,  welche  den  Krystall  formen  und  den  Ge- 
stirnen des  Himmels  ihre  Bahnen  zeichnen?  Wo  endlich  soll  das 
Jenseits  sein,  auf  das  wir  hoffen,  da  der  Raum  mit  der  ganzen 
Gesetzmässigkeit  der  Geometrie  sich  ins  Unendliche  hinaus'erstreckt 
und  keine  Gränze  gedacht  werden  kann ,  die  das  Diesseits  von  dem 
Jenseits  trennte? 

Diess  sind  die  Fragen,  welche  als  letzte  Consequenzen  der 
Mathematik  und  Physik  sich  uns  aufdrängen  und  mit  deren  histo- 
risch-philosophischer Entwickelung  sich  der  Verfasser  des  oben 
genannten  Werkes  beschäftigt  Zuvorderst  giebt  er^  uns  eine 
Uebersicht  der  Cnitureeschtclite  im  AUgemeiRen^  ein  Bild»  dessen 
schönste  Partie  die  Zeichnung  der  griechischen  Weltaosicht  aus- 
macht, in  welcher  noch  physikalische  und  religiöse  Ideen  in  fried- 
licher Vereinigung  ein  ästhetisches  Ganzes  bilden.  Der  Blick  der 
Griechen  reichte  nur  über  das  Mittelmeer  und  Vorderasien ^  und 
verlor  sich  ringsum  im  Unbegränzten.  Die  menschliche  Einbil- 
dungskraft ist  von  selbst  gescliäftig,  den  leeren  Raum  ausiuföllen 
und  das  lückenhafte  Bild  zu  ergänzen.  Dichterische  und  religiöse 
Pbantasieen  des  Volks,  philisophis^he  Ansichten  der  Denker  and 
geologische  Muthmassungen  vereinigten  sich^  den  fehlenden  Stoft 
herbeizuschaffen,  dem  die  Einbildungskraft  leicht  eine  passende 
und  ästhetische  Form  verleihen  konnte.  Aber  schon  die  ersten 
geographischen  Entdeckungen  änderten  dieses  Bild.  Soweit  auch 
der  Blick  des  Menschen  vorwärts  gedrungen  war^  überall  fand  er 
die  Erde  vom  Meere  umflossen,  und  so  konnte  leicht  der  Gedanke 
entstehen,    dass  ausser  der  bekannten  Zone  noch  andere  Länder« 


*)  M.  8.  „Anti-Orion  zum  Nutzen  und  Frommen  des  Herrn  von 
Schaden ^*  von  dem  nämlichen  Verf.  DIeae  Brochore  ist  geriditet  (^gen : 
Antwort  anf  den  Angriff  eines  Herrn  £.  Apelt  in  der  neven 
Jenaischen  Literaturzcitung  von  Dr.  v.  Schaden  (Privatdosenten  an  der 
Universität  %n  Erlangen) ;  dieser  „AngrlflT'^  ist  nämlich  eine  höchst  driri'^ 
nelle  Recension  des  Orion  des  Herrn  v.  Schaden,  welehe  auch  in  der 
„  Antwort ^^  des  letzteren  abgedruckt  ist.  Ref.  erinnert  sich  nicht,  eCwa« 
Ergötzlicheres  gelesen  zn  haben,  als  Herrn  ▼.  Schadens  mystisch« 
astronomische  Träume  und  die  Polemik  gegen  seinen  Recensentea. 
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naassen  jenseits  des  OceaDS  vorhanden  wären.  Unbemerkt  scbmol- 
xen  die  geoeraphischen  Vorstellungen  von  dem  Vorhandensein  an- 
derer bewohnbarer  Zonen  mit  der  religiösen  Idee  einer  anderen 
Welt  zusammen  und  zogen  sich  in  den  ätherischen  Duft  dichter!« 
scher  Phantasieen  zurücL  Der  Garten  der  Hesperiden,  das  Elysium, 
die  glückseligen  Inseln ,  das  Paradies  der  Christen  sind  geogra-' 
phische  Phantasiegebilde  ^  ivelche  aus  religiösen  Ideen  eutstanden 
und  hier  bestimmter,  dort  unbestimmter  an  eine  gewisse  Oertlicb« 
keil  gebunden  waren. 

Die  grossen  geographischen  Entdeckungen,  namentlich  die  Erd- 
ums^elungen ,  haben  diese  Phantasiegebilde  zerstört ;  die  Dich- 
tung wurde  von  der  Anschauung  verdrängt,  die  mythische  Kosmo- 
^raphie  verwandelte  sich  in  physische  Geo^apnie.  Die  letzte 
Folge*  hiervon  war  die  Flucht  der  guten  Geister  von  der  Erde. 
Die  seligen  Gefilde,  die  schon  anfangs  über  den  Ocean  surückge- 
wichen  waren,  erhoben  sich  von  der  Erde  zu  den  Wolkensitzen 
und  fluchteten  unter  die  Sterne. 

Aber  auch  von  da  sind  sie  vertrieben  worden.  Die  Gesetze 
Kepplers,  des  Ersten,  der  die  Natur  richtig  zu 'befragen  ver- 
steht und  dem  sie  antwortet,  zerbrechen  die  krystallenen  ophären 
der  Alten  und  rauben  den  Planeten  ihre  Führe/;  Newton  zeigt» 
dass  die  Kraft,  welche  in  den  Tiefen  der  himmlischen  Räume 
waltet  und  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  führt,  keine  ande^  ist, 
als  die  Schwere  an  unserer  Erde.  Die  Geheimnisse  schwinden 
aus  der  Sternenwelt,  die  fortschreitende  Theorie  greift  sogar  in 
einififen  Fällen  der  Beobachtung  vor  und  Laplace  lirunt  das  rühm- 
würäig  begonnene  Werk  mit  der  Mechanik  des  Himmels.  So  zer- 
störte die  Astronomie  sogar  im  Bau  des  Himmels  den  architekto- 
nischen Zauber  und  das  Land  der  Verbeissung  schwand  aus  den 
Räumen  des  Aethers.  Wohin  auch  das  Fernrohr  den  Blick  des 
Menschen  trug,  überall  folgte  ihm  die  Nothwendigkeit  des  Calcüls, 
Raum  verweigernd  einer  ätherischen  Welt.  Die  Mechanik  des 
Himmela  hat  des  Aristoteles  Lichtwelt  der  Gestirne,  den  Himmel 
unserer  Väter  zertrümmert  und  uns  dafür  ein  Weltgebäude  mas- 
senhafter schwerer  Körper  geschenkt.  Die  schützenden  Engel  des 
Menschengeschlechts,  alle  Genien  und  gütigen  Feen  verliessen 
dessen  Gesellschaft  und  wanderten  in  das  Land  der  Sage  oder  der 
Dichtung. 

Diess  ist  eine  ungefähre  Skizze  der  vier  ernten  l^pltel  des 
Buches ,  bei  der  sich  Kef.  zum  Theil  der  Worte  des  Vert.  bedient 
bat.  Im.  fünften  Kapitel  (II.  4^  giebt  er  uns  eine  historische  Dar- 
stellung der  verschiedenen  Sturen  religiöser  Ausbildung  im  Volker- 
leben und  ihres  Verhältnisses  zur  Philosophie  und  Naturwissen- 
schaft. Eine  sehr  schätzenswerthe  Zugabe  bildet  der  Anhang, 
welcher  drei  bemerkenswerthe  Aufsätze  enthält:  I.  Erläuterun- 
gen über  die  Epicykeintheorie  und  das  Verbal tniss  der  drei  Welt- 
systeme; II.  Kepplers  Mysterium  cosmographicum und  III.  Kepp- 
lers Induktion  zur  Entdeckung  der  wahren  Gestalt  der  Planeten- 
bahnen. In  diesem  Anhange  zeigt  sich  der  Verf.  als  guter  Ken*, 
ner  der  Mathematik,  was  um  so  bemerkenswerther  ist,  als  sich 
die  Philosophie  ungefähr  seit  dem  Anfange  dieses  Jahrhunderts 
der  Mathematik  zu  schämen  scheint  und  namentlich  die  sogenann- 
ten Philosophen  mancher  Schulen  auf  unsere  Wissenschaft  mit 
•iner  Geringschätzung  herabblicken ,  wie  sie  nur  aus  grober  Igno- 
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ranz  darin  entstehen  kann.  Jener  Anhang  hat  das  Verdienst ^  eine 
zivar  e^edrängte,  aber  vollständige  Uebersicht  fiber  die  Arbeiten 
Keppiers  zu  geben,  wovon  man  selbst  in  den  grosseren  astrooo- 
mischen  Lehrbüchern  kaum  mehr  als  eine  Notiz  findet  Hierbei 
hat  der  V f.  Xeppler  mit  Recht  gegen  Lapiace  undDelambre 
in  Schutz  genommen ,  die  ihn  wie  einen  Scnüler  Newton's  beur- 
theilen  und  seine  Spekulationen  über  die  KosmQphysik  und  die  Welt* 
harmonie  für  blosse  Träumereien  halten ,  welche  müssig  neben 
seinen  astronomischen  Forschungen  einhergehen  und  dieselben  öfter 
beeinträchtigt  haben ;  in  der  That  sind  sie  aber  die  Quelle  sei- 
ner grossen  Entdeckungen,  indem  gerade  die  mystische  Naturan» 
sieht  die  Erfindungskraft  Kepplers  leitete.  Den  eigenthümiicben 
Gedankengang  desselben  theilt  uns  der  Verf.  in  der  heutigen 
Sprache  der  Mathematik  mit. 

Diese  Anzeige  möge  hinreichen,  um  die  Mathematiker  uod 
Physiker  auf  ein  Werk  auimerksam  zu  machen,  das  sie  des 
bescheidenen  Titels  wegen  leicht  übersehen  könnten.  Der  zweite 
Band,  welcher  u.  A.  die  historische  Entwickelung  der  Entschei- 
dung jenes  Streites  zwischen  dem  Naturalismus  der  Physik  und 
den  religiösen  Ideen  enthalten  wird,  soll,  wie  es  heisst,  dem  ersten 
rasch  nachfolgen.  Möge  derselbe  ein  seinem  Inhalte  nach  eben  so 
gediegenes  und  seiner  Form  nach  eben  so  ansprechendes  Ganzes 
bilden,  wie  der  erste. 

Jena.  Schi  ömi  Ich. 


Anfl^sniiir  des  Keplerschen  Problems 

nachlTewtoii,  Terj^llclienmil;  der  Jetzt 

noch,  sebräucltliclieii  numerlsclieii 

AufliSsuiij^. 


Von 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  'Wolfers, 

aitronomischen  Rechner  an  der  K.  Sternwarte  zu  Berlin. 


Jeder,  welcher  sich  auch  nur  mit  den  ersten  Theilen  der  theo- 
rischen  Astronomie  beschäftigt  hat,  keqnt  das  Problem ,  wovon 
hier  die  Rede  sein  soll.  Die  Gleichungen,  welche  zwischen  den 
einzelnen  Grossen  stattfinden ,  werden  in  der  neuern  Zeit  gewohn- 
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licfa  auf  dem  kfinern  aoalytischeD  W^e  berffeieitet  und  aut  dem- 
selben gelangt  man  zu  den  verschiedenen  indirecten  Auilusungen, 
da  eine  directe,  der  Natur  der  Sache  nach,  nicht  mogiicb  ist. 
Wenn  so  auch  die  analytische  Darstellung  vollkoromen  genfigt,  um 
die  in  der  theorischen  Astronomie  vorkommenden  Aufgaben  zu  lösen, 
so  -glaube  ich  doch,  dass  es  ffir  manchen  Leser,  welcher  New- 
tons Principia  mathematica  philosophiae  naturalis  nicht 
kennt,  interessant  und  vielleicht  auch  lehrreich  sein  wird,  die  syntheti- 
sche Weise  kennen  zu  lernen,  aufweiche  N  e  w  to  n  zu  denselben  Resul- 
taten gelangt  ist,  die  noch  heute  gelten.  Ich  werde  daher  hier 
einige  Sätze  aus  Abschnitt  VI.  des  ersten  Buches  jenes  Werkes 
mittheilen  und  die  Resultate  mit  den  Ausdrücken  von  Gauss 
in  der  Theoria  motus  corporum  coelestium  vergleichen. 

Zuerst  zeigt  N  ewton  in  einem  Lehnsatze  durch  Raisonnement, 
dass  keine  elliptische  Figur  existire,  deren,  durch  beliebige  gerade 
Linien  abgescnnittener  Flächenraum  allgemein  mittelst  Gleichun- 
gen dargestellt  werden  könne,  welche  in  der  Zahl  ihrer  Glieder 
und  Dimensionen  begrenzt  sind.  Er  schneidet  daher  den,  der  Zeit 
proportionalen  Theil  der  Fläche  einer  Ellipse  mittekt  einer  geo- 
meüisch  irrationalen  Curve  ab,  und  zwar  iolgendermassen. 


§.  1. 

Aufgabe.  Ein  Körper  bewegt  sich  in  einer  Ellipse, 
man  soll  seinen,  einer  gegebenen  Zeit  entsprechenden 
Ort  in  derselben  finden. 

Auflösung.  In  der  Ellipse  APB  (Taf.  IL  Fig.  3.)  sei  A 
der  Hauptscheitelpunkt,  S  der  Brennpunkt,  O  das  Centrüm  und  P 
der  zu  nndende  Ort  des  Körpers.  Man  verlängere  OA  fiber  A 
hinaus  bis  Cr,  so  dass 

OG:OA=zOA:OS 

wird  f  und  errichte  hierauf  GH  perpendikulär  auf  AG.  Hieraul 
beschreibe  man  aus  O  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  OG 
den  Kreis  EFG^  lasse  den  letztem  auf  der  geraden  Linie  GH  als 
Basis  fortrollen,  so  dass  der  Punkt  A  die  gestreckte  Cycloide  AU 
beschreibt.  Ist  diess  geschehen,  so  nehme  man  die  Linie  GK  in 
dem  Yerhältniss  zur  Peripherie  GFE  des  Kreises  an ,  in  welchem 
die  Zeit,  worin  der  Körper  den  elliptischen  Bo&ren  AP  zurücklegt, 
zur  ganzen  Umlaufszeit  in  der  Ellipse  steht  Errichtet  man  nun 
auf  GH  das  Perpendikel  KLy  welches  die  €ycloide  in  L  schnei- 
det, und  zieht 

IrP  parallel  €?£; 

so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  der  erstem  mit  der  Ellipse  der 
verlangte  Punkt. 

Man  beschreibe  nämlich  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 
OA  den&eis  AQB,  so  dass  dieser  und  LP  sich  in  Q  schneiden, 
und  ziehe  die  Linien  SQ  und  OQ,  endlich  falle  man  von  S  auf 
die  Richtung  der  letzteren  das  Perpendikel  SR.  Der  elliptische 
»Sector  ASP  ist  alsdann  proportional  dem  Kreissector  ASQ.   Ver- 
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ttacert  naa  BSalieh  QP  bis  mm  DnrGhsckuttBpnkt  W  wl».  AB 
lind  setzt  di«  baJbe  grosse  Axe  der  Ellipse  =«,  die  halbe  Ueise 
=  6;   so  ist     ' 

JSP-I-  SP  WiASQ  +  SQ  IF=  6: « , 
SPW.SQW=PW.QW=b'.a, 

also  ASP:  ASQ=b :  o  oder  ASP=  - .  JSQ. 

a 

Es  \ai  aber 

-4äI?=  oqa-^oqs^  \oq.  qa—\oq.rs, 

mitbin,  da  \OQ  gegeben  und  constant  —\a  ist,  der  FlScfaeDiD- 
halt  von  APS  proportional  dem  Unterscbiede 

Qil  — ÄS. 

Nun  Ist  aber  RS.^ivt  AQ=  OS:  OQ 

=  OS:OA 
^OAiOG 
:=:AQ:GF; 

also 

AQ^RS:  GF^s\nAQ=:AQ:  GF^  OS:  OA 

und 

JQ— ÄS=:^  (CF- sin  AQ). 

Der  Fläcbeninbalt  des  Sectors  ASP  ist  demnach  proportional  deni 
Unterschiede  €?F— sin  AQ,  d.  h.,  nach  der  Gleichung  der  Cycloide, 
der  Linie  GK. 


§.2. 

Zugatz.  In  der  Darstellung  des  vorigen  Paragraphen  kann 
man  dieselbe  Gleichung  wiederfinden,  welche  m  der  Theoria  motus 
zwischen  der  excentrischen  und  mittlem  Anomalie  aufgestellt  ist. 
Setzt  man  nämlich  wie  dort  OA=:a  und  ausserdem  OS^=^a^€, 
W.  QOA^  £;    so  wird  aus  der  Proportion  OG:OA=OAi  OS 


Ferner  wird 


e 


GF:^OG.E=z^.E,»\nAQr=a^mE: 


also  der  Sector  ASP  proportional 

a(£— 6  8in£). 
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DieMr  Sector  Igt  aber  der  Zeit  proportional ,  welche  der  Körper 
gebranclit  hat,  um  vom  Perihei  Ä  bis  zum  Punkt  P  zu  gelan^o ; 
folgücb  ist  auch  diese  Zeit  proportional 

£— 'esiniS. 

DaM  mau  aus  der  yorilegeDdeo  Figur  auch  alle  die  Relationen  her- 
leiten könne 5  welche  in  der  Theoria  motus.  pag.  8.  zusammense- 
stellt  sind^  ersieht  man  leicht  folgendermassen.  Fügt  man  zu  den 
bereite  eingeffihrten  Bezeichnungen  noch  hinzu: 

e^sin(pf  a*.e*  =  a*  — 6*  oder  6*=a*— o*e* 
d.  h.  b=acosip, 
SP=r  und  W.  ASP=v; 
so  wird 

SW=^rcoBv-SO+0W^ae'^acoBE, 
also 

rcosr  =  a(cos£ — e),  wie  Nr.  IX.  a.  a.  O. 
Femer 

PIF=rsinr=^l?»r=aco89sm£,wieNr.VIII. 

=  a<(cos£'-f  sin9^ — SccosE-f  cos^^stnJE^) 
oder  r=a(l — ecosE),  wie  Nr.  III.  u.  e.  w. 

Wegen  der  Uebereinstimmung  der  vorstehenden  Gleichungen 
mit  denen  in  der  Theoriamotus,  muss  also  auch  die.dortige  Glei- 
chung zwischen  der  mittlem  und  excentrischen  Anomalie 

M:=E^^eainE 

hier  stattfinden.    Da  ferner  nach  §.  I. 

ASQ=lOQ.(QA'-RS)=ia^(E'^€»inE) 
nod 

ASP=^ASQ-{a^coB(p(E'^eBin  E) ; 
so  wird  auch 


ASP=z  io«cos  q> .  ^<^^^+ft    (Theor.  mot  pag.  6.) 

=  iktV^ .  i^l+i*  =  i/rrrfr. 
ASP  ist  also  der^  in  der  Zeit  t  beschriebene  Sector. 

§.  3. 

Anmerkunn.     We^en   der  schwierisen  Construction  dieser 
Cttrve    (der   Cycloide)    ist    in    der    Praxis    zweckmässiger    eine 
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Constraction  anzuwenden  >  welche  der  Wahrheit  sehr  nahe 
koiQint. 

Man  suche  einen  bestimmten  Winkel  B,  welcher  sich  zu  dem 
Winkel  57^2^78 =206264^808,  den  ein  dem  Radius  gleicher 
Bogen  unterspannty  verhält,  wie  die  Entfernung  iS£f  (Taf.  ü.  Fig.  4.)  bei- 
der Brennpunkte  von  einander  zur  grossen  Axe  AB,  Femer 
suche  man  eine  Linie  L^  weiche  sich  zum  Radius  verhält,. wie  ^^li? 
zu  SB.  Hat  man  beide  einmal  gefunden,  so  lost  man  die  Aufgabe 
durch  folgende  Analyse. 

Nach  irsend  einer  Methode  oder  Conjectur  bestimme  man  den 
Ort  P  ziemlich  nahe  und  föUe  von  ihm  auf  die  grosse  Axe '  das 
Perpendikel  Pß,  so  erhält  man  die  entsprechende  Ordinate  QR 
des  um  die  Ellipse  beschriebenen  Kreises  AQB  aus  dem  Verhält- 
niss  beider  Axen  der  Ellipse,  und  es  ist  alsdann 

QR—ACbivlACQ. 

Aus  dieser  Gleichung  findßt  man  den  Winkel  ACQ,  welchen  man 
nur  nahebei  durch  Rechnung  zu  bestimmen  braucht.  Man  kennt 
ferner  auch  den  der  Zeit  proportionalen  Winkel,  welcher  sich  nfim- 
lieh  zu  360^  verhält,  wie  die  zur  Beschreibung  des  Bogens  AP 
erforderliche  Zeit  zur  ganzen  Umlaufszeit.  Dieser  Winkel  sei  =  iVl 
Hierauf  bestimme  man  die  Winkel  />,  E,  F,  G,  Hy  /,  etc.  aus  den 
Proportionen : 

Z> :  J?  =P  sin  ^CQ :  Radius ; 

EiN-^ACQ^D  —  LiLT^obACQ,  Tjenachdem^CÖ^90^, 

F:J»  =  sin(^Ce+iE):  Radius; 

G:N^ACQ—E^F=L'.LT^os{ACQ^E), 

T jenachdem  ACQ^  E^W>', 
^:J9  =  sitt(i4CQ-f£+C?):Radius; 
J;iV— i<CQ-£-^G  +  jBr=jL:XTcos(i<€ö+A+G), 

T  jenachdem  ACQ  +  £+  G^ 90^ ; 
u.  s.  w.  f. 

Man  kann  auf  diese  Weise  beliebig  fortfiahren ,  und  nimmt  man    ' 
zuletzt  den  Winkel 

i<  C^  = -4CÖ  +  JB+ G  + /+etc. , 

so  ergibt  sich  aus  seinem  Cosinus  =  Cr  und  der    Ordinate  pr, 
welche  letztere  aus  der  Proportion 

pT:s\TkACq=^bia 

bekannt  wird ,  der  verbesserte  Ort  p  des  Korpers. 
Wird  in  einem  einzelnen  Falle  der  Winkel 

N—ACQ^D 

negativ ,  so  muss  bei  E  überall  das  Zeichen  -f  in  —  und  umgekehrt 
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—  iD  -f-  verwaDdelt  werden.  Dasselbe  gilt  von  den  Zeicbeii  der 
%^iikel  G  nod  /,  wenn  respective 

N—ACQ^E^F  und  N-^ACQ-^E-^G  +  H 

negativ  werden. 

Die  uDendliche  Reihe 

ACQ-i-E+  G+ J  f-etc. 

eooTe^irt  übrigens  sehr  schnell»  so  dass  man  kaum  jemals  über 
das  zweite  Glied  E  hinaus  zu  gehen  nSthig  haben  wird.  Die  Rech- 
nung griindet  sich  *auf  den  Satz,  dass  der  Fl&chenraum  ^SPsich 
Terhftlt,  wie  der  Unterschied  zwischen  dem  Bogen  AQ  und  dem 
Peqiendikel  von  S  auf  CQ. 


§.4. 

Zug  atz.  In  dem  Verfahren,  welches  Newton  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  aulgestellt  hat,  ist  vollständig  dasjenige 
enthalten,  welches  man  in  der  Regel  gegenwärtig  nei  nume- 
rischen Rechnungen  anzuwenden  pflegt.  Dasselbe  ist  im  Berli 
ner  astronomischen  Jahrbuch  von  1838.  pag.  281.  darge- 
stellt und  daselbst  zugleich  gezeigt  worden,  dass  es  mit  dem  in 
der  Theoria  motus.  pag.  11.  mi^etheilten  identisch  ist.  Von  der^ 
Uebereinstimmung  des  erstem  Verlahrens  mit  dem  im  vorigen* 
Paragraphen  enthaltenen  überzeugt  man  siclr  leicht  folgende 
Setzt  man  der  früher  eingeführten  Bezeichnung  gemüss : 

Ä=^«  =  ui»  =  c^,  wo»  =  20e264^8; 

ACQ-E, 

^      AB     1 


E=zAE; 


80  wird 


D:=e''sinE; 
^jv_  j(i»f-g-fg^^singO  ^M^E'  +  e^ sin ig7 
^TcosJS'         ~~        iT^JCosÄ' 

T  jenachdem  E'^9(P. 
Wir  haben  bereits  oben  die  Gleichung 

i =  Jlf='JE— esin£ 

betrachtet.     Da  nun  der  FlSchenraum  ASP  proportional  der  Zeit 
t,  also  nach  dieser  Gleichung 
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£— e«in£ 

ist;    so  folgt,    weil  AQt^a.E  and  das  Perpendikel  too  S   auf 
CQ  oder 

,  SV=  SC .muSCQ=^aesinE , 

also 

AQ^^r=it{E—eBmE), 

dass  aocli  AßP  proportional  dem  Unterschiede 

AQ—SV 

sein  wird. 


ITelcIte  I<aire  miiss  man  einem  SUdil- 

stabe  greben,  damit  er  das  nfaximnm 

der  mairnetisirenden  urirtLangr   eines 

l&relsf9miigren  electrisclien  ütromes 

erfahre? 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericiannra  in  Schwerin. 


§1. 

Zu  der  Beaniwortans  dieser  Frage  wurde  ich  gefdhrt,  als  Ich 
das  in  Pog^.  Ann.  LXiL  S.  249.  beschriebene  Verfahren  zur  Mag- 
netisirune  einiger  Stahlstäbe  anwandte.  Es  fiel  mir  dabei  nämlicn 
eine  Stelle  im  Kepert  der  Physik  von  Dove  und  Moser  ein 
n.  S.  263.),  wo  ein  von  Barlow  bescbriebeneT  Versuch  ab  fast 
fabelhaft  klingend  bezeichnet  wird.  Jene  Stelle  beisst:  „So kräf- 
tig ist  die  Wirkung  einer  Spirale,  das«,  wenn  eine  kleine  Mag- 
netnadel (or  bar)  in  sie  so  nlneingele^  wird,  dass  sie  auf  dem 
untern  Theile  der  Windungen  ruht,  diese  Nadel  im  Momente  der 
Verbindung  der  Spirale  mit  de«  galvanischen  Kette  aufspringt,  und 
in  der  Axe  der  Spirale  den  Gesetzen  der  Schwere  entgegen  «chwe- 
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heiMl  bleibt.  Diese  EracheioaDg  zeigt  sieh  selbst  bei  senkrechter 
Stellung  der  Spirale «  und  mao  sieht  auf  diese  Weise  eioeu  schwe- 
ren Kurper  ohne  materiellea  Zosammenhang  mit  andern  Korpern 
fehalten  durch  eine  unsichtbare  Kraft  wie  die  fabelhafte  Statue 
es  DiDOcbares.** 

Ich  wiederholte  nun  diesen  Versuch  mit  meinem  Magnetisir- 
cylinder,  einer  Spirale  aus  30  Fuss  Kupferdraht  ^  welcher  auf  einen 
hohlen  hölzernen  Cyünder  von  1  Zoll  Hohe,  1]  Zoll  innerem  Durch- 
messer und  geringer  Wanddicke  gewickelt  war^  und  den  Strom 
eioes  Platin-Zink-Elements  leitete,  und  fand  die  Beschreibung  al- 
lerdings mindestens  ungenau,  fiisenstfibchen  wie  Magnetnadeln 
blieben  ruhig  auf  dem  untersten  Theile  der  Windungen  liegen» 
wenn  die  Axe  der  Spirale  horizontal  lag.  Hielt  Ich  ein  Eisen- 
stSbchen  mit  dem  einen  Ende  an  die  innere  Wand  des  Cylinders, 
so  wurde  es  im  Momente  der  Schliessung  der  Kette  lebhaft  nach 
inoen  gezogen  >  so  dass  es  zu  beiden  Seiten  gleich  weit  aus  dem 
Cylinder  hervorragte,  blieb  aber  wiederum  auf  dem  untersten 
Theile  der  inneren  Wand  liegen.  Als  ich  die  Axe des  C-ylin- 
ders  vertikal  stellte,  schwebte  der  Stab  In  dem  Cylinder  In  verti- 
kaler Lage,  aber  immer  sich  an  die  Seitenwand  anlegend, 
und  jeder  Versuch,  denselben  in  der  Axe  des  Cylinders  frei 
schwebend  zu  erhalten,  war  vergeblich,  eben  so  vergeblich,  als 
wenn  Jemand  versuchen  wollte,  einem  Magneten  seinen  Anker 
gerade  in  der  Entfernung  darzubieten,  in  welcher  die  anziehende 
Kraft  des  Magneten  und  die  Schwere  des  Ankers  im  Gleichgewicht 
sind,    so  dass  der  Anker  frei  in  der  Luft  schwebte. 

Diese  Versuche  ^nun ,  sowie  der  Umstand,  dass  die  Dicke  eini* 
ger'  von  den  zu  magnetisirenden  Stäben  bedeutend  geringer  war 
als  die  innere  Weite  des  Cylinders  führten  mich  zu  der  obigen 
Frage ,  deren  Beantwortung  für  die  vortheilhafteste  Benutzung  sol- 
cher Spiralen  zum  Magnetisiren  nicht  unwichtig  ist  Da  ich  weder 
in  Poggendorffs  Annalen.  noch  in  Geh  1er s  Wörterbuche, 
noch  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  Auskunft  fand,  so  versuchte 
ich  selbst  die  Beantwortung,  und  theile  diesen  Versuch  hier  mit. 


§.  2. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  wo  der  Stab  mit  der  Axe  des  Cylinders  parallel  ist, 
so  wie  dass  wir  statt  des  spiralförmigen  Drahtes  uns  die  Periphe- 
rie eines  Kreises  als  Leiter  des  electrischen  Stromes  vorstellen. 

Als  bewiesen  wird  vorausgesetzt: 

1)  Ein  geradÜoigter  electrischer  Strom  wirkt  vertbeilend  auf 
ein  ausserhalb  liegendes  magnetisches  Tbeilchen  ip  einer 
Richtung,  welche  auf  der  darch  dM  Theilchen  und  den 
Leitungsdraht  gelegten  Ebene  senkrecht  ist. 

2)  Denkt  man  sich  mit  dem  Strome  schwimmend  und  das  mag- 
netische Theilchen  anblickend,  so  wird  in  der  bezeichneten 
Richtung  der  Mordpol  links,  der  Südpol  rechts  bewegt 

3)  Die  Wirkung  eines  jeden  Elementes  des  Stromleiters  ist  der 
Länge  dieses  Elementes  direct,  und  dem  Quadrate  des  Ab- 
atanäes  dieses  Elementes  Tom  magnetischen  Theilchen  um- 
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gekehrt  pr^ortionai,  ausserdem  aber  noch  direct  propor- 
tional dem  Sinns  des  Winkels^  weichen  die'  Verbindangslinie 
jenes  Elementes  und  des  magnetischen  Theilchens  mit  der 
Stromesrichtung  bildet. 
4)  Bei  einem  krummen  Leitungsdrahte  wird  als  Richtung  jedes 
Elementes  die  entsprechende  Tangente  genommen. 

Nun  sei  (Taf.  II.  Fl^.  5.)  A  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  dessen 
Peripherie  den 'Strom  leitet,  B  der  Punkt  seiner  Ebene,  in  welchem 
dieselbe  von  dem  Stabe  durchstochen  wird.  Das  Element  D  des 
Kreises  wirke  auf  den  Punkt  F  des  Stabes  vertheilend.  Durch  F 
und  die  Tangente  ED  lege  man  eine  Ebene,  und  auf  dieser  sei 
FG  senkrecht,  so  wird  das  nordmagnetische  Element  des  Punktes 
F  von  F  nach  G  bewegt,  wenn  der  Strom  von  C  nach  Z>  geht, 
wie  die  Pfeile  andeuten,  und  die  Bewegung  in  dem  obem  Theile 
des.  Kreises  von  hinten  nach  vorn  cescnieht.  Es  messe  FG  die 
Intensität  dieser  Zerlegung,  und  Cr^  sei  senkrecht  auf  J9F,  dann 
misst  FH  die  Intensität ,  mit  welcher  das  Element  bei  D  den  Mag- 
netismus in  JF  in  der  Richtung  der  Länge  des  Stabes  zerlegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  Radius  des  Kreises  mit  r,  AB  mit 
r',  und  den  zum  Winkel  DAC  gehurenden  Bogen  des  Normalkrei- 
ses mit  9>,  endlich  mit  c  eine  constante  Gr5sse,  welche  von  der 
Intensität  des  Stromes  abhängt,  so  ist 

„^     c.rdip.  sin  FBE 
^~ UFk ' 

und  weil  FH=  FG. cos  GFH  ist , 

„ „     c.rdq>.BmFDE . cos  GFH 

Vermindern  wir  den  Abstand  BF,  so  wächst  sin  FDE  und 
cos  GFH,  während  DF^  kleiner  wird;  also  wirkt  Alles  zusam- 
men, um  den  Werth  von  FH  wachsen  zu  lassen.  Es  ist  klar, 
dass  von  allen  Punkten  des  Stabes  der  Punkt  B  das  Maximum 
der  Wirkung  er&hrt.  Nun  zieht  man  aber  in  der  Praxis  den  Stab 
In  dem  Cylinder  hin  und  zurück,  so  dass  abwechselnd  daJs  eine 
und  das  andere  Ende  des  Stabes  in  den  Punkt  B  kommt,  mithin 
jeder  Theil  des  Stabes  die  Wirkung  erfahrt,  die  in  B  ausgeübt 
wird,  und  dann  die^  hier  hervorgebrachte  Vertheilung  nach  l!i£tass- 

fibe  seiner  Co^rcitivkraft  beibenält;  also  haben  wir  nur  nothig, 
ie  Wirkung  des  kreisförmigen  Stromes  auf  ein  in 
seiner  Ebene  in  B  befindliches  magnetisches  Theil- 
'chen  aufzusuchen,  und  dann  zu  bestimmen,  welche  Lage 
der  Punkt  B  in  der  Ebene  des  Kreises  haben  muss, 
damit  die  Wirkung  ein  Maximum  sei.  i 

Das  Element  bei  D  wirkt  auf  B  mit  der  Kraft 

-     crdq> .  sin  BDE     crdg> .  cos  BDA 
^^= 25B5 = BB5 ' 

denn  die  frühere  Ebene  FDE  ist  jetzt  die  Ebene  des  Kreises, 
und  das  Loth  FG  ftllt  in  die  Richtung  BF,  mithin  ist  cos  GFH^i, 
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NoD  ist 

_  _  .     AD-" AB.  cos  DAB     t —r'  cos  <p 
cos  BDA= 5g =  —ßß-^. 

nnd 

/)Ä={r«—2rr'cos9>+r'«|*, 
folgfieh 

crdxp  (r — /  cos  9?) 


1)  dWz 


{r*— 2rr'cos9+r'*}J 

Wird  dieser  Ausdruck  integrirt  und  das  Integral  von  ^=0 
hia  fp=z2x  genommen ;  so  erhält  man  die  gesammte  Wirkung  des 
Kreisstromes  auf  deq  Punkt  B,  und  kann  nun  die  Veränderungen 
aufsuchen  9  welche  mit  diesem  Werthe  vorgehen ,  wenn  man  die 
Läse  des  Punktes  B  in  der  Ebene  des  Kreises,  also  r\  sich  ver- 
ändern lässt. 

Es  ist  gut,  gleich  von  vorne  herein  auch  den  Fall  ins  Auge 
zu  Esbssen,  dass  r>'r  wird,  das  magnetjsche  Theilchen  also  aus- 
serhalb des  Kreises,  aber  doch  in  seiner  Ebene,  etwa  in  B^ 
STaf.  II.  Fig.  6.),  liegt.  Man  ziehe  von  B  die  Tangenten  .^ilf,  BL  an 
en  Kreis,  und  verlängere  B'A  his  zur  Peripherie  in  P;  dann 
wirken  die  Theile  MCIj  und  LPM  in  entgegengesetztem  Sinne 
auf  das  magnetische  Theilchen  in  B,  und  zwar  ist  die  von  LPM 
bewirkte  Vertheilung  des  Magnetismus  gleichartig  mit  der  von  dem 
Kretsstrome  bei  dem  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punkte  B 
bewirkten  Vertheilung,  die  von  dem  Bogen  mCL  ausgeübte  ist 
die  entgegengesetzte.  Uebferwie^  die  letztere,  so  kehrt  sich  in 
dem  Punkte  B'  der  Südpol  dem  Beschauer  zu,  während  in  B  der 
Nordpol  der  zugewandte  Pol  ist.  Da  in  L  und  M  die  Tangenten 
mit  den  Verbindungslinien  B'L,  B'M  zusammenfallen ,  so  ist  die 
von  diesen  Punkten  auf  B'  ausgeübte  Wirkung  Null. 

Unser  Differential  (1)  wird  nun  fSr  alle  Punkte  auf  MCL  ne- 
gativ,  weil  r — Vcosq>  negativ  wird,    dagegen  für  alle  Punkte  auf 

T 

LPM  posiüv,  in  L  und  M  dagegen,  wo  9=arc(cos=-7),    wird 

dasselbe  Null.  Die  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  2n 
liefert  uns  die  algebraiscne  Summe  der  Wirkungen,  mithin  die. 
resultirende  Wirkung  der  Grosse  und  Richtung  nach.  Es  ist  näm- 
lich die  Wirkung  des  ganzen  Kreises  offenbar  das  Doppelte  der 
Wirkung  des  Halbkreises  CLP,  mithin 

/"•y=25r     /^9=5r        /      /^9=Brc  (coi=p)        r^(p=ft  v 

dW^üj  dW==2       I  dW  +/  dW  j 

9^0     »/  9=0  (•-/  9=0  %ß  9=arc(cog  =  I^)) 

§.3. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Integration  der  Gleichung  1) 
aw^       .r(r--/cosy)     ^^ 
(r«— 2iycos9)+r'2) 
Theü  Vn.  13 
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Dieselbe  wird  sich  ausfilhren  lassen ,  wenn  man  im  Sfande  isU 
den  Werth 


(r»— 2iT'cos9+r'«)« 


in  eine  nach  Potenzen  von  cosg)»  oder  noch  besser  in  eine  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  9  geordnete  Reihe  zu  entwickeln. 
Denn  9  wenn  man  hat 


1  =^A-i-B  cos  9+  Ccos  ifp+D  cosS^-f-.... 

(r«— 2iT'cos9+r'T 

so  wird 

(^     ci^'.«a«>j-,.'«^5""  I       —^r'cosjo— Är'cosy.cosy 
(r»— 2rr  cos9+ra)        (  —  O'cos29.cos9>... 

und  wenn  man  hier  überall 

eosp9>.coslp=:icos(p-^l)9>-^icos(p — 1)9 

setzt,  so  erhält  man 

r — r  cosy 


2) 


(r«— 2rr'cos9+r'«)» 


+(Cr-— |^')coa29 

Mithin  ist 

-HO— ^^^')co829+(Z)r-— ^^co«V 
also  das  Int^^ 

IF=  CT  ( Jr — ifirO  g» + er  (Ar — ^J^*)  sin  y 
+  4cr  (Cr — ^^I^O  «D29. 

-fv.s.w. 
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Da  dies  Int^iat  ewiscben  den  Gränzen 

9=0  und  (p=:2n 

m  nebmen  Ist,    so  reducirt  eich  dasselbe  auf  den  äusserst  ein 
rächen  Wertb 

3)  W=2crn(Ar>-iBr'), 

in  welchem  die  Grossen  A  und  B  noch  bestimmt  werden  müssen. 

§.  4. 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  A  und  B  geschieht  durch 
die  Ansf&hmng  der  Entwickelung 

(r»— 2rr'cos9+/«r'  =  ^+J»cos9  +  Cco82ghf...., 

welche  am  schnellsten  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und  den 
belcannten  Reihen  für  die  Potenzen  der  Cosinus  sich  ausführen 
liesse.  Die  Nothwendi^keit  aber«  zur  Beantwortung  unserer  Frage 
rasch  convergirende  Reihen  zu  gewinnen«  erheischt  einige  Umwege, 
IQ  deren  Windungen  die  Darstellung  von  Lacroix  in  seinem 
Traiti^  du  caicul  diff^rentiel  et  du  caicul  int^ierai 
S.  112.  ff.  mir  als  WegWeiser  gedient  hat. 

Bezeichnet  man  V~ZIi  durch  i,  so  hat  man 

cosg)  = g , 

wo  e  die  bekannte  Bedeutung  hat.    Dann  ist 

4)  r«— 2?T'cos9+r'«=r«-rr'(«'^+^""'^+/2 

=  (r'— r/^)(/-,rc""'''). 
Nehmen  wir  zunächst 

r«— 2it'cos9+/2  =  (r— rV^)(r— r'e"~'^), 
dann  ist 

(r«-2jycos9+/«)""'".^(r-rV^)~'".(r-r'i?"^^)^"', 
and  nun  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

+ — rärs — \rj  «      •  I. 


13* 
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m(fii+l)(m-h2)/-rYr-^'y     i 

Multipiiclrt  man  diese  beideo  Reihen  mit  einander»  und  setzt 
man  in  dem  Resultate  überall  wieder  e'^ +6""'^  =2  cos  ^  und 
c'''^+«""'''^=2cospg),  80  erhält  man 

5.,-U';+«'.(=^Xf)'+(=^)"=^)H 

\-{'Pco82<p'^QcoB3q>-i'BcoHiq>.,:  i 

vfo  die  Coeflicienten  Py   Q,  R nicht  entwickelt  sind,    da  wir 

ihrer  zu  unserer  Aufgabe  nicht  bedürfen/   Bezeichnet  man 

di.B.-,b.i+„..(t;)*+(=^)'('^)*_.  „«  . 

so  hat  man 

(r»-^2iT'cos9)+ra)"'"=r""^"'{a+iJcos9...}, 
und  da 

(r«— 2it'co89  +r'«)~  *=-4  +  Ä  cos  9»  +  ÖcoB2q>.... 
sein  sollte  >  so  hat  man 

wenn  man  in  den  Reihen  6)  statt  m  den  Werth  {  substituirt,  und 

a  und  Q  dann  berechnet.    Sobald  aber  —    nicht    ein   sehr  kleiner 

r 

Bruch  ist^   convergiren  die  Reihen  in  6)   nur  langsam,   wesshalb 

man  so  unmittelbar  nicht  zum  Ziele  kommen  kann. 

Jene  Reihen   convergiren  nun  viel  schneller,   wenn    man  in 

denselben 


6)< 


setzt,  mithin  (r* — 2iT'cos9+r'^^=r(a+/3cos9...-)  gewinnt. 
Konnte  man  aus  den  Coefficienten  dieser  Reihe  die  CoefBden- 

ten  der  Entwickelung  von  (r*— 2it' cos  9>+r*)""*  herleiten,  so  würde 
die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  vermindert  sein. 
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5  5. 

Dies  wird  sich  tbün  lassen ,  wenn  man  aus 

(r*— 2iT'cos9+r«)'""*=r'~^(a+/Jcosg)+ycos29>....) 

berznleiten  weiss: 

8)  (r«— arr'cosqp  +r'«)-(«+i)=r-«(«+  i)(«i  +A  cos^j+yiCOsS^..), 

so  dass  man  «i,    j^^,  yj....  ds  Functionen  von  et,  /3,  y,...  erhält. 
Denn    alsdapn    kann   man   auf  dieselbe  Weise  von  —  (m-f  1)  ZQ 

—  (iit^2)  übergehen^  mitbin  von  i  zu  i — i,  von  da  zu  i— *2  oder 

—  J.    Nun  ist  aber 

(i3-.2rr.cos9>+r'«)    ^«^^^ r*-2rr' cos 9 +/•     ' 

mithin  auch 

und  wenn  der  Nenner  weggeschaift  wird: 

r-«{fli  (ra+.ri«)+ft  (r»+ri«)  cos  <p+yi  (ra+ri«)  cos  V- 

-^2irirr'  cos  ^ — 2ftrr'  cos  9  cos  tp^^irr'  cos  2^  cos  ^....j 

^a-l'/'cos^'f  yco829)-f  dcosS^.... 

Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  statt  cos  p^.  cos  9  seinep  Werth 

4  cos  {p  +  1)9  +  1  cos  (p— 1)9, 

und  bringt  man  dann  alle  Glieder  auf  eine  Seite,  so  erhält  man 

(«i(r«+r'«)-Arr'-r»«) 
+  (A  (»*+  T^ — 2tfirr'-  y^rr-^T^ß)  cos  q> 
+  (n  (r»+r'«)— ftrr'— tfirr'— ray)cos29 
+  u.s.w.=0. 

Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  GoefBcienten  ui,   ßi,    }^i . . . .  die 
Gleichungen 

A  (r*+r  «)— 2«irr'— yirr'-ra/3=:0, 
n  (r»+r'«)-Arr'-«irr'-ray=0, 

U.   8.   W. 

durch  deren  Auflösung  man  erhält: 

5*;  Pi  —        ZT » 
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TT 
U.   S.   W. 

Es  kunnen  also  die  Coefficienten  ßi,  Vi,  ^i....  der  Ent^ricke- 
luog  von  (r*— 2it' cos  9+ r'^— ("•+!)  durch  die  Coefficienteo  der 
Ent^ickeluDg  voo  (r* — 2rr' cos  9 +r'*)—"»  ausgedrückt  werdeo,  -wenn 
Dur  der  erste  der  gesuchten  Coefficienten,  nümlich  u^, 
bekannt  ist.  Diesen  zu  ermitteln  wird  nun  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein. 

§.  6. 

Könnten  wir  die  Relation  finden «  weiche  zwischen  den  Coeffi- 
cienten a,  ßy.y,  Ä....  der  Entwickelung  von  (r* — ^2rr  cos©+r'*)f~*» 
besteht,  so  muss  dieselbe,  nach  Substituirung  von  m-l-l  statt  m, 
auch  gelten  för  die  Coefficienten  or^,  ßi,  yi,  d^.;.«  der  gesuchten 
Entwickelung.  Liesse  sich  z.  B.  v  durch  a  und  J^  ausdrücken,  ao 
hätten  wir  auch  yi  durch  «i  und  ßi  ausgedrückt,  und  da  auch  die 
Formel  10)  uns  yi  als  Function  von  a^  und  ßi  liefert,  so  giebt  uns 
die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  von  yi  den  Werth  des 
Coefficienten  Oj. 

Nehmen  wir  nun,  um  jenen  Zusammenhang  zwischen  den  Coeffi- 
cienten a,  ß,  y....  aufzufinden,  von 

(7.2 — 2rr'cos7?+/*)— "•==r— *"»(a+j?cos9+ycos29....) 

die  Logarithmen,    und  darauf  das  Differential  nach  ip^    so  kommt 
zunächst 

^mtrsintp       _    Psiny+2ysin2y+33sin3y,.. 
T* — 2rr'cos9+r*     a+Z^cosy  +  ycosS^  +  dcosSg)...'  » 

Wenn  dann  die  Nenner  weggeschafft,  statt  sin^.cosp^  und 
statt  cos 9. sin 09?  ihre  Werthe,  nämlich  4sin(p+l)qp— isin(/>— l)^ 
und  l&in(p-\-i)(p-i'\sin(p  —  l)^,  gesetzt, 'und  aUe  Glieder  auf 
eine  Seite  geschafft  werden,  so  erhält  man 

{2wirr'a— (ni— 2)rr>— (r»+r'^/J}sin  q> 
+  {mrr'ß  —  (m— 3)rr'd— 2(r« +r'«)y}  sin  2q> 
+  Psin39?+Q8in49  +  ...=0. 

Der  Coefficient  von  sing?,  den  wir,  wie  die  übrigen,  gleich 
Null  setzen  müssen,  liefert  uns 

2mTr'a^(r^+T'^ß 

Vertauscht  man  m  mit  m  +  1  und  «,  ß,  y....  mit  «i ,  ft,  yi-...,  so 
hat  man 
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.  *^>J''- J^i::^ 

Setst  man  nun  die  beiden  Werthe  von  yi  In  10)  und  13)  gleidi, 
80  erhält  man  eine  Gleichung  für  «i,  ßx,  und  aus  derselben 


**>  Ä= ^,.4r»«) • 


Allein  es  war  nach  9)  auch 

A=- ;? ^. 

folgUch  kann  man  beide  eleich  setzen,  und  ehrhSK  eine  Gleichung, 
in  der  <t|  die  einzige  Unbekannte  ist.    Daraus  erglebt  sich 

«^  „  -^  ('«-l)rr'/?+m(r'+r> 
und  wenn  dies  berechnet  ist,  aus  9)  oder  14)  auch  ßi- 

§.  7.     . 

Nun  verfahre  man,  wie  5.  5.  schon  angegeben  ist.  Indem  man 
auf  dieselbe  Weise  von  der  Entwickeluog 

(r*— 2iT'cos9>+r'«)-("+  i)=r-«("+i)1a|  +jJiC08fl»+)^co82v...| 
zu  der  Entwickeluog 

(r* — 2rr' cos  9> + r^- (»+«) =r- *("+«)  |fli+ft  cosfl»+jico829»...} 

fibeigeht.    Man  erhält  nach  Analere  von  15),  9)  und  14) 

.«5^  „  _rf  «rr[A+0»L+l)(»^+r>i 
lö)  «B-H.         5;rfl)(r"-r'a)«    ""' 

1")  Pa= r? ^» 


4(m-l-i)rr'aa+iMaft 
1®>  »=~^i+i)#p5r^ 


Id  uDserm  Falle  sollte  nun  }»  =  —  \  gesetzt  werden,    damit 
m-f2=i  werde,  und  aus  der  Entwickeluog 

(r«^2rr'cos^  +  /*)*=:t:r(a4/5cos^  +  ycö829)...) 

die  Entwickelung 

hervorgehe. 
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Ffihrt  man  dies  aus,  so  erbSlt  man  aus  15)  u.  9),  16)  u.  17) 

i        3rr'g+(r'+r'»)« 
A= ;? » 
('•'+/')«i-n^fe     . 
«a- (r«_rY •**' 
A- ;? . 

Jetzt  braucht  man  nur  id  deo  beiden  letzten  Werthen  überall 
statt  tii,ßi  die  durch  die  beiden  ersten  Formeln  gegebenen  Werthe 
zu  substituiren  und  die  Reductionen  auszufiihren ,  um  folgende, 
sehr  einfache  Werthe  zu  erhalten:- 

ta* 

Es  Bind  mithin  von  der  EntwickeluDg 

22)  (r*— 2rr'cos9)+r*)     *=r       {a3j+/^co8gj+yaCos2g?...} 
die  ersten  Glieder  gefundene 


Die  Lösung  unserer  Aufgabe  hatten  wir  davon  abhängig  gemacht 
(cf.  §.  3.)»  dass  für 


(i^— 2rr'cossP+r'«)* 
die  Reihe 

A  -{-B  co8<p  +  Cco82q>.:. 

funden  würde.    Dies  ist  in  §.  7.  geschehen,  wenn  wir  die  Paren- 
lese  auf  der  rechten  Seite  von  22)  auflösen ;    mithin  ist 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  20)  und  21) 

23)  ^  =  (^_y^2)2» 

24)  Ä=^j^^:^. 
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Dnser  lat^iral,  welche  die  Gesanuntwlrkang  des  krebförmt- 
gea  Stromes  aiu»drflckt,  war  nach  {.  3. 

IF=2cr«(Jr— iÄr'); 

dieser  Werth  verwaodelt  sich  jetzt  in 

26)  ir=2cr%^^.     , 

Drflckt  man  die  EntfenraDg  r'  in  Theilen  des  EbJbm^sseis  r  ans, 
setzt  man  also 

so  Tennuidelt  sich  26)  in 

Die  Rrihen  aber,  welche  wir  der  Kflrze  wegen  mit  a  and  /}  besseich- 
net  haben,  sind 

o^         ,  .  1    ..  1.1     ..    ll-ffl    ,.  1.1. 3». 8«    , 

indem  man  in  {.  4.  Nr.  6)  nur  m-=. — \  und  f =p  zu  setzen  hat 
Für  p=:0>  d.  i.  r'=0,   also  fUr  den  Mittelpunkt  des  kreis- 
förmigen  Stromes,   ist  a=l  und  /3=0,    mithin  reducirt  sich  das 
lot^al  auf 

2cgg 
r  ' 

ii^as  der  bekannte  Ausdruck  ffir  die  Einwirkung  des  Kreisstromes 

auf  ein  In  seinem  Mittelpunkte  befindliches  magnetisches  Theil- 

chen  ist    Diese  Einwirkung  ist  nun  ein  Minimum  im  Vergleich 

mit  derjenigen,  welche  alle  andern  Punkte  innerhalb  des  jKrei- 

ses  erfahren.    Denn  die  Berechnune  des  Integrals  26)  giebt,  wenn 

»                                    2cÄ 
wir  den  gemeinschaftlichen  Factor weglassen : 

fSr  den  Mittelpunkt  des  Kreises  1,000000 

für  r'=T^r  dagegen 1,000075 

„   r'=i^r 1,007572 

„  r'=Ar 1,245620 

„  1^=1^ 3,9256 

„   t^:=ir. unendlich  gross. 

Es  wächst  also  die  Wirkung  vom  Mittelpunkte,  wo 
sie  ein  Minimum  ist,   bis  zur  Peripherie  des  Kreises 
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continnirlichj  und  würde  bei  gefaOriffer  AnnSherung 
an  die  Peripherie  über  alle  Crftneeo  ninaits  wacbfteo, 
wenn  ein  Leitungsdrabt  von  nnmerklicber  Dicke  einen 
starken  electriscben  Strom  leiten  könnte. 

Für  das  Magnetisiren  ergeben  sieb  dann  folgende  RejB^eln : 

1)  Hat  man  nur  Stablstäbe  von  constanten  Dimensionen  za 
magnetisiren  9  so  gebe  man  dem  Magnetisircnrlinder  eine 
solcbe  Weite,  dass  der  Stab  so  eben  in  demselben  sich  hin 
und  herziehen  lässt. 

2)  Ist  die  Dicke  des  Stabes  geringer  als  die  innere  Weite  des 
C^linders,  so  bewege  man  den  Stab  so  in  dem  Cylinder 
hm  und  her,  dass  er  die  innere  Seitenwand  immer  berührt, 
und  lasse  diese  Berührung  nach  und  nach  jeder  Seite  des 
Stabes  zu  Theil  werden. 

Femer  ist  aus  dem  Bisherigen  offenbar,  dass  bei  gewöhnlichen 
Electromagneten  der  Magnetismus  in  der  Oberfläche  des  Eisens 
ohne  Vergleich  stärker  entwickelt  wird,  als  in  dem  Innern. 

$.  9. 

Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Intensität  der  Einwirkungeines 
Kreisstromes  auf  einen  ausserhalb  des  Kreises  in  seiner  JBbene 
gelegenen  Punkt  zu  untersuchen.  Die  bisher  gefundenen  Formeln 
scheinen  diesen  Fall  nicht  mit  zu  umfassen,  weil  die  Reihen  (är 
a  und  ß  in  §.  8.  nicht  convergent  bleiben ,  wenn  i»  >  1  gesetzt  wird. 

Nun  sind  wir  aber  bei  der  Entwickelung  von 

(r«— Srr'cosgH-r«)'"* 

in  eine  Reihe  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  g»  im  $.  4. 
von  der  Betrachtung  ausgegangen»  dass 

r»-.2rr'cos9>+r'a=(r— rV^(r— r'c""'*) 

gesetzt  werden  könne:  es  wurde  aber  dort  schon  bemerkt,  dass 
mit  demselben  Recht 

r«-.2rr'cos9)+r«=(r'-re^^)(t^— r«*^'^) 

gesetzt  werden  kann.  Man  kann  also  in  der  ganzen  Entwickelung 
r  mit  r'  vertauschen  und  wird  dies  tbun^  wenn  />r  ist,  das  mag» 
netische  Theilchen  also  ausserhalb  des  Kreisstromes  liegt.  Dann 
hat  man  zur  Berechnung  des  Integrals 

IF=2<5r»(ilr— iÄr*), 

welches  die  Intensität  der  magnetisirenden  Wirkung-  angiebt,  die 
Formeln 

^x         -.l/^»-V.   ^•^/'»•V.    1.1.3«/r\« 

29)  «=i4j4^-;  +wA7)  +w:^^\7)  - 
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nod  das  Integral  nimint  jetzt  die  Fonn  an 

33)  w=2cr..^!^^. 

Setzt  man  jetzt  -=0»  alao/s  —  .r,   mit  p  einen    ächten  Bruch 

bezeichnend,  so  ergeben  sich  für  a  und  ß  ans  29)  und  30)  diesel- 
ben Reihen»  welche  wir  im  §•  8.  Nr.  27)  und  28)  erhalten  haben. 
Man  kann  also  jeden  der  dort  für  a  und  ß  erhaltenen  Werthe  un- 
mittelbar benutzen ,  um  die  Einwirkung  des  Stromes  auf  einen  aus- 
serhalb liegenden  Punkt,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte 

,     1 

ist,  zu  erfahren.     Das  Integral  33)  nimmt  durch  die  Substitution 

von  -r  statt  r'  die  Form  an 
P 


34)   W^—'    (l-p2)2-- 


Die  Ausffihrung  der  Rechnung  giebt,  wenn  wir  wieder  den 
gemeinschaftlichen  Factor  —  weglassen: 

für  p =0,     also  r  =  00     die  Grösse  der  Vertheilung = 0, 
„  />=T0o>    >»   r=100r   „       „       „  „         = — 0,0000005 

99  p=rö»     «   r'=10r     „       „       „  „         = — 0,0005056 

„  p=A.     M   »'=2r       „       „       „  „         =-0,08622 

«  P  =  fo»      >>   r'=ijr     „       „        „  „         =—2,227. 

Das  neeative  Vorzeichen  deutet  an,  dass  die  Pole  des  mag- 
netischen Tneilchens  ausserhalb  des  Kreises  die  en^egengesetzte 
Lage  haben. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  die  Versieichung  der  für  r  =0 
und  r'^=:^2r  gefundenen  Werthe,  .wonach  die  EInwirkunff  eines  Kreis- 
stromes auf  einen  um  den  Radius  von  der  Peripherie  entfernten 
ausserhalb  liegenden  Punkt  beinahe  9  Procent  derjenigen  Wirkung 
beträgt,  welche  der  Mittelpunkt  des  Kreises  erfthrtp 


§.  10. 

Ich  habe  das  Integral  noch  für  einige  andere  Werthe  von  p 
berechnet,  und  lasse  die  Resultate  in  Verbindung  mit  den  §.  9. 
und  §.  9.  gegebenen  hier  folgen«  indem  Ich  die  Entfernung  r'  als  Ab  - 
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stand  vom  Mittelpuokte^  den  tod  dem  Factor  —  befreiteo 
Werth  des  Integrals  als  magnetische  Vertheilung  bezei<:hne. 


Abttwid 

vom  MUtelpniilite. 

Vertheilung. 

0 

i 

Ar 

1,0076 

A»- 

1,0288 

Ar 

1,0731 

Ar 

1,1413 

Ar 

1,2456 

Ar 

1,4105 

Ar 

1,6922 

Ar 

2,2569 

Ar 

3,9256 

r 

UDeodlich  gross 

IJr 

-2,227 

lir 

-0,7896 

l?r 

-0,3621 

IJr 

-0,1776 

2r 

-0,08622 

2ir 

-0,03891 

3lr 

-0,01502 

5r 

-0,00419 

lOr 

-0,00051 

Allgemeine  Sätze  für' eine  Theorie  der 
hSheren  Differenttal-Ctuotieiiteii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor    O.   Schlömilch, 

'  PriTatdocenten  an  der  UniTersität  su  Jena. 


Man  kann  von  der  Theorie  der  höheren  Differenzial- Quotien- 
ten ohne  Uebertreibung  behaupten »  dass  siQ  den  unvollständigsten 
Theil  der  Differenzialrechnung  bildet ,   welcher  einer  Begrüiäung 
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aus  allgemeinen  Principien  noch  ^Snzlich  entbehrt«  In  der  Thal 
ist  fiir  dieselbe  bis  jetzt  weiter  nichts  geschehen ,  als  dass  man 
eine  Partie  ganz  specieller  Funktionen ,  wie  z.  B. 

1  X  e^ 

Y^ZIW^'   a^+Ä^j:«*    e'+a'^*^- 

behandelt'  und  bald  durch  diesen ,  bald  durch  jenen  Kuns^riff ,  wie 
ihn  eben  die  Natur  der  Funktion  zuliess,  die  Form  der  höheren 
Differenzial  -  Quotienten  bestimmt  hat  Diese  Betrachtungsweise 
bringt  aber  den  Nachtheil,  dass  man  zu  keinen  aligemeinen  Geset- 
zen gelangt^  die  anfalle  solche  Funktionen«  welche  die  Veränder- 
liche auf  die  nSmIiche  Weise  enthalten  (z.  B.  als  Quadrat,  als 
Exponent  von  e  etc.)  gleichförmig  anwendbar  w'ären.  -—  Der  hier- 
aus entspringende  Mangel  an  Zusamipenhang  lässt  sich  nun  da- 
durch beseitigen  ^  dass  man  die  Diiferenzial-Quotienten  sehr  allge- 
meiner Funktionen,  wie  z.  B. 

f[pß\  /(e*),  u.  dgl., 

welche  die  obengenannten  Ausdrücke  als  spezielle  Fälle  enthalten, 
zu  entwickeln  Tersucht.  Der  Anfang  eines  solchen  Calciils  säJie 
etwa  so  aus: 


^=^^-V(:.V 


o.  8.  f.  *) 


Ebenso  leicht  findet  man 

^^=eV(C)+e*'r(e'). 


*)  Die  Symbole /'(x^j^'C«*;  etc.  beseicli 
rFonkdon/ eine  Veränderliche,  etwa  j,  leil 

wäre  > 


bezeichnen  hier,  data  man  erst 
der  Fiinktiony  eine  Veränderliche,  etwa  7-,  leihen,  nach  dieser  schlecbt- 
hin  (all  wäre  sie  nnabhäng^ig)  differemiren  und  nach  g^eschehener 

Dlfferenziation  y=x     setzen  solle.     So  wäre  z.  B.  fax  J{y)==dy^ 


/(y)=J:.  /'(y)=-:^  »»*  /'(»^)=-^.  -^"^**>=~i'  «*«^*'»~«» 


der  Sinn  jener  Bezeichnang  Tollig  erhellt 
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a.  s.  w. 

Es  ist  Dicht  schwer«  die  allgemeiDe  Form  zu  entdecken,  nntor 
welcher  diese  Gleichungen  stehen«    Bezeichnen  wir  nämlich  mit 

II        •        n  n 

Alf  A^s  A^,;,,  Au 

coDstante  Coeflfizienten,  so  ist 


(1) 


(2) 


und 

wobei  natürlich  die  Coeffizienten  A  in  der  zweiten  Gleichung  an- 
dere Werthe  haben,  als  in  der  ersten.  Aber  eben  diese  Werthe 
zu  finden,  ist  das  Schwerste  an  der  ganzen  Betrachtung,  da  die 
Rekursionsskale,  welche  man  leicht  für  die  Coeffizienten  verschie- 
dener Ordnungen  finden  kann ,  zur  independenten  Bestimmung  der- 
selben nicht  ausreicht.  Durch  eine  eigen thiimliche  Methode  indes- 
sen ist  es  dem  Verfasser  geglückt ,  diese  Schwierigkeiten  zu  heben 
und  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  sind  die  folgenden  SStze, 
denen  ihre  synthetischen  Beweise  folgen  mögen* 

9 

I.    Lehrsatz, 
.  Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 

n 

vorkommenden  Coeffizienten  Ap  gilt  die  Formel 

wobei /ii,  P29  etc.  die  Binomialkoeffizienten  des  Expo- 
nenten j9  und  {pXiny  (p— 'U)n,  etc.  den  jedesmaligen  «ten 
CoefTizienten  der  Exponenten /^X,  ;^—iA,  etc.  bezeichnen. 

,  Beweis. 

Ehi  die  Formel  4)  für  n  =  l  ein  Resultat  liefert,   welches  mit 

der  früheren  direkten  Formel   für^  '^\       übereinstimmt,  so  haben 
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wir  bloss  za  zeigen»  dass  dieselbe  für  die  (n+i)fi9  Ordiiaiig  gUt^  wenn 
sie  lur  die  nie  riehtiff  Ist  Differenziren  wir  zu  dieeem  Zwecke 
die  Gleichung  (3)»  indem  wir  sie  in  der  Form  von  Nr.  (1)  benut- 
zen,. so  Icommt 

+ (3X— «)  i,  ;r3  V"'(*^)+-+^  x»i/'(«i) + ii,«»  V(*^) + —t 
und  wenn  wir 


überhaupt 


(pk^n)Ap+kA,^iJ^i     (5) 


setzen»' 

Vermöge  der  Gleichung  (5)  ist  hier»  wenn  die  Werthe  von  Am 

u 

und  Ap^i  nach  Nr.  (4)  entwickelt  werden» 


Ap  =  (PA-^)I73^  K/?^)»— (J|^-lA)«Pl  +  (p-2Jl)«ft-  .. } 


1.2...n 


oder 

»+i         1.2..,n      jpl—n,   ..       pA—«, r,v 
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pX—n 


Nimmt  man  Dan  in  der  Gleidranc  (7)  je  zwei  rnKtereiDander 
efebende  Glieder  nach  dieser  Formel  iiur  r=0,  1,  2,....  zusammen, 
8o  ergiebt  sieb 

Setzt  man  aber  in  der  Gleicbung  (4)  n-f  I  für  it»  so  erbSlt  man 
das  Mämlicbe;  es  gilt  also  das  Bildungsgesetz  der  Coeffizienten 
für  die  {«+l)te  Ordnung»  wenn  es  für  die  nte  ricbtig  ist,  w.  z. 
b.  w* 

Anwendungen. 
Setzt  man 

so  wird  nach  (4) 

n  t  ^ 

folglich  nach  (3) 

unter  welcher  Form  das  Theorem  zu  den  elegantesten  Anwendun- 
gen führt.  ° 
1)  Es  sei 

/Cy) =(«+»/*,    ' 

so  wird 
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/*)(,)=KM-l)...(*i^+l)g±^; 


Bringen  nir  dies«  in  der  Gleichung  (9)  für  p=l,  2,  3,...n  in 
Anwendung,  so  ergiebt  sich: 

^  ^a+x^y  \a+x^^ 

eiD    durch    seine-  Allgemeinheit  und   Eleganz   bemerkenswertbes 
Theorem. 


^  Es  sei 
also 


und 


so  wird 


r^^/'<"(-')=o^^«~'. 


Zu  bemerkcD  ist  noch,  dass  es  zwei  spezielle  Fälle  giebt,  in 
welchen  sich  die  Reihe 

ILO«  "  " 

welche  zur  Bestimmung  von  An  oder  Ep   diente   summiren    iässt. 
Man  findet  nämlich  für  X= — 1: 


und  daher  nach  Nr.  (3) 
Theil  vn.  14 
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^!^=  (-i)"i-2».(n-i)  j ^1  - m  .  _5s_  .„ n\ 

+rl'pr  G) + +iT2:rS::i)ii^"'  (i)  ( 

oder  bei  umgekehrter  AoordnuDg  der  Reihe 

(-')-^.4./'«e)+^i^'-(i) 

Ferner  findet  man  ffir  X=+2: 

»       1.2.3...»        -,^_ 

und  darans  für  p=l,  S,....!}: 

•••+i:fe^(2a:)«-«/t-x)(x«)+j^(2x).»/t.)(^j 
oder  bei  umgekehrter  Anordnung 

wofür  man  auch  schreibeu  kann: 

^^5  =  (2x)«/t«)(aJ8)+2.iia(2a:)»-4/T«i-i)  (X«) 
+  3.4.n4(2x)»-*/^"~a)(a^»)+4.6.6.ne(2x)"~«/(»-8)(a:a)+.,..  (13) 

wovon  die  in  Archiv.  Tbl.  IT.  S.  364.  etc.  gegebenen  Formeln  nur 
spezielle  Fälle  sind. 

II.    Lehrsatz, 
Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 

^^^  =  Xe'r(^)+Xe^'f'(e^)  +  '-^+^ne^f^-)(^^    (t4) 

n 

vorkommenden  Goeffizienten  Jp  gilt  die  Formel: 
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Beweis. 

Differenzirt  man  zu  Behof  des  Beweises  tod  n  auf  n  -f  1  die 
Gteichnog  (14),  so  wird 

^^^=  Ml  e'/"(e')+2^e«'r'(e')+3ia  «3'^  (•*)+••• 

Setzen  wir  dag^^n 

^^;gf3=!J>/'(e-)+1'e.'r(«')+"i'e»'r(«')+". 
und  vei^leiehen  diese  Coeffizienten  mit  den  vorigen,  so  ist 

«+1  n 

n\-\  n  n 

n-f-1  n  n 

etc. 
überhaupt  für  ein  gauBes  positives  p : 

fi+t  n         n 

n  n 

d.  b*  vermöge  der  Werthe  von  Ap  und  Ap^x: 


+  (P-.1)«  -  (;?-2)«  (p-l)i  +  (p-3)«  (p-l)a  - .... 
51  unter  einander  stehendi 

P»—  (p— 1)^- 1  =  (p— l)r 


Nimmt  man  je  zwei  unter  einander  stehende  Glieder  mit  Hflife 
des  Satzes 


zusammen,  so  wird. 

1;  =  ^^   [^_^^{p«-(p--l)«(p-1)i  +(p-2)Mp-t)«->»)  (16) 

Man  hat  aber  bekanntlich 

(p— l)r=^^pr, 
folglich 


14» 
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und  mithin  durch  Amvendnng  dieses  Satzes  fär  p=0>  l,  2, 

"^'  =  O"^  '''"^ ' ""  (p-i)"+' /'i  +  (p-2)«+ 1  p,-...  i...  (17) 

was  das  Nämliche  ist,  als  weoti  man  in  der  Formel  (15)  it-f  1  S^ 
n  gesetzt  hätte.  Das  dort  ausgesprochene  Bildungsgesetz  ist  dem- 
nach richtig. 

Anwendungen. 
~  Setzt  man 

iC,=p«-(p^l)«)?i+(p-2)«pa- (18) 

so  wird 

was  ffir  die  Anwendung  bequemer  ist. 

1)  Fflr  f(},)=K«+y),  also  /*'(y)=*-^|rf^(-i)' 

und 
erhalten  wir 

2)  Fär  flff)  =  (a+yy^  findet  sich  eben  so  leicht 

also  z.  B.  fiir  fi=: — 1: 

«fr(a-he«)-i       -1   |&  C^^      *-/'_£'_  V. 


M^yi     (22) 
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Mao  kaoD  leicht  noch  eioen  anderen  etwas  aymmetriscberen 
Aosdnick  finden ;  wenn  man  in  (20)  n-l-1  tOt  n  setzt  und  bemerkt« 
dass 

Ist,    Man  hat  dann 


Ans  der  Vergieicbnng  von  (16)  und  (17)  folgt  aber. 

I IP-+1 -(p-l)-+ipi +(/»-«)•+»  J»«- ....  I 
=P"-(P-1)"  ()»-l)i  +(|»-2)-  (p-l)i-.... . 


d.  i. 


^iK=?»--(|»~l)"  (F-l)i+(p-2)-  (p-1),-... 


■od  vreao  wir  mr  AbkOrzung 

setwD: 

j;=p«-(j,-l)- (p_l)i +(p_2)- (p-l),-....    (24) 

Nach  Nr.  (23)  ist  nun  för  die  hierdurch  bestinunteB  Werthe 
der  CoefBzienten  Ji 


dji» 


Nimmt  man  x  negativ,  ii  =  — 1  und  bemerkt,  dass 

tr^  i _t_ 

—  l+.r-'""— €*  +  !"""  if—l 

ist,  so  erhfilt  man 

+''-MQinri)    •  (26) 
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Die  Gleichungen  (25)  und  (36)  stimmei»  mit  deoResiikateD  dea 
HertD  Afalmsteii  *)  fitierein,  wenn  nan  statt 

setzt : 

t,  k,  a, 

erscheinen  hier  aber  nur  als  spezielle  Fälle  der  allgemeineren  For- 
mel (14).  Man  kann  ebeoso  lei<4it  die  von  Laplace  und  Euter 
entwickelten  Formeln  aus  denselben  ableiten.  Für  die  weitere 
Ausführung  dieses  Gegenstandes  verweise  ich-  auf  mein  bald  er- 
scheinendes Handbuch  der  Differenzial-  und  Integral-Rechnung. 


IJeJbiuigrsaiifsajbeii  für  Sclifiler.^ 


Wenn  ein  Kreis  und  eine  Ellipse,  deren  Gleichungen 

(.T-«)*-i-(y-/9)'=f«  und  (^y+(ff=l 

siod ,  sich  in  vier  Punkten  schneiden ,  so  ist  das  Product  der  Eut* 
fernungen  der  vier  Durchschnittspunkte  von  der  Uauptaxe  der 
Elli))se  jederieit  eine  censtante  Grösse,  nämlich  der  Grosse 

&^l(a^+ftHP^-r^)*— 4a«ct«> 
gleich. 


Die  Gleichung  einer  Parabel  zu  finden,  wenn  zwei  berührende 
Linien  derselben  als  Coordinatenaxen  angenommen  werden. 


Wenn  von  einem  ausserhalb  eines  Kreises  liegenden  Punkte 
P  zwei  Tangenten  PA,  PB  an  den  Kreis >  und  eine  dritte,  den 
gegen  den  Punkt  P  concaven  Bogen  AB  in  C  schneidende  gerade 


*)  Archiv.  Theil  VI.  S.  45.  utid  Thell  III.  S.  41.^ 
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LiDle  PC  gezogen  siodj  so  achneiden  sieb  jederzeit  die  durch  C 
an  den  Kreis  gezogene  Taneente,  das  auf  die  Linie  PC  durch 
ihre  Mitte  errichtete  Perpenaikei  und  die  durch  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Tangenten  PAt  PB  gezogene  gerade  Linie  in  einem 
und  demselben  Punkte. 


Wenn  man  eine  Reihe  Gleichungen  von  fotgender  Form  hat : 

u.  s.  w, 

einen   allgemeinen    independenten  Ausdruck  der  Gr5sse  On^-i  zu 
finden,  und  überhaupt  eme  weitere  Untersuchung  der  Reihe 

o»  Ol*  fla*  «8*  «4, ••••öii+i,.... 
anzustellen. 


Die  Summe  der  Quadrate  der  Cosecanten  der  drei  von  den 
Spitzen  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  die  gegen  uiberstehenden 
Seiten  desselben  gefällten  Perpendikel  ist  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Cosecanten  der  Halbmesser  der  vier  Kreise  gleich, 
welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerungen) 
berfihren. 


Man  soll  durch  gewöhnliche  Buchstabenrechnung  beweisen,  dass 

-^Aipqi+qpiTBrsiTB^^ 
+ ß(j^i + Aqh  ±  rpi^±  Mqi)^ 
'^AB(psi^qri±rqiTspi)^ 

ist,  dass  also  das  Product  zweier  Grossen  von  der  Form 

wo  A  und  B  constante  Grossen  bezeichnen,   immer  wieder  eine 
Grösse  von  derselben  Form  ist.    Für  A^l  und  B=i  ist 
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(p'+^+r«+««)(Pi»+Ji»+ri*+*i*) 

+ (Pft  +  «Pi  T  wi  T  wi)« 
+  (pTi+qsi  ±rpi  ±*yi)* 

d.  h.  das  Product  zweier  Summeo  von  vier  Quadraten  ist  wie- 
der eine  Summe  yon  vier  Quadraten.  Bloss  zur  Üebung^  erster 
Anfänger  in  der  BucfastabenVechnung  werden  diese  längst  bekann- 
ten aber  wichtigen  Sätze  hier  wieder  aufgenommen. 


Arithmetischer  Satz. 
Es  ist  immer: 

- ab ba 

^""a(a+6)''"6(6+a)' 

. abc acb 

~  a(a+b)  (afb+c) + a(a+€)(a+c+b) 

bac bca 

'^bib+a)  (b+a+€yb(b+c)  (6+c+a) 

cab cba 

+  c(c-\-a)  (c+a+b)  +  c  (c+6)  (c+b+aY 

. abcd bacd 

^  "  a(a+b)  (a+b+c)  (a+b+c+d)  +  b(b+a)  (b+a+c)  (b+a+c+d) 

abdc bade 

+c(a+6)(a+6+rf)(a+6+rf+c)  '^b(b+a){b+a+d)(b+a+d+c)       » 

acbd ^ bcad 

+  a(a+c)  (a+c+b)  (a+c+b+d) + b(b+c)  (b+c+a)  (b+c+a+d) 

acdb bcda         

+  a(a+c)  (a+c+d)  (o+c+dTbj + b(b+c)  (b+c+d)  (b+c+d+a) 

j adbc -bdac 

+  a(a+d)  (a+d+b)  (a+d+6+c)  +  b(b+d)(b+d+a)  (b+d+a+c) 

j adcb bdca 

+  a(a+d){a+d+c)(a+d+c+byb(b+d)(b+d+c)(b+d+c+a) 

cabd dabc 

^  c{c+ä)  (c+a+b)  (c+a+b+d)^  did+a)  (d+a+b)(d+a+b+c) 

.  cadb dacb 

^  c(o+a)  (c+-a+d)  (c+a+d+S)  +  d(d+ä)  (d+a+c)  (d+a+c+b) 
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j ebad dbw     

"*■  c(e+ö)  (c+ö^)  (e+ö+a^d) + d{d^b)  (d^Ha)  (rf+H-a+c) 

j ebda dbca 

■*"  c(c+6)  (e+H-dXc+Ä+rf+«)     d(rf+A)  (rf+ft+c)  (d+Hc+a) 

■*"  e(c+d)(c+d+ci)  (c+d+a+6)  +  if(rf+c)  (d+c+a)  (rf+c+a+Ä) 

ciifta ^-^ dcba ^ 

+  c(c+iO  (H-rf+A)(e+rf+6+a)  ^  d(rf+c?)(rf+c+6)(dfc+6+«)' 

U.   8.   W. 

Man  soll  das  sich  hieriius  ergebende  ailgemeine  Gesetz  allge- 
meiD  beweisen.: 


Mlscelleik 


Der  Akademiker  Chasles  hat  bei  einem  Buchhändler  in 
Paris  ein  handschriftliches  Werk  von  Desargues,  einem  der 
ausgezeichnetsten  Mathematiker  des  I7ten  Jahrhunderts,  aufgefun- 
den:   Brouillon-projet  des  coniques. 


Acad^niie  des  sciences  de  Paris. 

(S^ance  du  21  joilltft  1845.) 

G^om^trie.  —  M.  Chasles  lit  une  note  sur  quelques  pro- 
pri^t^s  des  arcs  ^aux  de  la  lemniscate. 

La  lemniscate  est,  comme  on  sait,  le  lieu  des  pleds  des  per- 
pendiculaires  abaiss^es  du  ceotre  d'une  hyperbole  ^quilat^re  sur 
les  tan^entes  k  cette  courbe.  En  outre,  les  rayQns  vecteurs  de 
la  lemniscate  et  de  l'hyperbole  issus  du  centre  commun  des  deux 
courbes  et  de  m^me  direction  ont  leur  produit  constant«  Ges  deux 
propri^t^  de  la  lemniscate  sont  connues  ainsi  que  la  suivante  qu'il 
est  nöcessaire  de  rappeler :  Le  rayon  vecteur  ou  sa  normale,  meniSs 
par  un  point  de  la  lemniscate ,  d^terminent  sur  llbyperbole  deux 
points  qui  sont  situte  sur  une  mdme  ordonn^,    c*esc-jt-dire  que 
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le  point  oü  iajnonnaie  touche  l'hyperbole  est  sar  la  inline  ordon- 
ii6e  que  le  poiot  oü  ie  rayon  vecteur  rencontre  Thyperbole.  —  Cela 
pos6y  les  rayons  vecteurs  men^s  aux  extremites  d*UD  arc  de  ia 
lemniscate  ^tant  proionges  comprenneDt  ud  arc  de  l'hyperbole,  et 
les  normales  aux  deux  rayoDS  vecteurs  touchent  l'hyperbole  en 
deux  points  qai  d^terminent  un  deuxi^me  arc  ^gal  au  premier. 
Chaciin  de  ces  deux  arcs  peut  ^tre  cousideri^  comme  le  correspoo- 
dant  de  Farc  de  la  lemniscate.  II  y  a  entre  les  arcs  de  la  lemniscate 
et  leurs  correspondants  sur  l'hyperbole  cette  relatioD  que  doone  ud 
caleui  tr^s  simple:  a  deux  arcs  egaux  de  la  lemniscate  corres- 
pondent  sur  l'hyperbole  deux  arcs  dont  la  diff^rence  est  rectifiable. 

C'est  par  suite  de  ce  theor^me  que  les  propri<$t<$s  des  arcs  de 
rhyperbole  dont  la  diff^rence  est  rectiGable  dfonnent  lieu  k  des 
propri^tes  des  arcs  ^gaux  de  la  lemniscate.    Voici  ces  proprii^t^ 

Quand  deux  arcs  d'une  lemniscate  sont  ^gaux,  les  normales 
aux  rayons  yecteurs  qui  aboutissent  aux  exträmit^s  de  ces  BffSB 
forment  un  ouadrilat^re  circonscriptible  an  cercle.  — ^  Etant  pris 
sur  une  lemniscate  plusieurs  arcs  ^gaux  entre  eux,  si  par  les  ex- 
tr^mit^s  de  chacun  de  ces  ares  «n  möne  les  normales  aux  rayons 
yecteurs  qui  aboutissent  k  ces  points ,  et  qu'on  prenne  le  point  de 
concours  de  ces  normales,  tous  ces  points  de  concours  seront  sur 
une  hyperbole  dikrite  des  m^mes  foyers  que  Fhyperbole  ^quilat^re 
qui  a  servi  k  former  la  lemniscate. 

Ce  thi^oreme  fournit  une  construction  tr^s  simple  pour  d^ter- 
miner  sur  la  lemniscate  des  arcs  egaux  k  un  arc  donn^,  et  par 
consäquent  des  arcs  multiples. 

^1  a  partir  d'un  poiat  de  la  lemniscate,  on  prend,  de  part  et 
d'autre,  deux  arcs  ägaux  eatr^eux,  mais  d'une  largeur  quelconque, 
et  que  par  les  extrmtt^  de  ees  deux  arcs  on  m^ne  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  en  ces  points,  le  lieu  g^om^ 
trique  du  point  de  concours  de  ces  deux  normales  sera  une  ellipse 
d^crite  des  m^mes  foyers  que  Thyperbole  ^quilat^re  correspondante 
ä  la  lemniscate« 

Par  chaque  point  d  uoe  lemniscate  on  peut  mener  un  cercle 
tangent  a  la  courbe  en  ce  point  et  passant  par  le  centre  dela 
courbe.  Ces  cercles  donnent  Heu  a  quelques  propri^t^s.  -—  Etant 
pris  sur  une  lemniscate  plusieurs  arcs  ^eaux,  si  par  les  extr^miti^s 
de  chacun  d'eux  on  m^ne  les  deux  cercles  tangents  ä  la  courbe  en 
ces  points  respectivement  et  passant  par  le  centre,  le  point  d'inter- 
section  de  ces  deux  cercles  aura  pour  lieu  g^ometriaue  une  espece  de 
lemniscate  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissi^esi  du 
centre  de  la  courbe  sur  une  hyperbole  non  äquilatere.  —  Etant 
pris  sur  une  lemniscate  deux  arcs  ^gaux,  si  par  leurs  extr^mitäs 
on  nlene  quatre  cercles  tangents  k  la  courbe  en  ces  points  respec- 
tivement et  passant  tous  quatre  par  le  centre  de  la  courbe,  ees 
quatres  cercles  seront  tangents  k  un  m^me  cercle. 


In  dem  Journal  des  savants.  Mars  1846.  beßodet  sieh 
ein  Aufsatz  von  V.  Cousin  üiber  Roberval,  bekanntlich  einen 
d^r  ausgezeichnetsten  Mathematiker  des  I7ten  Jahrhanderts ,  aus 
welchem  ich  folgende  Stelle  entlehne,   die  wohl  in  einer  vorsOg^ 
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lidi  der  Boftarderang  des  matbenMliseheD  Untofricbts  gewidmeten 
ZeUschrift  Hweckm&sic  einen  Platz  finden  dflrfte.  Aiisserdeni 
entfiilt  Ae%  Aufsatz  nocä  mnnehes  andere  Interessante»  jedoeh  raebr 
in  philosophischer»  als  in  mathematischer  Rdeksicht. 

Roberval»  qvi  avait  tonte  sa  vie  profess^  les  math^ma« 
tiqnes ,  avait  eni[Hoy4^  ses  demieres  ann^s  de  r^iger  ses  ce^rs 
fioas  le  noros  d*£läments  de  s^m^ie.  Nons  n'ayons  point  a  nons  oceu- 
per  de  cet  onvrage ,  qai  li  a  Jamals  ^t^  publik  et  dont  le  mann- 
neript  snhsiste.  Apres  la  mort  deRoberTal»  en  1675»  Lahire» 
dtfpositaire  de  ses  papiers  et  de  ses  demieres  yelont^is»  revit  le 
tnivail  de  son  ami,  et  y  mit  une  pr^&ee  oü  il  nous  apprend 
qoel  avait  öte  le  desseln  de  Roher val  daos  la  eomposition  de 
ces  Eii^ments.  Cette  pr^face  de  Lahire»  ainsi  que  Tavant apropos» 
^ciit  tout  notier  de  la  main  de  Robervai»  sont  yraimeot  deux 
pi^ces  int^essantes  et  qni  ne  sont  point  ätrangeres  ä  la  pbilo- 
nephie.  Le  bot  de  Roberral  avait  etä  de  ramener  la  gäom^trie 
an  plos  petit  nombre  possible  de  prindpes  eu  de  döfinitions»  de 
denner  des  dteonstraiions  de  tont  ce  qni  penl  dtre  d4montr4, 
m^me  des  propositiobs  qn*on  a  eoutnme  de  eeosid^rer  comme  md^ 
monntrables*  JLeibnttz  aunsi  s'est  piaint  sonrent  qn'on  n'ait  pas 
4!^  aasen  loln  dann  Ji  anaiyse  des  prineipes»  et  ii  n'a  cess4  d'afpe- 
1er  l'attention  det  g^omdtres  philosephes  snr  la  n^eessit^  de  tais- 
ser  le  moins  d'hypotheses  possible  dans  les  foDdements  des  scien- 
ces  math^matiqnes.  Robervai»  avant^Le.ibnitz»  eut  la  m^me 
pensi^e  et  se  proposa  de  donner  ä  ses  Elements  de  g^ometrie  un 
caractere  particulier  de^  rigueur  et  d'^vidence  pbilosopfaique«  II 
s'attacha  plus  k  la  solidit^  qu'a  T^legance,  et  travailla  sartout  pour 
les  esprits  diflSciles.  »,M.  de  Robervai»  ditLahire,  ayant  fait 
proiessioo  des  $a  jeuo^sse»  d'eoseigDor  les  mathämatioues  ea  public 
et  OD  particulier»  et  ayant  continue  ces  'e^ercices  peoaant  phisieurs 
annees  et  jusou'au  temps  d'une  vieillesse  fort  avanc^e»  loo  peut 
dire  que  Jamals  faomme  n'a  eu  plus  de  moyens  de  connoitre  et  la 
diff^oce  des  g^nies  qui  s'appliquent  ä  cette  soience »  et  quelles 
sont  les  m<^thodes  les  plus  nniverselles  et  les  plus  assur^es  dont 
on  peut  se  servir  avec  succ^.    C'est  a  ce  propos  qn'ii  nous  a  dit 

re»  parml  cette  infinttä  de  differents  esprits  qu*il  avoit  enseigni^s» 
en  OToit  remarnu^  particnli^rement  de  deux  sortes  qui  hii  avoient 
donn^  heanooup  de  peine ;  dont  la  premi^re  <^toit  de  cenz  qui  ad- 
mettent  les  propositions  avec  trop  de  facilite»  et  qui»  sans  beau- 
coup  s'arr^ter  a  examiner  si  les  d^monstrations  que  1  od  leur  en 
&lt  sont  l<lgitimes  en  tontes  leure  parties»  passent  outre»  et 
pr^tendent  par  ce  moyen  de  s'avaacer;  ^  Tantre»  au  contraire» 
^toit  de  certains  esprits  pointilleux  et  opini&tres»  qui  s'arretent 
partout  et  trouvent  des  dSfficultes  sur  r^xplication  des  th^orö« 
mes  que  Ton  d^montre»  et  memo  sur  celle  des  premiers  prloci- 
pes  qni  ne  se  demontrent pas ;  et  queoäuite»  apres  uoe  Observa- 
tion de  plusieurs  anni^es »  laite  avec  ueaucoup  d'application  sur  les 
Sttce^s  de  ces  deux  especes  d*esprits»  il  disoit  qoe  les  premiers 
renssissoient  rarement  dans  T^tude  de  la  mathämatiane »  la  plns>> 
p«t  s'en  d^goütant  ais^ment  avant  qne  d'arriver  k  la  m^ditation 
des  connoissances  plus  ^lev^es,  et  qne  ceux  mtoe  qni  continuoient 
de  s'y  appücjuer  devenoient  le  plus  souvent  chim^riqnes  et  vlsion- 
naires  dans  leurs  inventions,  faisant  k  touts  coups  des  paralogis- 
mes  dans  lenrs  raisonnements,  et  ne  pouvaot  discerner  la  faussetö 
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de  ceux  qu'iU  troinroieot  dans  les  ouvrages  dea  auteurs.  II  ajoti- 
toit  que  la  plus  graode  partie  de  ceox  qai  ont  prötendu  avoir 
trouve  la  quadrature  du  cercle»  le  mouFemeDt  perp^tuel  et  la  read- 
lation  des  autres  problemes  de  cette  nature»  ^toient  des  esprits 
de  cette  premUre  espece.  U  mettoit,  au  cootraire,  dans  la  seconde 
la  pluspart  de  ces  graods  g^nies  qui  ont  produit  de  si  belles  cho* 
ses  dans  les  mathämatiquesy  parce,  disoit-il,  que  cette  humeor, 
qui  par6it  dans  les  commencements  trop  scrupuleuse  et  importune, 
venant  ä  se  meurir  avec  le  temps  et  avec  le  ji^ement,  se  change 
pour  Tordlnaire  en  ce  sein  et  cette  application  studieuse  qu*il 
laut  avoir  pour  bien  examiner  les  raisonnements  >  pour  bien  con- 
nditre  la  n^cessit«^  de  la  conclusion  dans  les  pr^misses»  et  pour 
ne  se  poInt  laisser  ^blouir  au  brillant  de  Tapparence  sp^ieuse 
d'un  paralogisrae.  C'est  donc  pour  cette  sorte  d  esprits  qu  il  a  pre^ 
tendu  composer  cet  ouvrage,  dans  lequel  il  a  tasch«^  de  s*expU- 
quer  d'une  maniere  ä  ne  laisser  aucun  doute,  ä  applanir  tout  ce 
qui  peut  faire  naitre  des  scrupules  dans  l'esprit  de  ceux  qui  com- 
mencent,  k  fuir  les  expressions  qui,  pouvant  avoir  divers  sena, 
deyiennent  obscures  et  ^quivoques«  ä  faire  le  moins  de  suppo- 
sitions  qu'il  luy  a  6te  possible,  et  a  di^montrer  universellement 
tout  ce  qui  peut  ^tre  demontr^,  posant  pour  hn  principe  in4^braD- 
lable  en  mathi^atiaues  que  rien  n'y  doit  passer  pour  vrai  qui  ue 
aoit  d^monträ,  s'il  le  peut  ^tre.^' 


In  den  Blättern  für  literarische  Unterhaltung.  1845. 
Nr.  71,  Nr.  72  und  Nr.  7i  finden  sich  in  einem  interessanten 
Aufsatze  über  Claudine  von  Tencin  *)  folgende  d*Alembert 
betreffende  Stellen: 

),  Viele  Biographen  der  berühmten  Frau  haben  dem  Gredächt- 
nlsse  derselben  einen  unvertilgbaren  Makel  durch  die  Behauptung 
anzuhänsen  gesucht,  dass  dieselbe  den  schuldlosen  Zeugen  ihre» 
Verhältnisses  mit  Destouches'^  (Chevalier  und  Provinzial-Com- 
missair  der  Artillerie)  „auf  der  Treppe  der  Kirche  St.  Jean  le 
Rond  seinem  Schicksale   preisgegeben;     mit  allen  Zeichen  der 


*}  War  im  Jahre  1681  cu  Grenoble  geboren,  ward  Nonne  im  Klo- 
•ter  Montfleuri  bei  Grenoble,  in  welchem  jetEt  die  Gongregation  der 
Damen  von  St.  Pierre  einer  Eniehonff  junger  Mädchen  vom  Stande  vor- 
steht,  später  Chanoiness» der.  Abtei  Neuville  bei  Lyon,  ward  später  mit 
Bewilligung  des  Pabstes  ihret  Gelübdes  entbunden,  lebte  dann  unter  dem 
ihr  von  den  Parisern  beigelegten  Namen :^  „la  jolie  chanoinesse^^ 
in  Paris  und  starb  als  Marquise  t.  Tencin  am  4ten  December  1749  an 
der  Bmstwassersucht,  nachdem  sie  an  den,  nicht  auf  ihren  Wunsch,  son- 
dern von  ihrer  Familie  entsendet,  mit  den  Trdstungen  der  Religion  an 
ihrem  Bette  erschienenen  Priester  die  folgenden  Worte  als  ihre  le  taten 
gerichtet  hatte :  „Mein  Vater,  ich  bin  jung  und  hübsch  gewe- 
sen; es  ist  mir  oft  gesagt  worden,  und  ich  habe  die 
Schwäche  gehabt,  es  stets  sa  glauben;  nun  richten  Sie  und 
versagen  Sie  mir  Ihren  Segen  nicht!  —  Dies  war  die  Mutter 
d'Alembertc. 


Digiti 


iz^dby  Google 


221 

Wahrheit  ausgestattete  Docmnente  rechtfertigen  aber  Claudio e 
von  TenclD  ge^fen  den  Vorwurf  einer  so  vollständigen  Verleug- 
onng  alles  natürlichen  Geßihls ,  und  der  historisch  erwiesene  Um- 
staira ,  dass  wenige  Tage  nach  der  Geburt  des  Kindes  von  untie- 
kannter  Hand  eine  jähniche  Pension  von  1200  Fr.  für  dasselbe 
ase^esetzt  ward,  kann,  sollte  man  meinen,  allein  als  eine  vollefil- 
tige  Widerlegung  der  obigen  Anschuldigung  betrachtet  weraen. 
Es  scheint,  oass  das  Kind  einem  Polizeicommissair  mit  dem  Auf- 
trage übergeben  ward,  eine  Amme  für  dasselbe  zu  suchen,  und 
dass  dieser  es  bei  der  Frau  eines  armen  Glasers  unterbrachte, 
welche  es  erwiesenermaassen  mit  der  Zärtlich  l^eit  einer  Mutter 
aufzog.  Das  Kind  aber,  das,  so  von  seinen  Aeltem  verleugnet, 
10  der  Hütte  eines  armen  Handwerkers  ein  dürftiges  Asyl  fand, 
war  bestimmt,  durch  den  Glanz  seines  Genies  das  Dunkel  seiner 
Geburt  zu  überstrahlen;  der  Sohn  Claudinens  von  Tencin 
und  des  Chevalier  Destouches  war  d' A  lern  her  f^ 


Ciaudine  war  reich  und  öffnete  ihr  Haus  jetzt  *)  allen  Itte* 
rarisch  und  artistisch  berühmten  Personen  des  18ten  Jahrhunderts, 
ein  Hofstaat,  welcher  den  omrerffänglichem  Eigenschaften  dieser 
an  Weihrauch  gewöhnten  Gottheit  neue  Huldigungen  darbringen 
konnte.  In  den  Zusammenkünften  der  gelehrten  Welt  bei  der 
Bfarquise  v.  Tencin,  in  welchen  Montesquieu,  Marivaux, 
Piron»  Duclos  und  viele  Andere  gewöhnliche  Gäste  waren, 
fiihrte  der  ehrwürdige  Fontenelle  den  Vorsitz.  Nur  Eine  Zierde 
fehlte  später  diesen  Cirkeln,  d'Alembert,  welcher  sich  durch 
seine  Vorrede  zu  der  „Encyclopädie^^  als  einen  der  grössten 
Geister  des  Jahrhunderts  angekündigt  hatte,  d'Alembert,  den 
seine  Mutter  jetzt  aus  demselben  Gefiihie  des  Stolzes  zu  sich 
rief,  aus  dem  sie  früher  ihn  als  hülfloses  Kind  von  sich  gestos- 
sen.  Der  Philosoph  aber  soll  auf  die  Anträge  einer  Annäherung, 
welche  ' Frau  von  Tencin  ihm  machte ,  geantwortet  haben : 
Madame,  je  n'ai  pas  d'autre  m^re  que  la  vitri^re  qui 
m'a  nourri^S  Und  d'Alembert  bewies  durch  die  That,  dass 
diese  Worte  seine  Ueberzeugung  waren,  indem  er  die  ihm  von 
verschiedenen  Höfen  und  Alcademien  gemachten  glänzenden  An- 
träge von  der  Hand  wies  und  30  Jahre  seines  Lebens  an  der  Seite 
seiner  Adoptivmutter  hinbrachte. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Wörter  ',,  Variation, 
variabel"  u.  s.  vr. 

Von  Herrn  Doctor  6.  Strauch, 
Lehrer  der  Mathematik  zu  Mnri  im  Kanton  Aargan. 

Eniens.     In  jedem   Lehrbuche   über  Algebra   kommt  ein 
Ki^itel  vor  mit  der  UeberschrUt  „Permutationen,  Combina- 


*)    Die«  bezieht  sich  naturlich  auf  eine  apätere  Zeit  dei  Leben« 
Claudinens  in  Paris. 
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ttonen  mi  Variationen^*  Was  man  unter  diesen  Variationen 
za  rerstehen  kabe,  ist  jeden  Leser  dieses  Anfsaties  belcanoL 
Der  Naine  Variation  kommt  aber  auch  in  der  hulierefi  Analysis 
▼or.  Die  beiderlei  Variationen  haben  aber  aicht  das  AHergerngste 
miteinander  gemeioschafttiGk.  Zuweilen  findet  man,  dass  man  den 
in  die  Algebra  gekorigen  Variationen  nock  ein  Eigenschaftsvvort 
beifügt/  und  sie  kombinatorische  Variationen  nennt;  da- 
gegen die  in  die  höhere  Analysis  gehörigen  Variatiooen  hat  man 
ganz  ohne  Eigenschaftswort  gelassen. 

ZteeiteuMm  Die  Aenderungen^  welche  eine  Fnnklion  erlei- 
den kann>  sind  von  zweierlei  Art;  denn  entweder  kann  man  den 
In  der  Funktion  enthaltenen  Teräaderlichen  Grössen  Wertbinde- 
rungen  beilegen ,  das  ursprüngliche  Wesen  der  Funittion  selbst 
aber  uagestört  lassen,  oder  man  kann  irgend  eine  Funktion  In  eine 
ganz  andere  Funktion  übergehen  lassen. 

A)  Aenderungen  der  ersten  Art.    Es  sei 

I)     ff=zfpx  , 

gesehen,  wo  tt  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann,  und  ar 
fl^e  über  in  (x+h) ;   so  bekommt  naa 

II)  y+%=9(^+A), 

md  man  sagt  hier:  y  ist  eine  Funktion  mit  einer  rariabeln 
(veränderlichen)  Grösse.    Man  sagt  noch  femer: 

o)  Die  Grösse  o?,  welcher  man  jede  beliebige  Werthioderang 
(x+h)  beilegen  kann,  ist  die  unabhängige  Variable 
oder  auch  die  absolut  unabhängige  Variable. 
6)  Die  Grösse  y,  deren  Werthäoderung  abhängig  ist  von  der 
Werthänderung  (:r-f  A),  ist  die  abhängige  Variable. 

Es  sei  ferner 

ni)    y=^q>(xyw) 

gegeben,  wo  sowohl  9  als  auch  t»  ieden  beliebigen  Werth  anneh- 
men kann,  mAx  und  w  gehen  besfiglieh  Über  in  (a?4*A)  nnd 
<fn4-i:);    so  bekommt  man 

IV)    i?+%  =  9>[(a:+Ä),(w+i)], 

und  hier  sagt  man:  y  ist  eine  Funktion  mit  zwei  variabeJn  (ver- 
änderlichen) Grössen.    Man  sagt  noch  femer: 

a)  Die  beiden  Grössen  x  und  to,  welchen  man  jede  beliebige 
Werthänderung  (or-fA)  und  (to+A)  beilegen  aann,  sind  me 
unabhängigen  Variabein  oder  auch  die  absolut  un- 
abhängigen Variabein. 

b)  Die  Grösse  y,  deren  Werthänderuns  abhängig  ist  von  den 
Werthänderüngen  (x-f  A)  und  (to-f  ^>  ist  cue  abhängige 
Variable. 

Es  sei  ferner 

V)    y=^9{^.w) 
gegeben,  während  noch  gleichzeitig 

VI)    w=fx 
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besteheii  soü;  so  kann  hier  nur  je  jeden  beliebigen  Wcrtlianneh- 
Men,  da^pegen  der  Wertb  de«  w  ist  abhängig  Tom  Werthe  des  :r» 
weil  Gleichung  VI)  stattfindet.  Wenn  nun  a  in  (x+h)  fibpigeht» 
8o  geht  Gleichung  VI)  über  in 

VII)    tr  +  Ä:=/(ar+A), 

durch  welche  Gleichung  vorgeschrieben  ist«  wie  die  *WerthSnde- 
rung  (n)+k)  abhängig  ist  tod  der  Werthänderung  (x+h).  Glei- 
chung V)  geht  aber  in 

VIII)  y+/>y==ip[(Ä?+A),  (w+k)] 

und  hier  sagt  man: 

a)  Die  Grosse  y  ist  die  abhängige  Variable. 

b)  Die  Grösse  x  ist  die  absolut  unabhängige  Variable. 

c)  Die  Grösse  w  ist  die  relativ  unabhängige  Variable, 
eben  weil  sie  wohl  von  y  unabhängig  ist»  während  sie  von 
X  abhängt. 

Es  ist  unoöthig,  diese  Betrachtung  auf  noch  zusammengesetz- 
tere Fälle  auszudehnen.  Diejenigen  Zweige  der  höheren  Analy- 
sis,  welche,  wenn  die  in  emer  Funktion  befindlichen  Variablen 
eine  Werthänderung  erleiden ,  die  aus  diesem  Verfahren  folgenden 
Ergebnisse  nntersucnen  und  anwenden  lehren,  sind  der  Differenzen- 
kalkul  und  der  Differentialkalkul. 

B)  Aenderungen  der  zweiten  Art.    Es  sei 

IX)  y  =  ya:, 

und  diese  Funktion  gehe  über  in  ' 

X)    3r+//ar=V^. 
Hier  ist  ' 

XI)      Jyrrzi^X'^^X 

und  den  Ausdruck  ^y  oder  den  gleichbedeutenden  (V/o: — tpx)  pflegt 
man  Variation  (besser  aber  Gesammtvariation)  zu  nennen. 
Es  sei  ferner 

XII)    y=^{x,w) 

und  zugleich  sei 

XIH)        Vf=ifXy 

so  dass  Gleichung  XII)  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 
XIV)  ,y^^{x,fx). 
Wenn  nun  to-=^fx  übergeht  in 

XV)   t©+^fo=JRr, 
so  geht  dabei  die  Gleichung  XII)  oder  XIV)  über  in 
XVI)    y+Jy^9(x,Fx). 

Den  Ausdruck  Jy  oder  den  ^eichbedeutenden  [^(XfFx) 
^f{Xyfx)']  nennt  man  auch  hier  Variation  (besser  aber  Gesammt- 
variation). 

Es  ist  nicht  nöthig,  diese  Befrachtung  auf  noch  zusammenee- 
setztere  Fälle  auszudehnen.    Derjenige  Zweig  der  höheren  Anidy- 
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sm,  wdober,  wenn  eine  FimktioD  in  eioe  gsns  andere  FmUioa 
fibenielity  die  daraus  fol(|endeo  EivebDisse  untersucht  und  amreo- 
den  lehrt,  wird  Variationskalkul  genannt. 

Drittens,  Lst  e«  nun  gleichgiltig,  das«  das  Wort  ^Varla- 
tion''  schon  in  der  Algebra  und  dann  wieder  im  höchsten  Zweijg^e 
der  Analysis  vorkonunt ,  und  so  zur  Benennung  yon  zweierlei  Dla- 
gen  gebraucht  wird,  die  nicht  das  Allergeringste  mit  einander  ge- 
meinschaftlich  haben? 

Wenn  man  das  in  Gleichung  III)  vorkommende  w,  welchem 
man  die  ganz  willkürliche  Wertnändening  (to-fA*)  beilegen  kann, 
eine  variable  Grosse  nennt;  Ist  es  dann  gut,  dass  man  auch  das 
in  Gleichung  XII)  vorkommende  to=/Ir,  welches  in  Fx  übergeht» 
ebenfalls  eine  variable  Grosse  ^nennt  ? 

So  gewiss  es  höchst  fatal  ist,  wenn  in  einer  und  derselben 
Wissenschaft  durch  ein  einziges  Wort  zwei  ganz  verschiedeoe 
Begriffe  bezeichnet  werden;  so  gewiss  ist  es  nothig,  dass  hier 
abgeholfen  werde.  Wo  aber  abzuhelfen  sei,  darüber  kann  kein 
Bedenken  stattfinden. 

Ein  Begriff,  welcher  schon  einem  früheren  Zweige  einer  Wis- 
senschaft angehört,  kommt  auch  in  den  späteren  Zweigen  vor; 
dagegen  ein  Begriff,  welcher  erst  einem  späteren  Zweige  ange- 
hört, koma^  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor.  Der  terminus 
technicus,  wodurch  ein  einem  früheren  Zweige  der  Wissenschaft 
angehörender  Begriff  ausgedrückt  wird,  kommt  also  auch  in  den 
späteren  Zweigen  vor;  dagegen  der  terminus  technicus,  wodurch 
ein  einem  späteren  Zweige  emer  Wissenschaft  angehörender  Be- 
griff ausgedrückt  wird ,  kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor. 

Ausserdem  ist  es  Thatsache,  dass  es  viele  Lehrbücher  über 
Differential-  und  Integral  -  Kalkül  giebt,  in  denen  keine  Spur  des 
sogenannten  Variations  -  Kalküls  vorkommt. 

Man  thut  also  am  besten,  dem  höheren  Zweige  der  Analysis, 
dem  sogenannten  Variationskalkul,  einen  anderen  Namen  zu  geben, 
der  so  gewählt  ist,  dass  sich  für  die-  daselbst  vorkommenden 
Wörter  „Variation'^  und  „variabel'^  die  entsprechenden 
Namen  von  selbst  ei^eben;    denn 

1)  Dadurch  wird  in  die  früheren  Zweige  der  Afatfaematik  nicht 
die  geringste  Störung  gebracht;    und  auch 

2)  Diejenigen  Lehrbücher  über  Differential-  und  Int^ral- Kal- 
kül, welche  nichts  von  dem  sogenannten  Variations-Kalkul  enthal- 
ten, werden  von  dieser  Namensänderung  nicht  im  Geringsten 
berührt. 

Nachdem  nun  die  Zweckmässigkeit  und  beziehungsweise  die 
Nothweudigkeit,  dem  sogenannten  Variationskalkul  einen  anderen 
Namen  zu  geben,  dargethan  ist,  fragt  sich:  welches  Wort  soll 
man  wählen? 

'  Es  wäre  dringend  nöthig,  ein  Wort  vorzuschlagen. 
Dieses  müsste  aus  der  Lateinischen  Sprache  entnom- 
men sein,  damit,  wenn  dessen  Zweckmässigkeit  von 
anderen  Nationen  anerkannt  wird^  sie  es  bequem  auch 
in  ihre  Sprache  aufnehmen  können.  Ich  habe  zwar  schon 
selbst  ein  Wort  gewählt^  bin  aber  bereit,  ein  zwecloQässigere«, 
wenn  eins  vorgeschlagen  wird,  sogleich  anzunehmen. 
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SEiir  spbttrfsclieii  Xrlsoiiometrie. 

Von 

Herrn  J»  Dienger, 

Lehrer  der  HalheaUitik  und  Thjsik  an  der  hdhefen  Borgerschiile 
m  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Dr.  Anton  Müller  bat  in  seiaem Buche  ^»Die  allgemein- 
sten Gesetze  der  sphSrischen  Polygonometrie  und  die 
allffemeinsteo  Gletchuneen  der.  gauchen  Polygone, 
Heidelberg  bei  Groog.  1836*'  zwischen  den  Seiten  und  Win- 
keln eines  sphärischen  Dreiecks  19  Gleichungen  aufgestellt.  Wir 
vrollett  im  Folgenden  diese  Gleichungen  auf  einem  dem  dort  btetre- 
tenen  ähnlichen  Wege  ableiten  und  dann  zeigten,  da^s  eigentlich 
nur  sieben  (SleichuDgen  bestehen  und  die  übrigen  12  aus  ihnen 
abgeleitet  sind. 

Wir  suchen  im, .Folgenden  dte. Relationen,  die  zwischen  den 
ebenen  und  den  FläcimiwtDketB  eiper  dreiseitigen  körperlichen 
Ecke  bestehen ,  da  von  einer  solchen  aus  leicht  auf  ein  spnärisches 
Dreieck  geschlossen  werden  kann. 


§.  1.      .     . 

ts  sei  PJ^A^A^  (Taf.  III.  Fig.  1.)  eine  dreiseitige  körper- 
liche Fcke;  man  nenne  die  Winkel  ^iP/l2  =  ai,  -4aPA  =  flra, 
A^PAi=^a^;    bezdehne  femer   den  Neigungswinkel  von  AiPA^ 

und  A^PA^  durch  axa%f  den  von  A^PA^  qnd  A^PAi  durch  a^a^, 

und  den  der  Ebenen  A^  PA^  und  r\  PA^  durch  a^üi,  .  Man  nehme 
im  Inner»  der  E^ke  willkührlieh  einen  Putrkt  O  an  uhd-  ftlle  von 
ihm  aus  Senkrechte  auf  die  Ebeftcii  der  Ecke ;  00{  senkrecht 
wd AiPA^^    OO^  senkrecht  auf  A^PA^x    OO^-  Senkrecht   auf 

.    TheilVn.  15 
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A^  PAi .  Man  lege  durch  OOi  imd^Of^  eine  Ebene«  welche  die 
Kante  PA^  >"  ^^  schneidet«  so  steht  PA^  senkrecht  auf  dieser 
Ebene;  dessgleichen  steht  PAi  senkrecht  auf  der  durch  OO^ 
und  OOs;  /M,  auf  der  durch  OO^  und  OO^  gelegten  Ebene. 
Diese  drei  Ebenen  bilden  abermals  eine  Pyramide,    ihre  Lioieo- 

winkel  sind  Ol  00^  =  180  — <ii7«,  OaOO3=180— «^,  O^OOi 
=  180— c^Oi ;  ihre  Neigungswinkel  sind  AiOiA2=^iS0^ai9  A^O^A^ 
=  180—11«,  Ja  0824x  =  180-03. 

§.  2. 

Da  In   dem   Vierecke  PAiO^A^iO^A^P—^O,    O^A^P =90, 
A2PA1  =»1 ,  Ai  OiA^  =  18Q  —  aj  5  so  flndet  man : 

PAi  =  PA^  cos  «1 + A2  Oj  sin  «i , 
JiOi2=:|MgSinr7i-iJljOiCOS«|.  ^    ^ 


Dessgleichen 


und 


PA2= PA^  cos  a^+A^O^smat, 
A^O^^z-PA^sinOfi^A^O^cosa^ 

PA^  =  PAi  cos  ÖS  +  ^1  ^a  »>n  «'s  > 
J3  03=PJ|Sin(i3 — Ji03Cosa8. 


W 


(3) 


Man  überzeugt  .sich  leicht«  dass  diese  Formeln  auch  gelten, 
wenn  die  Winkel  ai,  02,  OiBbimpt  8\pd;  nur  muss  man  die 
Linien  PAi,  PA^»  PA^,  im  Falle  sie  auf  die  andere  Seite  von  P 
fallen«  als  hier  angenommen  ist»  als  negativ  betrachten. 

.  Eben  so  findet  man  aus  dem  Vierecke  A^OiOO^,  dei  OC^A^ 
=  OOft^ji=90,  OiA^Ot—o^y  OiOOa  =  180— a^: 


A^Oi^A^O^cos  Ol  02  +  OOjsin  a^CT«, 
OOi^A^O^  sin  0(0^  —  O  O^  cos  rrj  a^* 
Dessgleichen 

J3  02=A^  Oj  cos  ffaflg  +  00^  sin  a^^ , 
OO^^A^ O3  sin CT2II3  —  OO^ cos ajOa 


und 


^j  08= Ji  Ol  cos  OaOj  +  OOi  sin  a^ag , 
OO3 = Ai  Ol  sin  03 Ol  —  O  Ol  cos  ^301 . 


(4) 


(5) 


(6) 


Auch  diese  Formeln  gelten  allffemeio ;  nur  miissten  Linien «  die 
auf  entgegengesetzte  Weise  falieD,  als  hier  angenommen,  als  oega* 
tiv  betiudntet  werden. 
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Diese  sechs  Fofmeln  sollen  nrni  rar  Herleitang  der  gesuchten 
Silie  dienen. 

§   3. 

Man  seile  In  (i)  den  Werth  von  A^Og  ans  (4),  so  findet  roini: 

Pili=Piiseosai+ilt02Cos«iOssina|-h002sinii^sinii| , 

In  (7)  setse  man  die  Werthe  von  PA^vmd  A^O^  9119  <2)^  so 
erhält  man ; 

PAi=^PA^  [cosa|Cosi%-t'  cosaia^sinoisinirs] 

+A^  OJcomiislna^'-'Cosa^icosaxa^ainaij-i-  OO^sin  a|ii^  sin  aiJ 

/^  \    (ß) 

Ai  0|=;PJa  [stno^cosa^— cosaiCosajLffgsinas] 

'|-^O9[sina|8in«2-t-cosaia2C0s<iiC08a2]'— OO^sinoiasCOsai. 

Man  setze  in  (8)  für  A^O^  und  OO^  ihre  -Werthe  aas  (5): 

PAi  ^=PA^  [  cos  Ol  COS  Og  4-  COS  OiO^  sin  a^  sin  a^  ] 

-\'A^  Cli[cosaisina|CoS€%c%— cosotsinoi  coftoji  ü^cön(t^a^-{^f|^r^a^a^\tkaxB\na^a^^^ 

-fOO|[cosii|Sina^sinii^^sin%cosff2Cosa7^2sino^-^sinaxfl^^ 

il^Oi=/'Js[sinaidDsa9*-cos^co«sjd^sincr2]  m9) 

-f  /I3  Cli  [slnaisinascosasos  -{-coaax  coBa^coaax  a^cona^a^ —sinoi  OftCosoi  sinosOa]! 

-f  O (\[sinJStslni%0ina^-f€O8aiOos%oo84i^8in^3  -hcosai sinsi n^cosoaci^].  / 

Hierin  setze  man  fSr  PA^  und  J3O3  ihre  Werthe  aus  (3),   so 
erh&lt  man : 

PAi  =zPAi  [cosaicoscr^cosc^-f  cosaios^inoisinascosas-f  cosiitsinasCosasOssinos^ 

— cosogSin  «1  coBaiO^cosa^a^  sin  a^  -fstn  ax  sin  Oia^sma^a^aina^U 

4-^4O3[cosa|^cosag(8ina3-l-cosaia2sinaisiDff2sina3~coscEisinii^cosa2O3COsa3>(10) 

-fcosaasioaicosoiaacosaaascosag  —  siDHisiniif  OasiMisii^essa^]        | 

+  00^  [cos  Ol  simr^sini^eis'— sinaiCosiTsCosajicrssinasas— sincri^iDaiOsCosnaOs].  | 

I    .    '  _"         • 
ili0i=p^i[sinaicosascos«^— cosa|Cosiii<?a8incr2Cosa3'f8inaiSino^cosiisa38in(is\ 

"^  -f  cos4|CO8iis0Ofl|a|a2C0saaaaStn4E3 — sioa^^rscpsoi  8ina^0sSin<%].    I 

-t-AiO^  [einaicoaa^ina^  — coscEnCosoiaasinirssinaa^sinaisiDdra  cos«^  cosos)  (^  ^') 

---co8c%cosa9^saiatcosii^(%coso94i^iB«|a0eosiijsh]«i^(i8OOsa3]     1 

+0(^[6iB«^siBas8inc^4cosiri€osogeesi|^«slRa^ 

15* 
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Id  die  GieichuDg  (IV)  a«tze  maii  fw  ^,0,,  OO^  Uife  Warlbe 
aus  (6),  so  erhält  man: 

Ai  Ol  =^PAi  [sinajicosascosa,— cosaisinoseostf ,  cosöi  a2+siD«ri  siüa^Btna^caHa^  a , 
+co8aiCosa^iüagCOsai0ticasa^a^'^BiDaia2COsoifiiwi^u^Bm(hj 
-f -^1 0|[8inaiCosii2sina,cosa,ai  -— cosdxcosaiassinassmascosa^i. 

~sinoiSiDaflCO8ff2^eosa3Cosasai*--'€osa|Cosa0CosaiC^ce6ii^€O6ag4OQ9o3  a  ,  J 
-f  6hfiaia^oaaisiDaga»cclS(lbOes«,4Si^8l0Ot&ioassiBff0aB8iM,ai' 
+ cosai  coBa^cosoi  a2Biuaia38maiai-{-coBai6iüaia^CQ8a2,a^s\na^ai  ]       f 

— sinaisiDiasCos^YsasCosassinasai-— cdsaiC08^2Cosai^cos<}2<i3C08aftSinki,a| 

..^^-      ".     '-^  «■''^       .■■.'      ..'  ^  *  ■ '    *^-       *• 

-t-siiMixaseosaiSinffsasCOsassinäsOi — siDaiSina28ina2a30»sa3ai 

■  ,T^  ,  -.*-*^  .     .^  ,  ■  .--^  ;  .   -.^!  -'^' , ^  1 

— cofitoj^  €08^2^0^^!  ^asmasOfl  cosa,  a^ — cosaj  s  i  ncr^  a^coiBft^ai  cosasn^  j . 


maq  ia  entgegen- 
lese   Gleichungen 
maD  ,ata^  -    > ; 


§.4 

Eine  Reihe  Gleichungen  erhält  man,    ^edn  ma 

Eesetzter  Ordnung  in  der  Figur  vorschreitet.     Die8< 
^iten  sieh  leicht  aus  den  aufgeführten  ab,  w^iw  nu 

respective  8etzt: 

und  statt  ..'/*** 

setet:  -  .  *. 

Setzt  man  diess,  so  wird  man  folgende,  den  frühem  analoge  6lei- 
chungen  erhalten:  '\ 

Ana  (1):  •        ..  ..-.;    ,    .'o(,..«. 

PAi^zPAzCQBa^-i^A^O^Bma;,.  (12) 

'Aus' (7):  •  '•         .-^^  •:.*.  -^     .^    • 

PA{=iPA:^  c08  öj  +  i<3  O,  cos  a^ai  sin  o,  -f  OO2 sitt  0^03  sin  Os.    (13) 
Aus  (8):  ..%...;,..• 

^Ji  rpPils  [ces«,  cos  asrt  cosug^i^^ioas  sino^ 

^^s^EcosasSiDas^-HSososCosa^aBsinatJ+QOssina^iiiiMrj«       ' 
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Aus  (9):  ;  . 

PJi  3s/>J,  [oos  «a  cos  ot  4  öM  o^cts  ain  ch  mo  %} 

-|-  A^Oilco^^smp^oBOias^coßaffiAnatCoaka^ai  t08äia^-\-8ina2ßiSma^H\n  aia^]l  (15) 

-f  Oi\  [co8atB\niti2^hM[a2,--»iiia^co9a%co8^ 

Am  (10): 
PAiZ±PJlj^[co>aa^co8a^co8ai-i-cosa2a^8AnauS\na2l(io8ai+co8atmo 

•'-co6(72sina3C08f72a3  cosai  aaSioOi  -(-siKMa  sina^ia^staai  d^sinoi] 
-^^1  Ol  [€«0a,co«%9iiioi*fco8ii2a88iiiaB6ini728iD<^  -r-eoAu^Bina^co^uia^coBai  V  (jg^ 

-fcosaasina,  cososascosai  a,co6ai-^siDa3siDa,a,8iDai  oleosa  J 


§.5.  .  . 

Ans  d^n  Jbi«  jetzt  erhalteneD  Gleichungen  kann  man  nun  schon 
das  Folgende -entnehmen. 

Bezeichnet  man^   zur  Abkürzung^   in  der  Gleichung  (JO)  den 
Koeffizienten  von  PAi  mit  h,  den  von  ^lO,  mit  ky  den  von  OO^ 
.  mit  n,  so  ist 

'  PA^=zPAih+Ai0^k+OO^n.  (10) 

Nun  haben  wir  aber  über  dieXage  des.Punkteis  O  gar  k»ine 
bestimmte  Voraussetzung  gemacht,   sondern  ihn  lediglich  im  In- 


nern der  Pyramide  vorausgesetzt.  Nehmen  wir  nun  an, ,  er  liege 
in  der  Fläche  Pili ^3 ,  so  ändert  diess  an  den  Winkeln,  die  in  (10) 
vorkommen,  nichts,  sowie,  wenn  O  in  O3  vorausgesetzt  wird,  nichts. 


an  der  Länge  von  PAi  und^^iO».    Aber  alsdann  ist  008=0  und 
folgHch 

PAi=PA^hfAiOt&.  (17) 

Diese  Gleichung,  da  sie  in  <^nem  einzelnen  Falle  besteht,  wird 
allgemein  bestehen  müssen ,  da  die  in  (17)  und  (10)  vorkommenden 
Chrossen  durchaus  die  gleichen  sind.  8etzt  man  also  (17)  In  (10), 
so  wird  man  haben : 

cosaisiniis8iDasaa-*sina,co8OtC0saiaiSlnasa8-HsinaiSinaxaaCOsa,a,=0. .  (1) 

Verlegt  man  nun  den  Punkt  O,  in  Ai ,  so  wird  an  den  in  (17) 
vorkommenden  Winkeln  nichts  geändert,  nur  wird  il|Oa=0,  also 

PAi^PA^h,  '  '       '    (18) 

woraus  Assi  und  aus  (17)  £=0  folgt    Also  hi^t  man  noch': 
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l==co5a  1  cosoacosas  -fcosai  OsSinai  siDa,cosaa-f  cosai  eAua^coaa^u^slnat 
—coBa^güna^cosaia^coaa^tmna^-i-sinajeiaaia^mna^Ugmütt^.    iU) 

OsxosaiCosa^avaa^-i-cosa^a^sViiaiSnna^skiai — coHüi^a^cosa^a^i^aw^ 

■i-^naicosa^cosajatcosa^aidtsas — Bioaismaia^^na^a^cosa^.  (HI) 

Diese  drei  Gleichangen  drücken  nun  bestimmte  Beziehpngen 
ftwischen  Linieowinkein  und  Flächenmnkeln  der  dreiseitigen  Eeke  . 
aus.  Sie  sind  als  allgemeiner  Ausdruck  einer  Reibe  Ton  Beziehun- 
gen zu  betrachten.  So  drückt  (DI)  Belätiooen  aus  xwischen  Oi, 
Ott,  03  und  den  zwei  dem  ersten  und  letzten  (ot  und  ow)  geeen- 
ilnerliegeiiden  Filcbenwinkeln ;  sie  wird  also  aocfa  n^eh  besteSbo,  ' 
wenn  man 

«1*  «2*  flj»  «ifla»  o^a^ 
vertauscht  mit 

Aehnlicbes  *gilt  von  den  andern  zwei  Gleichungen. 

Untersucht  man  die  Gleichung  (11),  so  siebt  man  zuerst^  dass 
der  Koeffizient  von  PAi  Null  ist,    indem  er  aus  (III)  entsteht» 
wenn  man  die  eben  erwähnte  Vertaus<?hung  vornimmt 
.  Man  findet  dann  wie  oben: 

l=Bina|GosasSina,cosaxaj — cosaiCosaia^sma^cosaxa,  sm  a, 

— sinaisinascoso^agcosascosai  a,— cosoicosa^cosai  aacosasatcosascosasa]  f 

-|- Sinai  OaCosaxBinataaCosaaCosaaai-fsinaxSmaaSinaaasSinasai 

'^^  ''-S  /"^  /-N  -.-N  /*N 

-l-cosaiCosa^eosai  asSinaa^tsBinnaai-f  cosaiSlnaiHaCosOaiisSiDaBai . 

QbzsinaxCosaaSinaiSinasai — cosaiCosniaaSiniTasinasSina^ai 

— smaiSmaaCOSttaasCosasSmasai — cosaicosaacosa|aacosaaa,cosa,smaa0i 

-|:SinaiaaCosaiSinaaa,cosa«smaaaa — ^sinaiSiDOaSroa«asCosa,ai 

— cosaiOosaaCosaiaasmasasCosaBai^^osaieaBaiOsCosaaiiaCOsaaai. 

Untersucht  man  die  Gleichung  (16),  so  sieht  raaa,  dass  sie 
identisch  ist  nach  (II),  (III)  und  (I),  wenn  man  vertauscht 

mit 

0»#    0«>   «1>   «208*    010«- 

Diese  Gleichung  giebt  also  nichts  Neues. 

Aus  (12)  folgt  ein  Wertfa  von  PA^ ,  der  dem  in  (9)  gleich  ge- 
setzt werden  kann.  Beachtet  man  die  Gleichung  (I),  so  ergiebt 
sich  daraus  auf  die  obefti  angeführte  Wdse : 


av) 


(V) 


Digiti 


izedby  Google 


231 

/ 

C08a3=cosa|C0sat4-<:o8aiat8iii<Vi8ina«.  (Vi) 

8inaa=co8aisiDaaCOfirasa3-^cosa,siDaiCOsaiasCosaaa, 

+Binaia^8\nai  siua^a^.    (VII) 

EbeQ  so  findet  man,  wenn  man  die  Werthe  von  PAi  aus  (13) 
und  (8)  gleich  setzt  und  (Vi)  beachtet : 

cosasajsinatsscosaismas— co8iy,co8aia2sinai.         (VIII) 

tAna^a^Blna^GsiBinata^einau  (IX) 

.    Vewleicht  man  die  Werthe  von  PJi   aus  (14)  mid  CI),   so 
erhält  man  (VI),  (V),  (IX) ;  durch  (15)  und  (1)  aber :  (l\  (VII),  (VI). 

8.  6. 

Setzt  man  ferner  in  die  Gleichungen  (1),  (7),  (8),  (9),  (ir). 
(11)  die  Werthe ,  wie  sie  für  die  andere  Folge  in  §.  4.  bezeichnet 
wurden,  so  erhält  man: 

^,0,  =:jPJa  sin  aa  —  J  8  Oleosa,.  (18) 

Ai  0^=^PA$&mat — ^^tOaCosaaaiCosas—OOasinaiasCOsa).      (19) 

A^  08=/'^9[sina8Cosa2-*cosaaCOsaaa,8ina,] 

-|-il,02[8ina,sina^-feosa^a8C08<t,cosci2]^00^8tnit^3C08ä:t.  (20)        ' 

^^Oa=SjP^,[8iBOtC08IKa— H!0Sa,C0Sllta»8inaft]  .  ' 

-f^^OxCsinasSipatCosaiOi-KosaaCosaaCodaaasCOsaiaa— sinaiajCOsa,s!naia^] 
-1-O0x[8ina3sinatsinatai-1-Cosajcosafa^aioaia«-Ho8ag8iba«agcosaia«].    (21) 
^i03=P^i[8ina8C08aaC08ai-— cosascosasatsinascosai-l-sinaisida^c^saitissinai^ 
-|-cosatco8atcosaaa|cosataftsio«i*-«loiifta^co8a«8inaia'tsinai] 
-^Ai  Ol  [8ina8COBa«sinai--^o8adC08aüa|Sina8sinax-H3ina38inaaCosara,co8ai      l  (^) 

— cosagcososcosasatcosaiaacosai-l-smaaatcosaa  sinoiaacosaj 
-fOOi[sina(8inaft8inaia2+co8aftCosa2Cosaaa88inaias-f<^s<ia8inata3Cosaia,]. 

dl  Q,=P^i[8ina6C08a,co8a|L~'C<>9^ftC08a«a^sinafliCosa|-|-sina»8inaaCosc;^a9inax  ^ 
-f6osa9C08asC08a,a,co8c^asslna|L*'^2i>AsOtC08asSinaiaa8inrai] 

-f  ^i0,[sinaaC0BaflSinaiC08ai  at-^cosaaca8i%^Isinas8ioaiC08a^g 
— sina.slnaacosaioacoscticosaaax— cosascosoj^cosusaacosaiafi^eosai  ebsa^i  j 
-f8inasa8C08a9Bina|aaCosaiCosaia8-l-'sina»siDcr2sina2aasina3a« 
-fco8a8C08a2Coscrsa38lnaia2sina,ai-Ko8<t3sina2aaCosa^2sina^j] 

-f  00^  [sina,co8a2sinaia'a— co8a8CO8O208S^o^ZasiDai8in€^a8 
— sinaasinascosoxosicosaisioaia,— cosa8co8ascosa9aacosai^2<^08aisinai[a8| 
-fsina2a3COsa8sinaii^co8aiSina|a3— 8inai6ina2sinaia2Cosa^i 
— cosa8Cosa2C08a2a8sin<tta2Cosasr/i-^co8n3sinQ^co8tf^2C08ai^]. 


^(23) 
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Diese  letztere  Gleichung  ist  nach  (IV).  (V),  (III)  identisch,  giebt 
also  nichts  Neues. 


Da  die  Flächen  im  Punkte  O  ebenfalls  eine  Pyramide  bilden^ 
in  deren  Innenn  der  Punkt  P  liegt,  so  gelten  alle  Sätze,  die  ^r 
im  Vorstehenden  fiir  die  erste  Pyramide  abgeleitet  haben ,  auch 
für  diese  zweite.    Man  wird  die  neuen  Sätze  miden,  wenn  man  statt 

PJi,PJ^.P^zy^iOi,A,Ö2^iO,,OOüOO^OO,^iOi^Oi,A^Os 

setzt: 

0<K,00^0(h,^^0^^,0,^i0uPJ^A,,Puäu^^0u0^^,O,^i; 

und  statt 

y^S  y—S  >-N. 

«1^  «1»  «»*  ih^t,        B^M»        «»«1 

setzt:  ••%..... 

180— flida,  180—^2^,,  180— OjOji,  180-a2>  180—0,,  180— «i. 

Setzt  man  diese  Werthe.  in  die  Gleichungen  (0  bis  (IX),  so 
erhält  man  aus  (I),  (IV),  (IX)  Gleichungen,  die  durch  ein&che 
Vertauschungen  zusammenfallen  mit  denen,  aus  welche«  sie  abge- 
leitet sind;    indem  man  yertauscht 

Ö1-»  ^29  ^39  ^^29  «acis,  a^ai  '  •  ' 

mit  (resp»)  .  - 

<hf  ^%9  «i>  -«iBflj»  «ifla» 

•  '      .  ' ,   ^"^      -^^^     ^""^  > . . 

«1,    «3,    «2,   Ö!«,,   fl2Öj,    Öl «2, 
<'2>  «'l»   ÖS,   0102»  0»«1> 

was  man  offenbar  darf.  ..  ' 

Die  6  andern  Gleichungen  geben  folgende  neue  BeziehuDgen: 

1=— cosis^a2C08«r2atCOsa3ai-fco8<i^slnai  a2sin<i2ajC0sa|«ri 

-fcosaia26intir2a^cosa,sina3ai-|-cosa2a,sinaxff2<^osa2COsaj^sina,ai^v^; 

,   .    '-^    .        .        .    '^ 

-l-sinoiaaSio^siiiAdSmasai. 

O=cosaia2CO8a2aiSiDa0ai—  cosa2sina|<r2Sino2C^»8inatCit 
-fcosaiCi2sina2a3Cosa3Cosa^ax+sinaia2Cosa2a,cos€r2COSaaCOSa^[(XI) 
-|-sinai  (i2sina2sina  ,cosa  ^o^ . 
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— cosoi  <HCOBa^aieosa%8ina^co»ai+cQ8ai  dtsinatcoBatCOBOi . 

•^<^fi^ft==^W«%«»co»^,*-ci»c»«lBiiia,shia2»^  (XIII) 


(XII) 


(XIV) 


(XVI) 


siDaaOi =€08411  aasiootaaCoeaa+cosataidDOiOtCOsatCosa» 

-fBinOsSiDOi  Ossina, 

co8a,8ina^a|=co6biaaiSDaj|ii8-fco8ir9atcaisaa8iiia|aa.  (XV) 

§.  8. 

Setzt  mao  in  die  Gleicbungen  des  §.  6.   die  Wertbe«  wie  sie 
zu  EitDgaiM^  des  $.  V.  aogegebeii  worden»  so  findet  man : 
'    Aus  (18):  .  ! 

Setzt  man  diesen  Vierth  vtan  A^Ot  dem  In  (11:0  gleich,  se  findet 
man  die  Gleichungen ^11)  und  (XlV)  und. 

cosagrii==«naiCOsa2slnag--co8aiCosaiajB5ina^sanaa**8inatsinirtCOS%9iCosaij 

^cosaiCosa^co8a|a^co8ti2a8<!C>^^'H^tt'<i^<^^^^D^^^<^i^*        / 
Ans  (19):  /    . 

Jj  O,  ÄS  OOs  sin a^tti  i—  Ja Og  coSösCoöOjOi+PilgSiiiöjCosäj^. 

Dies«  dem  Wertbe  Von  AiOi  in  (9)  gleich  gesetzt^  giebt.(VIlI), 
(XIV)  und 

^~cosa^cosa^(ii^===mDaiäina2icoBa^a^+coBai  cosc^cosoiascosasifs     *"' 

— «sinoiaacosaisinaaas.  (XVII) 

Aus  (20)  folgt  ein  Werth  von  AOj,  der,  dem  in  (8)  gleich- 
gesetzt, ffihrt  zu  den  GieidraDgeli  (VlII),  (XV)  und 

B\na^B\na^-*eoBUs€Mäa9aiCOBa^€ii:s^^  (XVIU) 

Aus  C^l)  folgt  ebenfalls  ein  Werth  von'Ji^i»  ^^'  ven^ibben 
mit  dem  in  (I),  zu  den  Gleichungen  (VII),  (XVII),  (XV)  mhrt. 

Endlich  erglebt  sich  aus  0^)  ein  Werth  von  AiOt,  der  ver- 
glichen mit  dem  in  (1)  zu  (VII),  (XI)  führt  und  zu 

cosiii==sinata^cosii8a8sintt8<<i-}-'sinciiifasin€i2asCos<isCOsa8ai  \ 

4^sin^a3sina^cosd2CosQ7ci2--cosc4^iCosa7a8Cosa8CosaaCosaiat(  (XIX) 

•—sin  Hs  cos  a^ai  sin  a,  cos  aiUt» 
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Hiermit  tet  die  Reihe  der  Uotersuchungeo  g«9cblo8fieii  nod. 
•  als  Resultat  haben  wir  19  BeziehungeD  erCalteD;     diese  selten 
^  eb^D  80  gut;fiBr  eio  aphäiiscbesDreteck»  Mi»  C3r  diekOfpeiiliebeficfce^ 

,•  §•  9-     .- 

Bezeichnet. man  die  drei  Seiten  eines  sphSrischen  Dreiecks 
(in  Graden)  mit  cp«  6,  o}  <die  drei  gegenAlw^liegtadeD  Winkel  flitt 
A,  B,  C,  so  hat  man  statt 

«!>  ^2*  Oa»  «lÄ»,  aaOs,  ajiOi 
zu  setzen 

und  man  erhält  somit  folgende  19  Gleichungen : 

l=sin0co86Bineco8^r-cosocos  Csin6cosi?sinc 

'sinasin6cosLicosccosiS*-H^osac4M6cosC^S/^C(0)s^ 

-|-8inCcosasinilcos<^os^-|-Binasintein2lsinJ3 

-|-cosacos6co»CbisilsinJ9-^obiisii>Obos^^nff. 

Osci^9hCbÖ8^Bin£i»ina«*-eosCco8A8inj^sinA$itfa 

•—  sin  CSsin^cosccosfisina  -f  cos  C!co8^cos5cosccosÄsina 
\:       -fsürde^sCsitu^os^sina-l^sinC^ini^siiiccosä 

0=8inacos6sincsinA — cosocosCsinAsincsinJB 

— sinosinftoos^GOScsin  J3 — cosocoedcos  Ccos^cosqbIo  J3 
-fsinCbosasin^coscsin^— -sincfsin^sin^cos^  .  t 

— ^codacos^cosCsin^cosA — cososinCcos-^cosÄ. 

cosa=  sin CcosifsinJB -fsinCsin^cosocosi? +mnJhiaÄcqiÜ¥MsC  ... 
—  eos^cosi^cosccosftcos  G— sinccosfisinöcos  C 


(») 


(^ 


oosi}r=  sinacosftsinc — cosncosCsin&sinc — aina3inA9os.^lcosc 
— •  cosofcasftcosCcos/lcosc  «f-siaiftfcosaeososinC. 

0= cosacosAsinc  +co6  CMnosin&sinc  -^eosasinftcos/lcose 
-|'Stna€os6cosGsos  Jcosc  •*-  sioasinCbinileose. 

0=  cosCcoSilstni?-*  cosfetn  Clsiii^lsin^ + cosCsiniIcesccosiP 
-|-  sin  Ccos^cosficosccos^-f -^iD  Csin&sinccos  A. 

lscosacos6cosc  +  cosCsinasin6cosc-|-  cososinicosi^sinc 
^  cosßsinacosCcoSilsinc-f  sinosinCbinilsine. 


(5) 
(6) 
(T) 
(S 
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— c#acOT<Jg— aini»ipico<2i+ciWMwori<aaAog^  (10) 

sinJBsiD^ — C08CC06  J?cosil = siDosioi  -|~  cosO^osocosft.  (1 1) 

sine  =sco8asio&co8^— cosMaacos^cosC+sinoBiDilsiii  C.  (12) 

sulS = cosCsin  Jcosc  -|-  GMil8iBOeoBfco«c4«iiiMiiCBin  C«  (13) 

0  =  ewoBinbßlnA — siDacos^os  CisiD^ — KiDosin  CcosA.  •    (M) 

cos  jfsincrrcosasiiiA  —  cosAcosCsina.  (15) 

— co9i9=coSiieo0C-^€O6^«iBi48ioC.   '  (16) 

cosc«io£=:oiX0C9inJ+co«j8niC€O96.  (17) 

cosecscosacosft+sinasinftcosC  (18) 

8iD^si9C  =  8ina8iDC  (19) 

Diese  (19)  merkirerdigMr  MehElloBen  tdden  fo  jedem  spK«ri^ 
adMD  Deeiecke  etott.  ]>a  a«ü  dn»i  ^gebaiei«  Stüdcee  diM  drei 
aodeni  mfleeeo  geencht  werden  können  und  von  diesen  dreien  immer 
Sin.  und  Cos.  gesucht  werden  muss»  so  sind  6  Gleichungen  zur 
Auf I5smig  adthig.  Da  aber  diese  Cleiolmottn  liicbt  Tom  ersten 
Grade  sind^  so  ist  eine  weitere  siebente- nuthig,  obi  die  Bestim- 
mungen unzweideutig  zu  machen.  Im  Ailgefneined  werden  also 
fOx  ein  sphärisches  Dreieclc  <siel>eo,  alle  Winkel  umfassende« 
wesentlich  verschiedene  Relationen  Statt  haben  müssen.  Dies  wol- 
len wir  im  folgenden  Paragraphen  betrachten.  Wir  bemerken  liier  nur, 
dass  die  vorstehenden  19  Sätze  aOe  wahr  sind^  wenn  man  vertauscht 

a,  b,  Cy  Ay  B,  C 
mit  A,  c,  a,  By  C,  A 

oder  Cy  a,  b,  C,  A,  B 

oder  o>  c,  b,  A,  C,  B 

oder  c,  8,  a,  C,  B,  A 

oder  *by  a,  c,  B,  A,  C, 

§.  10. 

Die  sieben  Grutidgleichungen ,  von  denen  wir  im  6.  9.  ge- 
sprochen« sindoffeobar  (1),  (2),  (3),  (4)«  (i),  <10«  ßl).  Aus  i^neo 
leiten  sich  alle  anderen  ab.  Auf  folgende  Art,  kann  man  alle  12 
anderen  erhaUeji. 

Man  nttUiplizbe  (5)  mit  coso  und  addhre  (10),  so  erhält  Inan 
eise  Gleiehmw,;  die  aus  (6)  entsteht «  wenn'man  a  und  e  vertauscht; 
(6).  foltfk  ftlio  aus  (5)  und  (10). 


Digiti 


izedby  Google 


Mtt1ti|illslrt-ittafi  (4)  mitt^ü^  wedunit  lit  (10)  o  nBd  e  und 
addirt,  so  erhält  niafijnne  Gleidmog^  die_{7)gi^bt»  .weifn  num  ß 

ü). 


QDd  C  vertauscht;    (7)  folgt  aus  (4)  uod  (10) 

'  Mvlüplisirt  man  (4>  nlitsm<iiiiidNiddlrt(i)/so  erhSliBitti<»). 

,,  Multiplizirt  man  (ß)  mit  ^in^  und  sub^cahirt  (3),   ao  erhSlt 
m^ti  (13).  ^     •  .  .  ...    r  -...   ... 

Multiplizirt  man  (10) ,mit qpf c undaddiixt (5)i  so.^bSli man (15). 
Multiplizirt  man  (10)  mit  cosi^  und  addirt  (4)^  nachdem  a  und 
e  gewechselt  wiirdea.5'«^  erhftli.ibaD  .(17)wi  |   ._'.!•    > 

Multiplizirt  man  (13)  mit  cosc  und  subtrahirt  (17),  so  erhält 

man  (14).  .  •       :    . 

,:  Setzt  man  den  Werth    von  coSiasinAcos^ — sin a sin  j1  sin  6* 
-f  sin  a  cos  6  cos  ^  cos  C  aus  (12)  in  (6),  so  erhält  man  (18). 
,    .  Zieht  man  die  Werthe  tod  üma  und  €oaa  am  (13)  imd  <18) 
and  setzt  sie,  in  (1),  so  erhält  man  (9). 

Multiplizirt  man  (7)  mit  ^nB  üiid  <9)  mH  eosiS  und  mMnt- 
hirt,  so  findet  man  (16). 

Setzt  man  in  (1)  die  Werthe  von  slnS  und  cosJ3  aus  (13) 
un^  (16)  y  so  erhält  man  (8). 

Setzt  man  aus  (13)  und  (16)  die  Werthe  von  sin£  und  coaB 
id  (11)  und  beachtet  (1^,  soeriiSlf  man  (19)^. 

Die  (htinung,  In  der  also  dfe'GteichQfigeB  d^  $.  9.  ni  feigen 
haben»  Ish'      •  !  /  • 


(1),  (2),  (3), 

(4),  (5);  (W),  (11)  -;  GrtiiidglelcliwigM. 

(6)  aljgAlrftet 

aus  (5)  und  (10);        ,    '".;,.•; 

(7)         „    . 

.,;  (4)»y    (10)^       ■       /', 

(12)    ■■'„/■■■ 

'  •;  (^y,.;  (*)-,:  ■■  •'■'.:■•'  r   • 

(13)       „. 

„«(3)  „A^h                        ^  ■. 

(15)       „ 

„    (5)    „   i(l());    - 

(17)       „ 

„    (4)  ■  V    (iÖ);        , 

(14)       „ 

„    (13).,,    (17); 

(18)       „ 

„    (6)    „    (12); 

(9)         ,. 

„    (1)    „    (12)  und  (18); 

(16)       ., 

«    (7)    „    (9); 

(8)         » 

„    (1)    „    (13)  and  (16); 

(19)       » 

„    (11),,    (13)  nnd  (16)  und  (18). 

Dadurch  ist  nun  thatsächlich  nachgewiesen ,  dass  jene  19  Glei- 
chungen nicht  lauter  Grunddeichunffen  sind.  Aber.es  hat  Doctor 
A.  Müller  neue,  sehr  schOne  und  symmetrische  Relationen  auf- 
gestellt. Wir  fibergehen  hier  die  Anwendungen,  da  sie  nicht  im 
Zwecke  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  liegen.  Nur  wollen  wir 
noch  aeigen,  wiedie  Gau  ssischen.  Formeln  unnntlelbar  al^elei^ 
tel  werden  kennen,  nicht  zu  gedenken  der  Schaar  neser  Sttze^-  ifie 
durch  Kombination  der  19  Gleichungen  gtwonben  werden  Ünnten. 
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u     '.        .        :§vlt    ^,1    .     ..   ......     -   ■ 

t>i6  GM^^hufig  (IQ  glefot    '       ^     ^  ^  ' 

— cosC=co8i4co8^-~coscsin^8inl^. 

AddiHr  msk  niiti  ili«  GleidiJuigeD  (18),  (li)  und  dlede  GMchung^ 
so  erhält  man 

cos  c-^-AnA  sin  £  -«  cos  cN^pa4  COS  £  -f-  Qos^IciPfiißr— sin^sin^cosc = 
cosacosö^-sinirsinAcoiC-f  sinasSQ6-|'<^o«ac<)s6GosC — cosC 

oder  '        .  .."'  •     .  i'.  :t  '  '>.!•. -Iiis'  j  •  •■•l»  •  w    «"  .•  ...  i.j 

eosc-f  cöilfji-fc^J)^"  eooegD8(^/<^^)^€08(a>*-^)44o»Coefl(i»H-^)*'*coe  C 

alsb'aiich---^*  ''^•'"    •"'       -^  "'•  ^■"''^^''  ^'^'----  '^       'J  ^ 

1  —  co^c— co8(^  —  JB)  +  co8ccos(2l— J5)=l — cos(a — b)  '  ' 

''M  *•■■;•'•';'  ■    •  • :  •.^^«4rfCV«>8.(«-J6)+co8  c 

oder  i'  ...isn-j 

(l«-co8(i<--jB))(l~cdsl^==(l  -7COfi(a-s6)).(t+cos  O, 
d.  i. 


oder 


sin" — 5 —  .  sin'ö  =  8>n" — s—  .  cos"^ 


sin — 2 — •sin5  =  sin— 2~''^®®2"*    ^^^ 
Aus  den  drei  Gleichungen  (18),  (11),  (16)  ergiebt  sich : 

i-t-coaC+coMcoab+BinoBinbecßC'im 
=1— co8-/lcosÄ+8in-4sinÄcbsc+coscH-8in^8infl— coSilcösÄcosc, 

l+cosC'4cos(5-^;+cU(a-^^^^^ 

-^^-fe»     -^.^ilv  --C0SCC08(4  +  Ä) 

oder  '     '•' 

a  +C08  (a-A))  (l+c6^^(Ö)*=  (1 -'^oSt:^  +  fT))  (1  +  cos  c). 


vvoraus 

sin 


*' 
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Aus  denselben  drei  Gleichungen  zieht  man  ferner: 

1-^cos  C— cosncosA — sinosinöcos  C-fslnasin6-|-cosacos6cosC 

==:l4'Cos^co6^-'6inJsiniRcosc-*cQ«C;i:sipil8iui?-*coailc4)aficos€7 

oder  i   . 

woraus 

sin^-7,^iii-^=cos,  .  ^^    .:^'°g:   S^ 

'Endlich  aus  den  nSmliehen  drei  Gleichungen: 

l^^-^osCfcosaoosH^^iMidinteos  C-isirigsinA  i  eeoflCUBftctoC 
=l-|-cos2lcosi}— sin^sinAcosc-fcosc— sini^sinA-f-cosilpo^ffcosc, 

woraus 

(1— cosC)  (l+co8(a+6)) = (1+cosc)  (l+co8(i<+Ä)) , 

d.  i.  endlich 

cos— 5—.  sin -Q-:::^  cos    "k'  '.tOB^,     (D) 

welches  die' vier  G au ssi sehen  Formeln  sind. 


Vejber  die  in  dem  Aufisatze  Thell  lO» 
HTr.  yil.  aufgrelSste  greodftttsclie    . 
V  .  Aufgrabe. 


Von 

^em  HerausgßbQr. 


I  t 


Die  in  dem  Aufsatze  Thl.  III.  Nr.  VlI.  aufgelöste  geodätische 
Aufj^abe,  für  welche^  wenn  man  sie  aus  eiu^ia  rbin  geometrischen 
Gesichtspunkte  auffasst,   auch  Herr  Oberlehrer  Seydewitz  an 
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dem  Gymnasium  zu  Heiligenstadt  id  dem  Aufsatz^  Tbell  HI. 
Nr.  XLI.  eine  Auflösung  durch  Construction  gegeben  hat, 
scheint  mir  für  die  Praatis  mcht  unwichtig  zu  s^n  und  zuweilen 
eine  vortheilhafte  Anwendung  in  derselben  zu  gestatten.  Und  wenn 
mir  nun  auch  jetzt  noch  die  a.  a.  O.  gegebene,  eine  doppelte  An- 
wendung des  gew^nlich  nach  Pothenat  benannten  Problems  in 
Anspruch  nehmende  Auf losung  gerade  für  die  Praxis  die  zweck- 
mässigste  zu  sein  scheint,  so  will  ich  doch  jetzt  ini  Folgenden 
noch  eine  analytische,  die  Anwendung  des  Pothenotschen  Pro- 
blems nicht  Foranssetzende  Auflösung  dieser  Aufgabe  geben« 
welche  mir  niclit  ohne  Interesse  zu  sein  scheint* 

Es  ^eien  also,  indem  wir  uns  jetzt  theil weise  j^iner  anderen 
Bezeichnung,  alis  in  dem  Aufsatze  Tbl.  HI.  Nr.  Vit.  bedienen,  M 
und  iK  .zwei.  Punkte,  deren*  Lage  aus  einer  fr  u  hü  reu  Me^Muüg 
bekannt  ist.  Man  kann  aber  keitien  dieser  beiden  Punkte  von  dem 
andern  aus  sehen..  . Dagegen  sieht  man  sowohl  von  if/,  oJ^  aiich 
on  Mt  aus  drei  andere  inrer  Lagb  nach  untiokaonte  Punkte  3i\ 


den 

noch   uiü   um    Tviuikci    4«i  ^UL  ^M,  ,  AMm%  ^i  4FX  ,   tfM  ifM^   iff  j     w«  uur^i 

die  Punkte  M'^  il^'j  Sl^  bestimmten  Dreiecke  3fJUi'MJ  ssu  mes- 
sen, so  kann  man  die  Lage  der  drei  Punkte  M\  M^^,  M^^  Iifstim* 
men,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Wir  legen  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
zum  Grunde  und  bezeichfnen  in  Bezug  auf  dasselbe  die  bekannten 
Coordinaten  der  Punkte  M  und  Mi  reSfwctiTt  durch  or,  p  und  otj, 
Vi  ;  die  unbeKannten  Coordinaten  der  iPunkte  jtf',  Mi,  M^'  respee- 
tive  durch  y,  i/;    ä/,  jh';    ä^t  y/- 

Durch    den   Punkt  M  denken   wir   uns    ein    dem    primitiven 


M,  Ml,  ilfa  jespective  durch  |%  V;  ^i,  %'?  6«'»  V99  so  haben 
wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Cfobidtnal^  die*  fol- 
gende^ allgeiuein.  gültigen  Gleichungen;  !  ,    •  i 

•  pie  von  .den  Linien  MJIt,  Mfifi\  MM^\  welche  durch  ^/ßi^^» 
bezeichnet  werden  sollen,  mit  d^^i  jm^itlven  T helle  der  Axe  d^r 
ä  eingeschlossenen,  von  dem  poi^itivcii  Theife  der  Axe  der  | 
an  durch  <fen  rechten  Winkel  (|iy)  biiidurch  voo  Ü  l»is  ^ifJO"  gezähl- 
ten Wiidtel  wollen  wir  durch  ,fp,  fp  \u^  tp\ß  bezckhueo,  ho  a  und 
^  sich  immer  aus  den  0pmessei>e»j  IWt^  nicht  überfiiteigendan 
Winkeln  MÜMMi ',  WmMj  leicftt  fi  erden  üiHleu  lassen  und  daber 
jederzeit  als  bekannt  zu  netrachten  sind.  Dies  vorausgesetzt,  i^l 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

I5'=^cos(p,  •  i;'==^in9; 

li  =PiCOs(<p+ö) ,  %'=^sin(9+a) ; 
4/=9,cos(9+/3),  i?>'=:p,sin(9>+/3); 
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abo.oach  1)     .  •  ^  ;'>(=-.:• 

ji^d  folglich  duroh  Elimination  von  v»  ei.#'^»-  ux  ♦. 

welche' dtfrcb  p',  j^^ 
Theil6  der'Srsten 


primitiven  Sterne 

»   .         ,      ^      ,        ^  ,   „ ^-  ähnHche^Art  wie 

vorlwrr  die  WmkeX  <p,  g>+a,  g)+ß  g^t»(mtsx4nfiti  Wihtel  WcitUn  #ir 


,,'    -      .      .    -       .  ladsep  und,  daher  jederÄeil 

bekannt  zu  betrachten  sipd.    Ofe«  vorausgesetzt,  ethält  man  ganz 
a^af  ähnliche  Art  wie  vorher  die  GleLchuneen.:  ' 

^•'==ar,+p/cÖ8C9^+Ä),  ^/^y^+p/si^^^  ., 

ans  denen  sich  ferner  ^upch  sE^lHnioatiPD  tM»n  ^vfl^ >«'.die  «let 


arisin(yi+ai)— yiC0fl(9i+«£)  =tt  ä»l'8ln(fi+<^i>-^^ 
ari8in(9i+ft)— i5fif?<^fi(9i+A)  :=f  »sin  (^i+A)-y,'cos(yi+ft) 

ergeben.  •    ' '       >  •  •   t      ' 

Bezeichnet  man  pun  dlet  Seiten  üfilf^^  M'HP^  des  Dreiecks 
M'Mi'M'  respective  durch  r,  r,  und  die  von  diesen  beideq  Sei- 
ten mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  ejnes  durch  den 
Punkt -if'  gelegen  ^  diem  primitiven  Svsteme  parallelen  Systems 
«ingeschlossen^iiy  ganz  wie  Vorher  die  Winkel  tp,  9>f  a»  9>rfj?und 
qpi,  fi+«i>  9i+Pi  genommenen  Winkel  durch  f,  v+y^*tro  y 
offefabar  immer  aus  dem  gemessenen;  18(K>  nicht  -fiberstel^enden 
Wftikel,i»i'jr^f/  des  Dreiecks  üf'ilf^'ü^'  leicht  gefunden  werden 
kdttm;  so  hat  man  auf  ganz  Shaliche  Weise  wie  vorher  dfe  Glei- 
cbtingni:  ■•     >.  •      • 


und 


7)    I  ^i'=^'+*'9os*. 
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3fi'=y+n8in(*+y)- 

Wdlaber 

r:r,  =zAuM'M^'M^  .An  IfM^M^ 


8)  j  <r 


ist,  und  die  Winkel  des  Dreiecks  üf  Jfi'if,'  gemessen  worden  sind, 
so  ist  das  Terhältniss 

T-AnM'M^Mi' 

bekannt,  nnd  wir  kSnnen  iblglich 

9)    ri=^r, 

wo  f,  eine  bekannte  Grösse  bezeichnet,  setzen,  wodurch  die  Glei- 
chungen (B)  in  die  folgenden  dbergeb'en: 


10)  r^ 


a?/  =  or' + |ir  cos  (t+y) , 


Nach  4),  6)^  7)9  10)  haben  wir  also  die  zehn  folgenden  Glei- 
chimgen: 

^rsiDf — ycos^  =ar'sin9>— y'cos^, 

«sin(9>+a)— ycos(9+«)  =  x/  sin  (9+«)  -yi'cosCgrf  a) , 

a»lD(H-/5)— ycos(9+ft         =  ar,'  sin  (9+/^— y«'cos(9+/J) ; 
Xx  sin  qpi  — yi  cos  9i  =  or'sin  9^  — y  cos  <pi , 

jrisin(9>i+ai)— yiCos(9i+ai)  =  x^  sin  (yi+Wi)— yi'cos(9x+«i) » 
^isin(9,+ft)— y,cos(9i+A)  ^-ar.'sinCyi+ft)  — y/  cos(9i+ft) ; 

^•j'=a:'+rcos'^, 

yi'=:y'+rsin'<;; 

a:,' =  o:' + |ir  cos  (ip +y) , 

.V2'=y+f*rsin(tf;+y) 

zwischen  den  zehn  unbekannten-  Grossen  af,  y'\  x^^  y^i  x^,^  y^\ 
r,  95  9i ,  ^;  ans  denen  diese  zehn  unbekannten  Grössen  bestimmt 
werden  rafissen. 

Eliminirt  man  ans  diesen  zehn  Gleichungen  die  vier  unbekann- 
ten Grossen  Xi',  yi;    x^,  y^\  so  erhält  man: 

(;»— aOsin9J=(y— yOcosy, 

(o:— a:>»D(9+«)=(y— y')co»(9+«)"H'sin(9)— v^a) , 

\x--a!)mii^§)—{y-f^^ 

(d?i— jOmd^  =  (yi— yOcosyi , 

(ari— a0sin(9>i+ai)=Cyi--y)<5os(9l4^i)+**sin(9i— ^-Hi), 

(a;i-^)sin(9i+ft)=(yi--äOcos(9i+ft)+|»i«in(9i— ^^^ 


U) 
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welche  sechs  Gleichungeo  bloss  noch  die  sechs  UDbekaooten  Grös- 
sen x' ,  y\  Ty  q)y  q^,  "df  enthalten. 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  des  ersten  der  beiden 
Systeme,  aiüs  denen  die  Gleichungen  11)  bestehen,  folgt  leicht: 


..t 


(x — x')  sin  a  =  r  cos  9  sin  (y — v+ß)  / 
(f/— yO  sin  a  =  r  sin  9  sin  (9— v+a) ; 


und  eben  so  folgt  aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  desselben 
»Systems: 

13)    I  (^"— ^Osin/S^r^rcosysinCv— V+i?— y), 

\  (y — y')sin/3=:firsin9sin(9 — y^+ß — y). 

Auf  ähnliche  Art   ergiebt  sich   aus  dem   zweiten  der  beiden 
Systeme,  aus  denen  die  Gleichungen  11)  bestehen: 


und 


(xi — <208in«i;=:rcos9isin(9x — V+'i)* 
(yi  — y)  sio  «1  =  r  sin  9^  sin  {91  —  V + «i) ; 


15)    j  (•^1— ^')s«nA  =  f*i-cos9isin(9i— v  +  A— y), 
^  (yi  —y) sin A  =  ^r sin 9i  sin (91  —  V+ A  — y)- 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber: 


oder 


16) 


17) 


sin  « ___     sin  (9 — Vf-j-a) 
sin  |S  ~  ft  sin  (9 — 9+/3— y) ' 

sincfi sin  (91 — »/'+  «i) 

sin  A  -  fi  sin  (^-y^-ft-y) ' 

6in(9-^^-fg)     _    sinof 
I  sin  (9 — 9+/3 — y)'~''^sin|S' 
sin  (91 — y+^i)  Single 

8in(9j— v+A— y)~^sinA' 


und  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  ferner: 

.         .  sinosini?— usinasinOS — y) 

tang  (9 — ^V')  = .    o     - — ; ^o\p 

o\x     r/  cos  a  sin  p  —  ftsinacos(p— y) 

ö  \ri     r/         cos  «1  sm  A  — ft  sin  ofi  cos  (ßi  — y) 

Berechnen  wir  die  Hülfswinkel  cd,  od'  und  g>i,  coi' mittelst  der 
Formeln : 

/  ftsin(jg— y)  ,  ucos(/5--y) 

1  tang 01  =  '^    .    '^.    y>  tanffa)=:— ^- — r^^s-^i 
!        ^  cotasin/3  >  •**  s"*  gi„^       > 
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ist 

I  «*  S\f—v;         co8{a—m')eoaa  ' 

Setzen  wir  der  Kflrze  wegen 

21)    9  — *=e,  9i  — ^=^1; 


also 


22) 
eder 


^  cos  a  sin  /3  —  ji4  sin  «  cos  (/?— y » 

tjm   g  ^     g'^P«!  B'n fe  -ft sin a^  sin  ffl--^) 
®    *  cos  ax  sin  ft — ^  sin  «i  cos  (ft— y) ' 

(tang^==-^^'°<>^^)/^^-lJg:, 
^«^  J       °  cos(of— .»Ocosfli* 

(  tanga=-^^°l^^~"^^^^<. 

^  °      *  COS(flfi— «^COSCÖ,' 

so  erhalten  die  Gleichungen  11)  folgende  Form: 

(a>— aOsin9=(y — ^cob^, 

(ar— oOsinCH-c)  =  (y^-^  cos  (9+a)  +r  sin  (ä+ö)  , 
24)  I  ^^~^®'"(^+'^  =  (^--3^')cö8(9>+ft+f*rsin(iS--3+d); 

(a:i--a:')sin  91  =  (yi— y*)  coS9>i , 

(^1— ^')sin&l+«i)=(yi— yO  cos(9>i+«i)+rsin{ai  +©1), 

(a?!— j0sin(9i+ft)=(yi-^0cos(9,i+A)+ftr8in(/J^— y+O,). 
Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 


25) 
und 

26) 


^  _  (:t'-~a:08in  (y+g)— Cy—yO  cos  (y+g) 
sin(a+0)  ~"* 

sin(ofi+0i) 


(J?— ar')sin(9+g)  — (y-^cos(y+g) 
jx8in(i8--y+0) 

y—  (^i—jQ  sin  (n+ßi)-<Vi-^')  cosfa  >f  g. ) 
f*sin(/?i— y+0i). 


Setzt  man  sowohl  die  beiden  Werthe   von  r  In  25),   als  auch 
die  beiden  Werthe  von  r  in  26)  einander  gleich  und  verbindet  mit 


16* 
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den  hieraus  sich  ergebenden  Gleichungen  die  erste  und  vierte  der 
Gleichungen  24);  so  erhält  man  die  vier  folgenden,  die  unbekann- 
ten Grossen  xf^  y\  9,  g^l  enthaltenden  Gleichungen : 

(a:— ar')siD9=(y — y)cos9), 
(xy—x*)  sin  9i  =  {yi--y')  cos^i , 

{x-^x')  sin  («i+öi)  sin  (qp+a)  —  (^i— a:')  sin  (a+0)  sin  (9>i+«i) 
^^  j  =:(y-/)sin  (ofi+0i)  cos  (9+a)  —  (yi-y)  sin  («+6)  cos  (91+ai). 
(ar-j;OsiDO3i-7+0i)sin(g?+i3)~(a:i-a:')sin(/5-y+e)sin(9i+ft) 

=  (y-y>in(ft--y+öi)cos(y+/3)-(yi---y>in(i3-y+e)cos(9^i+ft)- 

Bestimmt  man  aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  x'  und 
y',  so  erhält  man^  weil  nach  21) 

28)    9  — g>i  =  0— 01 

ist: 

(a?sin  (P—v  cos  y)  cos  yi  ~  {xi  sin  yi  — yi  cos  yi)  cos  y 

29)  ^  \  x/ 

')  f      (icsiny— ycosy)sinyi--(a:isinyi-yiCOsyi)8iny 

(y  = sin(e-ei) 

Bekanntlich  ist  aber 

2  sin  y  cos  yi  =     sin  (y — yi)  +  sin  (y +y, ) 

=  sin  (6-  ei)+sin  (y+yi) , 
2  cos  y  sin  y^  = — sin  (y— yi) + sin  (y +yi) 

=  -sin  (e-öi)  +sin(y+yi), 
2  sin  y  sin  yi  =    cos  (y— yi) — cos  (y-Hi) 

=  cos(a-0i)  -cos  (y+yi), 
2  cos  y  cos  yi  =    cos  (y— yi)  +  cos  (y+yj) 

=    cos(e-ei)+cos(7+y,); 

folglich  nach  29) : 

rA'4-:g,Win((9-ei)-fa-yi)cos(e-öi)+(a:~a?i)sin(y4-yi)--(3r^i)cos(y+yi) 

Y^ ~       2sin(ö— ©i)  ' 

^^  j  ,      r^-ar,^cos(ö-0i)+fa+^/i)8ip(^--®iMj:--arOcos(y4iPi)-(y---yi)sin(y+yO 
fy  = 2  sin  (6^— ^i) 


Aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  27)  er- 
hält man,  wenn  man  zuerst  y^'  und  fff-y'f  dann  o?— er'  und 
Xi-^x'  eUminirt>  ohne  Schwierigkeit  die  neiden  Gleichungen: 
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{x-^ar^)  sin  a  sin  («1+ öi)  co&fpi 
=  (^r^ — x')  sin  «i  sin  (a+6)  cos  9 , 

(y— y)  sin  «sin  («i+öi)  sin  ^i 
=(yi— y')  sin  «1  sin  (a+ö)  sin  9 ; 


und  eben  so  leicht  erhält  man  aus  der  ersten,    zweiten  und  vier- 
ten der  Gleichungen  27)  die  beiden  Gleichungen: 


32) 


{X'^x')  sin  /?sin  (ft— y+^i)  cos  <Pi 
=(xi'^x')8iußi  sin  (ß— y+ö)  cosy , 
(y— y  )  sin  /3sin  O^i— y+^i)  sin  91 
=  (yi-yO  sioft  siD(^>-y+©)  siny. 


Aus  31)  folgt. 


,     .2?  sin  g  sin  (cti+Si)  cos  yi  —  ar^  sin  cf^  sin  (0+  S)  cos  y 
^     l ^  ~       sin  asiir(aji+Öi)  cos yj— sinai  8in(«+  6)  cosy      ' 
I   I     ysingsin (gi+6^1) sin yi — yisincfi  sin (g-t-6)siny ; 
'^  "~     sin  a sin  («i-f  Öi)sin  yi  -—sin 0|  sin  (a-f  6)  sin  y    ' 

und  aus  32)  erhftlt  man : 

.  _;rsip/?sin(ft— y-f  6|;co8yi — arj^sinft  sin(/?— y-f  0)cosy^ 
.      ■"  sin/5slnOJi— y+öi)cosyi— 8in/Jisin(^— y+6)cosy  ' 
*         y  sin  ßsiB  (ft  — y+^)  sin  yi— yi  sin  ft  sin(j3— y|-e)sin  y 
^  ^    sin  /?  sin  O^j — y+0i)sin  y^ —  sin  ßi  sin  (jJ — y+ö)  »in  y 

Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  von  x'  aus  30)  und  33)  ein- 
ander gleich,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen, 
wenn  der  Kürze  wegen 

A = sin  er  sin  («i+öi)  {(x^Xi)  sin  (ö^öi)+(y— yi)coe(©— ©i)  j , 
jJJ=sinc^  sin  (a+9)\(x^Xi)  sin  (Ö— ei)-(y— y,)cos(Ö— 0i)l, 
^jc=sina9in  (01+^1), 
(/>  =  8inirisin(a-f^) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

^^  ^cosyi+Bcosy     ,  v'/ix/         X       /ix 

'    ^  Ccos yi-Z> cos  y  =  ^^''^^^ ^*° (yi^)-  Cv-yi)  co^ (y+»i)' 


Weil  aber 

und  folglich  oifenbar 

37) 


y— yj  =r  S'    '^j 


15 


9=4(y+9i)+i(ö— öl), 
yji=i(y+yi)-i(^-^) 
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ist,  so  ist  nach  36) 

38)  (ar— a:i)sin(9)-HPi)— (y— jri)cos(9>+fl>i) 

(i<+g)cosi(e— ei)cosKy-Nl)H-(^-g)8iiii(9-gi)aini(f>-hPi) 
~(C-D)co84(ö-«i)cosi(9+9i)+(C4-/>)«ni(«-ei)siDi(rWi) 

oder 

39)  (x— a:i)8in(9.+9,)— (!r-»i)co8(?)+9>i) 
(A+B)e<M\((»—0i)-H^—B)  8ioKe-«i)tangi(yf fi) 

-(C-/))co8i(ö-ej)-KC'+/>)8inK©-«i)tangi(9+w)* 

WeO  nnii  aber  bekanntÜGh 

n;i/.  .■_\      2tangi(»-Hl) 

'^^*+^^-i+tang4(»+9,)« 
Ut,  60  wird  die  vorstehende  GieichuDg : 

^^  l  +  tang4(y+^)a 

_  (A+B)  cos  U^— ^i)  +  (A-^B)  8ini(e-^)imglitp+^) 
~(C-/>)co8  J(ö-^i)+(C+Z>)8iD  i(ö-öi)taDg4(H^y 

und  enthält  noter  dieser  Form   bloss   noch  die  eine  anbekaonte 
Grosse  tang  4(9?  +  9i). 

Ordnet  man  diese  Gleichung  gehörige   so  erhält  sie  folgende 
Cfestalt: 

41)  O=M+J?+(C^/>)(y-^))cosi(ö-0i) 

+{(ii— ^sinlfö— öl)— 2(C^/>)(ar— :ri)cosJ(e— ^1) 

+(C+Z>)(3f-^i)sinl(«^-ei)}tangi(9+?i) 
+\iA+B)co8l(9-'9{)^2(C+D)(X'-Xi)siBl(e^-9i) 

-(C-Z>)(ir-yi)cosJ(e-«i))tang4(9-hPi)» 
+{J-JJ-(Cf/>)(y-yi))sin4(e— öi)tangi(y+9i)». 

Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

A+B  +  (C^D)(y--y,) 
= sin  a  sin  (tfi+©i)  t(ar— o^i)  sio  (ö— (9i)  +  (y  -yj)  (1 + cos  (Ö— O,)) } 

+ sin  «1  sin  (a+O)  {(a?-a:i)  sin  (©— ©x)  —  (y— yi)  (1  +  cos  (Ö— ^i))  | 
=2sinasin(ai+öi){(ar— ari)sini(e— öi)+(y— yi)cosi(0— Öi)lcosi(e-^) 
+2slncisin(«+ö)  l(ar-a:i)sini(0-öi)-(y-yi)co»4(ö-Öi))  cosJ(e-Öi), 

und  auf  ähnliche  Weise: 
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=8in  a  sin  («4+öi)  {(x—Xi)  sin  (e-öj) — (y— »i)  (t — cos  (ö— »i»  I 
— sin  «1  sin  («+e)  ((a:— ar,)  sin  (ö— ©i)  +  (y— yi)  (l--cos(»— ©i))  { 
=28incsin(«,+öj)((ar-a:i)co8l(©-e,)— (y-yi)8in4(©— ei)}sinj(9— ©i) 

— 2sin«isin(«+«){(a:— j-i)cosl(©— «,)+(y-yi)sini(©— ©i))8inK©— «i)- 
Ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(J— B)sini(ö-e|>- 2(C-D)(x-a^)cosK©-«i)+(C4-^)^-^i)85nJ(ö-«») 

•       .  /     .^,i(^-^i)(8lD(©-©i)8in4(»-»i)-2cos4(©-©i))) 
=8.n«sin(«i+©|)  |  +  (y_y,)(l  +  cos(©-e,))8in4(e-0,)  ] 

-sin«  sin(«4«^  ((ar-ar,)(8in(0-0,)sin|(0-ei)-2cos4(0-©,)^ 
-sin«,8in(«40)  j_(^_j^)(i+eo8(0-0,))8in4(0-0i)  j 

=— 28in«8in(ai-f0i)  Ka>-a?i)cos  J(0— ©i)— ^-y,)sin4(©— 0i)}cos'(0— ©,)« 
+28in«i8in(«+0)  { (ar— x»)  cos  K®— 0i)+(»-»i)8*"»  i(®— %))  cosK0-0i)*. 
und  anf  ähnliche  Art 
(J+Ä)cos4(0-0i)— 2(Cf/>X«-a:x)8ini(0-0|)-(C-D)(y-yi)co8j(0-0») 

-.5n««5nr«  4.0  ^  ((^-^i) («0(0-01) COS 4(0-0i)-2sini(0-0i))| 
-s.n«s.n(«,+0,)  j_(y_y^)(i_eos(0-0,))cos4(0-©.)  i 

((a:-ari)(sin(0-0i)  cos  4(0-0i)-2sln  4(0-0i))j 
+ sin  «1 8in(«+0)  j  ^  ^__y^)  (l-coB  (0— ©i))  cos  i  (0-0i)  '     j 

= — 2  sln«8in(!i(i+0i)  t  (x-ar,)8in  4(0— 0i)+(y-yi)  cos  U©— ©i»  sin  J(0-.0i)« 
— 2sinoi8in(«+0){(d;— ari)8inl(0— 0i)-(y-»,)coslC0— 0i))s'nJ(0— ®i)'. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

42)  Jf  =8in «sin  («i+Bi) l(ar— a:i)sin4(e— Öi)+(y-yi)cos4(©-ei)} 

+sin«»isin(iH-Ö){(a:— a:i)s«ni(ö— ©i)-(»-yi)cos4(e— ©i)} 

und 

43)  i=8in asin («,+©i)  \(x-Xi)  cos  i(Ö-©i)— (y-yi)«'" i(ö-»i)l 

-  sinoi  sin(a+©){(a:-ari)  cos  i(©-  ©i)+(y-yi)sinl(©-^)) ; 
so  ist 

A + B+(C-J^)  (y-yi)= 2irco8  J(»-ei, 
^ -B-(CfZ))  (y-»i) =2isin  4(e-©i); 
(4-2?)8in4(©-«i)-2(C-/>)(a:-a:,)co8l(Ö-e,)-KC+D)(y-y,)einK»-«i) 

=— 2icos4(e— ©,)», 
(^+Ä)co8i(ö-ei)-2(CfZ)Ka?-J:i)8in4(»-©,)-(C-/>)(y-yi)cosi(©-«,) 

=— 2«sin4(©— e»)». 
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Führt  man  diese  Ausdrficke  in  die  Gleichang  41)  ein,  so  wird 
dieselbe: 

44)0=    #rcosJ(©-ei)« 

-Leos  i(©— Öi)"tang  i(» +»i) 
-KfAn  l(*-ei)«taDg4{9+%)» 
-+i8in  4(e-©i)staDg  4(9+»,)», 
oder 

45)  O^iT— ItangUy+y.) 

~Ung4(Ö-«i)"tang4(yf»i)»{lf-Xtang|(»+,i)J, 

oder 

46)  0=  {1  --tangi(»-»i)«tang  i(<p+Vi)'^  {Ä-Ltang  Hrh>i)\ , 

oder 

47)  0=a-tangl(©-©i)taDgi(9H-9i)) 
X  {1 + tang  i(Ö-«i)  tang  |(9»+9.,)) 
X{iC-Xtang4(,j+9),)}. 

Diese  Gleichung  des  dritten  Grades  zerfällt  also  in  die  drei 
folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

1  -  tang  i(ö-e,)  tangi(9)+ft) = 0. 
1 + tang  i(ö— öl)  tang  J  (g^<pi) = 0, 

aus  denen  «ich  die  drei  folgenden  Werthe  von  taskgi(<p+qf%i  ergeben  : 

cotl(^-^i) 
48)tangl(^)  =  |-«/*("-^»>- 


Wir  wollen  nun  die,  absolut  genommen,  kleinsten  Wertfae, 
welche  9  und  9|  in  Folge  der  Gleichungen  22)  oder  23)  haben 
können,  respecnve  durch  d  und  6i  bezeichnen.  Dann  ist,  wenn 
n  und  Hl  zwei  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, nach  den  genannten  Gleichungen  allgemein 

49)  «=;*+««,  0i=«i+wi7i; 

und  folglich 

SO)  ö— di=«--«i+(n— «t)». 

Also  ist  nach  35),  wie  man  leicht  ßndet,   wenn  der  Kürze  wegen 


Digiti 


izedby  Google 


249 

(^  — »"«w'"»(«i+*i)  l(a^a^)8in(«-^)+(y-y,)cos(*-^)} , 
50    |*'=«'*n«i««n(«+^ {(^»— aii)sin(*-A)~(y-»i)co8(«— ^)|, 
jC=siiiasin(»i-|-^) , 

gesetzt  wird; 

52)  A=A'i^fr.  Ä=il'(«l)«.,  C=C?'(-r-l)».,  B=:D'(r-iy. 

Setzen  wir  Qun  zuerst 

tangi(<P+9>i)=cotl(^-ej). 
oder 

teng4(94it>i)=taDg4l«— (e-^)}, 

so  Ist,    wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bezeichnet: 

i(9+9i)=(*+i>-i(e-e,); 
und  weii^  nun  nach  28) 

ist,  so  ist 

53)  9=(*+4)«,  9i=(*+4)»^(^-^), 
also  nach  60) 

54)  9=(*+i)»,  9}i=(A-«+ih+')»^(«-«i), 
und  folglich 


gg.    (  sin9=(— 1)*,  cos9>=0; 
(  8ing>i=(— l)*-«+«i.cos(*- 


8ing>i=(— l)*-«+«i  .cosC*— ^),cos9?i=(— l)*--«H^i  .sin(d--d|). 

Zur  Bestimmone  von  af  and  y  hat  man  nun  nach  31)  und  35) 
die  folgenden  Gleichungen: 

Cix-^x')  cos  9i  =  D{xx—a')  cos^ , 

also  nach  52) 

gg^   l  C'(a:— Ä')cos9>i==(-l)»-^i.iD'(a:i— a?0cos9, 
(  C(y-y')sin9i  =  (7-*)"^*-^(yi-^)8iD9. 

Fahrt  man  aber   in  diese  Gleichuneen  die  Werthe  von  sing?, 
cos 9,  sin^i,  co89i  ans  55)  ein,  so  erhält  man: 
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(-1)*-***..  C(«-a?')8»n(*-^)=0, 

(-l)*-^»' .  C(y-y)cog(«-a,)=(-l)H—. .  /)'(yi-y'); 

d.  i. 

l  C(ar-ar')sin(«— ^)=0, 
*^  j  C(»-y)cos(«-Äx)=ß'(yi-y'); 

aus  welchen  Gleichungen  x'  und  y'  bestimmt  werden  müssen»  vras 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  von  r  würden  sich  aus  demObisen  verschie- 
dene Ausdrficke  ableiten  lassen.  Nach  der  zweiten  der  Gleichan- 
gen  12)  ist  aber  z.  B. 

(y—y')  ^iD  a=i*  sin  q>  sin  (9— -if^-f-a) ; 

und  weil  nun  nach  21) »  49)  und  54) 

58)  ifi=(*— n+l)»— «, 
also 

ist,  so  ist»  wie  man  leicht  findet: 

59)  (y-y) sin «=(—!)*+•. r sin (a+d), 

mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  muss.  Da  r  stets 
eine  positive  Grösse  ist,  so  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichung 
auch  neurtheilen»  ob  k+n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Hat  man  r,  so  ergiebt  sich  r|  mittelst  der  aus  9)  bekannten 
Formel: 

60)  ri=ftr; 

und  zur  Bestimmung  von  x/y   y/  und  ar^',  jf^'  hat  man  endlich 
nach  7),  S),  58)  die  folgenden  Gleichungen: 

a?i'=;:a?'  +  (-l)*^.rsind*. 


und 


Weil  aber 


int,  so  ist 


**)    )yi'=y'  +  (-l)i-*.rco8d; 


x^'=af  +  (- 1)*^ .  rj  sin  (d-y), 
»a'=y+(-l)*^.riCos(«-7). 

L-^=(-l)-«-=l 
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nnd  fo^ch 

63)  J  «,'=«'+(-l)»+-.r«fai». 


and 

Ö4J  ix,'  =  a:^+(-l)H^.risin(a-y), 


y.'=y+(-l)*+--riC08(*-y); 

welche  Fonneb  keine  Zweideutigkeit  zulassen,  weil  man  nach  dem 
Obtgen  weiss,  ob  k+n  gerade  oder  ungerade  ist 
Setzen  wir  femer 

tangi(9+9i)=~coti(ö-«i) 
oder 

tang,(g>+9i)=tang4{(ö-©i)-«), 

so  ist,  wenn  wieder  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 

««)+%)= (A-i)«+4(«-öi); 

und  weil  nun  nach  28) 

ist,  so  ist 

65)  9=(*-i)«+(9-©i),  ^  =  (A-i)«; 
also  nach  SO) 

66)  9=(A+«-fii-l)^+(«-«i),  ^=(4-1)»; 
und  folglich 

gyj    I  shi9=— (-l)*+*^*-cos(d^),  co89=(-l)HiH^i  .sin(j-^) ; 
(  sin  91= — (— i)*,  cos  91=0. 

Zur  Bestimmung  von  as^  und  y*  hat  man  nun  naeh  31)  und  36) 
die  Gleichungen 

C(d>-^)  cos  9>|  =  Z>(j?x— er')  cos  9 , 

also  nach  52) 

gg.    j  C(a:— a;')ic<>891=(^l)*^*«-ö'(a:i— a?')cos9. 


C(^--1f')8in  9i =(-1)-^*  •  D'QfiS')  sin  9 

n  aber  in  diese  Gleichungen  die 
cos  9,  sin^i,  cos9i  aus  67)  ein,  so  erhält  man 


Führt  man  aber  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sin  w, 
~    "  hall 
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0=(-' 1)* . /)'(ari-a/)  sin  («-«i) , 

d.  i. 

/y  (ari-<iO  sin  (d— «i)  =  0, 

Ä'(yi-^')co8(Mi)=  Cisf^h 

aus  welchen  Gleichungen  x'  und  y  bestimmt  werden  müssen^  was 
keiiie  Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  von  r  kann  man  wieder  die  Gleichung 

(y— y')  sin  a= r  sin  9  sin  (9— ^a) 

benutzen.    Weil  aber  nach  21)»  49)  und  06) 

70)  ♦=(*-«i-l)«-«i, 
also 

ist,  so  ist 

71)  (^u-y')8lna=-.(-l)^-«i.rcos(*-*i)sin(c+d), 

mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  muss.    Weil  r  stets 
positiv  ist,  so  weiss  man  auch,  ob  £— %  gerade  oder  ungerade  ist. 
Hat  man  r,   so  ergiebt  sich  r^  mittelst  der  aus  9)  bekannten 
Formel: 

72)ri=fir; 

und  zur  Bestimmung  von  x^\  y^  und  x^',  y^  hat  man  endlich  nach 
7),  8),  70)  die  Gleichungen: 


^j.    1  a?i'=a?^+(— l)*-»i.rsindi, 
ft'  =y' — (- 1)*^' .  r  cosdi ; 


und 


74)   j^'=^'  +  (-i)*^'.nsin(«i-^), 
(  y«=»~(-l)*-«'.rtC0s(di-y); 

wo  keine  Zweideutigkeit  bleibt,  da  man  nach  dem  Vorhergehen- 
den weiss,  ob  £— «n^  gerade  oder  ungerade  ist. 

Setzen  wir  endlich  , 

tangi(9+gpi)=2;, 

80  ist  nach  35),  42),  43),  wie  man  leicht  findet: 

,  „  , .    ,     .    (C»/>)Cr-a:|)slnK^^i)+(C-/>)(y-yi)cosKg-^,) 
***'8*^"'^^^(C-'X^X*-ari)  coii(Ä-^i)^C+i^)(y-yi)«ini(e-ei)' 

und  nach  50)  ist 
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Ist  nun  n—ni  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

(C4-Z))(a>-<ri)8in4(ö-«i)+(G-D)(y-»i)  cos  l(e--9i) 

={C(— !)"■  +/)'(— 1)"  1  (a>-ari)  8in4(«-«i)  •  (-!)«•-•') 
+{C(-1)»— /)'(-l)»}(»-yi)co8i(d— «i).(-l)M— '> 

und 

(C-D)  (a?-ari)  cos  i(»-«i) — (C+ß)  (y-yi)  sin  i(e-»i) 

= {C(— !)"• — /)'(— 1)" )  ix-Xi)coB\(S-Si) .  (- 1)«"-".' 
_{C'(-1)».+D'(— l)»)(^^yi)8inl(«-Äi).(-l)«— ■>. 

Weil  aber  in  diesem  Falle 

also 

Ist,  so  ist 

(C+  D)  (ar-JTi)  sin  4(ö-ö,)+(C-/))  (»-yi)  cos  i(©-©i) 

=  (C+Z)')  (a^-^i)  sin  4(*-«i) .  (—!)*(»+»'' 

•+(C-/)')(!f-»i)cosi(*-«i)-(-l)'<"+"'' 
und 

(C^-/>)  (av-<r,)  cos  i(©— e,)  -  (C+/))  (y  -y,)  sin  i(e-«i) 

= (C—/)')  («-«i)  cos  4(d^-^i) .(— 1  )«-+*.) 

-  (C+2>')(y-y,)8in  i(d-d,) .  (-  I)l(t-.) ; 

also 

(C+D')(x-a:x)8inK^-^;-Hg'-J>')(y-yi)cosKg-^) 
75)  tang,(9+%)=  ^c'-Dr)ix-xi)  cosi(d-«i)-  (C+I?^(y-4i)sini(Ä-«,)" 

Wenn  n— »i  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  kann  man 

©—©1  =  "(«--a,— «)  +  i(n—ni+i)n 

setzen,  und  es  ist  dann 

(CfZ))(x-a:i)sini(»-öi)+(C-D)(y-yi)cosi(ö-©i) 

=  --{C(-t)«.  +ß'(-l)»)(x-^i)co8j(«-«i)  .(-1)«"-"'+»' 
+|C(-l)-i-2y(-l)"l(y-yi)sini(d--d,).(-l)«"-".  +  i) 

und 
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(C-  D)  (j>-Ta:i)cos  i(e-©i)~(Cf D)  (y-y,)  sia  4(©-©i) 

+{C(-1)«.  +Z)'(_l)lij(y_^)cosJ(J-d,) .  (— l)i(— .+1 ) 
Weil  aber  in  Lesern  Falle  ' 

s  also 

ist,  so  ist 

(C+i>)(«-ari)8in  \{Q-®i)  +  (C-D)  (y-^i)  cos  4(Ö-Öi) 

=—(C-jy)  (x-xi)  cos  i(Ä^«i)  .  (-  l)J(«+«i+  » ) 
+(C+2)')  (y-yi)sin  i(«-aj).  (-1)«»+-.+ 1> 
und 

(C-  D)  {x-xi)  cos  4(0-©,) — (C+  D)  (y-yi)  sio  4(0-©|) 

=  (C+2>)  (ar-ari)  siu  i(*-^)  •  (—  1)«»+««  +  D 
+(C-/y)  (y-y,)  cos  i(«-«i).(-l)«»+-'+i); 

also 

76)taDg,(H^)=    (CV4.2>')(^-^,)rin.(j-^,).Kf-_i>)(y-y^)eo<Mi>- 

Bezeichnet  man    den,    absolut  genommen 5    kleinsten  Werth,  , 
welchen  die  Formel  75)  für  4(g^fg^)  liefert,  durch  i;  so  ist,  wenn 
X  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

77)  4(9+9^)=«+^; 
und  weil  nun  bekanntlich 

ist,  so  ist 

78)   i  9=»+i(«-«i)  +  {Ä+i(«-«i)N, 
( <pi=»-««-«i)+U-i{»-»i)}«; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  diesem  Falle»  wo  n— ^^  eine 
gerade  Zahl  ist,  i{n—ni)  eine  ganze  Zahl  ist. 
Also  ist  ' 


79) 


sin  9 = (-  l)^+««-"i).  sin  {i+  i(«-Ji) ) , 

cos9=(-l)^+«<^""""^\cos{i  +  K*-*i)); 
sin  9,  =(-  l)^-ä(»-«,).  sin  j,-- j(d-d,)  I, 

cos  9>i  =  (-  l)^-iC«-»i)^  cos  \i  -  i(^-*i)  (. 
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BekaDDtiich  liat  man  aber  Dach  dem  Obigen  sar  BeBtfanimuig 
TOD  a^  lud  %f  die  Gleichungen : 

C{X^X)  C03  9>i  =  (—  1)*^» .  Dipbx'^x')  C08  9 , 

oder^  weil  in  diesem  Falle: 

(-.!)•-«,  =  1 
ist: 

CXxsi)  cos  tpi  =  Z^Ca?!  — ä')  cos  qt , 

C'(^-y)  Sin  9>i  =  ^(yi--y')  sin  9. 

Führen  wir  nun  in  diese  Gleicbunsen  die  Werthe  von  sio^, 
co89>^  slnq^i ,  cos 91  aus  79)  ein^  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

QPj'  j  C'(a;-aOcos{i-i(«~di))=Zy(:ri-.j:')cos{t  +  4(«-^,)}, 

(C'(y-^>in{i-i(*-^)}  =  ö'(yi-y')sinU+i(«-«i)l; 

aus  denen  x'  und  ^'  bestimmt  werden  müssen,  was  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit  bat. 

Zur  Bestimmung  von  r  benutzen  wir  wieder  die  Gleichung 

(y— y)sina=r8in  ysin  (g?  —  ^+a). 

Weil  aber  nach  21),  49)  und  78) 

81)  ^=t-i(«+*i)+li-i(»+«i)l«, 
also 

ist,  so  ist 

Cy-^yO  sin  a  =  (- 1)^+*<"'""'>+".  r  sin  (a+g)sin  {t+  l(*-«i)l. 
Es  ist  aber 

(_  l)HJ(«-«i)+»  _^  (_  ijHU«-«!)^  /    1^« 

=  (-  i)Hi(«— "1)^  (— 1)"""=(— l)^""i("+"»), 
und  folglich 

,     82)  (y-y)sin«=(-l)^-i<"+">>.rsin(«+a)8in{i+4(«-^,)l- 

Da  r  immer  positiv  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung, 
aus  welcher  r  bestimmt  werden  muss,  zugleich,  ob  A— i(a-fiii) 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  r^  mittelst  der  Formel 

83)ri=^r; 
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'und  xiir  fiesifanmiiog  von  Wx9  9i  vnd  a^,  g%  erUUt  man  die  fol- 
geDdeo  Gleidrapgen : 

(  «,'=a^+(-l/-«"+''>.r«»|f-l(*H)l, 
(^'=y  +  (-l/-i(»+"').r8iD{t-4(«^)); 
und 

jai'=ar+(-l)^i("+''«).rjCO«{f^-i(»H)U 

(  3fti'=y +(-l/-«^"+"'^r,"in  lH7-i(H«,)}; 

WO  eine  Zweideatigkeit  nicht  vorhanden  ist,  weil  man  nach  dem 
Vorhergehenden  weis«,  ob  X^i(nrhii)  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bezeichnen  wir  den,  absolut  genommen»  kleinsten  Werth,  wel- 
chen die  Formel  76)  för  H(p+(pi)  liefert,  durch  i|;  so  ist  nach  75) 
und  76) 

cotti=— tangi. 

Jenachdem  nun  i  positiv  oder  negativ  ist,  ist  der  absolute 
Werth  von  i—lk  oder  t+i»  nicht  grosser  als  \7t;    und  weil  nun 

cot(tT4w)=~tangt 

ist,  so  ist  offenbar 

86)  £t  =  iTi«, 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,   jenachdem  t 
positiv  oder  n^ativ  ist. 

Ueberhaupt  ist  nun  wieder,  wenn  il^  eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

87)  l(9H-9^)=h  +  ^«. 
und  weil  bekanntlich 

i(9-^)=i(ö-öi)=  4(«-^)+i(«-«i)» 
oder 

i(9— 9i)= K*-^i+»)+4(«— »1— 1)» 

ist,  so  ist 


88)    , 

(  9i  =  «i  — 5(0-01+^) +  {ii-i(w-«i-l)) »; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  diesem  Falle,  wo  ti^iti  eine 
ungerade  Zahl  ist,  l(n— »i— 1)  eine  ganze  Zahl  ist 
Also  ist 
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(»10  9.=     (-l/t+M»^'*'-»)  cos Ä + l(9-i^)\, 
co89>=-  (_-l)i>+K»-«.-l)  gj„ {i,+i(«_a,), . 

oder  Dad)  86) ;   ..  ;  I   ,_ 

sin  9.1  =  T  (_l/'-K«-«.-l)  ,i„  {f-i(*-^i)) . 

cos  %' = T  (—  l/'  -W«-"»— 0.  cos  |t-:i(*— *i) ) ; 

fr»  die  obefn  oder  mtUfu  ZeicheD  zofoeiiaieti  «iadv  j^nAbldem  t 
fositEr  oder  negativ  ist    •  !>'    t  'i^  ^^  -  >  '  • 

Zur  BestimmoDg  von  j;'  und  y   habeviiwir  bekferintUdi'  die 
GleiciMgeni     •  '       .  .  .  •{   .  <    . 

C{x-^x')  cos  ^  s  (— 1)^-^1  i  iy{xi—af)  cosg» , 

P(y-i^)»io9^=(~l)-r«..Z)'(y^--j(>^^^^      

oder»  weil  in  diesem  Falle 

-  ■  ^  l     V 

ist,  die  Gieicliangen : 

C(a:—a:')  008^;== — DffCx'-x')coB9p^ 

C^(y-^  sin  9i  =  —  ^CVi— y)  si"  9- 

Führen  wir  in  diese  iGrleicfanngen  die  Wertfae  rbn  sin  9,  cos  9; 
sin^i,  cos^  4as  90)  ein,  so  erhalten  wir  die  GIei|qI|upgen : 

( C'(y-y0sinli-^^*-4j)  =  Zy(yi--y)sinU+ 

welche  von  den  Gleichungen  80)  nicht  verschieden  sind.  Die  Be- 
stimmnng  von  x'  und  y'  mittelst  dieser  Gleichungen  unterliegt 
keiner  ochwierigkeit. 

Zur  Bestiinmpg  von  r;beqtttse»,wif  auch  jetzt  die  Gleichung 

Weü  aber  nach  21),  49)  und  88) 

HmUto.  IT 
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ist,  so  ist  ^ .       ,    .      :  '    / 

Cr^:)  siD  «=  ±(- l)^»+i<"-"^-'^+".r8in(«+«)siBU+i(»-*i>} , 

wo  das  obere  oder  unteon»  Zeiehen  wi. nehmen  ist,  jinachdem  t 
positiv  oder  negativ  Ist    Es  ist  aber 

and  folglioli 

93)  <r-y')ßin  «= ± (-.1/»-^"+''»+^'  .rsirt(«-M)sin(i+i(Ä-«i)}, 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 
.    Mitteist  dies«'  Gieitehung^  ist  i*  zu  bestteunen,  und  daFfanoMr 
positiv  ist,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  zugleich;  ob  Ai-rrjf(ti4«i*f  J) 
gerade  oder  uogetade  ist»  /        :  •>    f 'N 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  r^  mittelst  der  FofVWl.  •  ^ 

94)  ri.=f*r;  > 

und  zur  BestunnfiUDg  von  Xi,  y/  und  J?a'>  y,'  hat  man  die  Formeln : 

^/=:a:'-(-l)**-i("+"*+^^rsin{.\~4(«+«i)l/' 
yj'=,y+(-l/i-K«+«i+0.yeos(ii-4(^+Ä,)U 
und 

y/=3,:+(-l/«-i("+"'+*>.rcos|<,-|r-'l(W*n; , . 
oder  nach  86) : 

WO  die  obem  oder  untern  Zeichen   zu  nehmen  sind,  jenachdem  ? 
positiv  oder  a^^tiv  pst.  .  -  '  ! 

Eine  ZweiaeutiglEeit  Icann  nicht  Statt  finden,   weil  man  nach 
dem  Obigen  weiss,  ob  li'^Un-^ni+l)  gerade  oder  ungerade' Ut 
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Aus  den  Gleichungen  82)  und  93),  welche  flir  r  offenbar  ganz 
deuMlben  Werth  liefern ,  erhellet  >  dass 

(_l)^-"l(''+»i)  und  i:(— l)^*-i(''+''*+*), 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist,  stets  gleiche  Vorzeichen  haben.  Und  da 
nun  auch  die  Gleichungen  83)  und  94)  für  r^  ganz  denselben  Werth 
liefern ,  so  erhält  man  offenlmr  auch  für  Xi  >  yi  und  x^',  u^  aus 
den  Gleichuneen  84),  85)  und  95),  96)  eanz  dieselben  Wertbe. 

Daher  fiinren  überhauBl >di^  Foriosln  75)  und  76)  ganz  zu  den- 
selben Werthen  von  x*,  jf^;  M\^y%'l  xj,  v,';  und  man  braucht 
also  in  allen  FiUea  bloss  die  frste  dieser  beiden  Formeln  anzu- 
«v»Btei»  d.  h^  Moss  •  {  ' 

oder,  wenn  der  absolute  Werth  tob  {nicht  grfisser  als  \n  ist,  Itloss 

m  setzen* 

Diese  Gkichung  bann  man  audi  auf  dt^  F\orm' 

m)  tangt= \^     jy.jy ' 

bringen;  uod. berechnet  man  nun  die  Hülfswinkel  St  und.  J2|,  mit- 
telst der  Förm^bi 

99)  tangarr|^,  taogÄia:g±^tangl(«-Ji); 

so  erhält  fsail  nach  einem  bekannten  gontometrisdien  Satae: 
WO)  tangtf=tang(Ä+Äi).       .  / 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  i  ohne  Scbwierigkeit  gefunden 
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Sclirellien  des^  Herrn  Profe^Mr  St^f« 

eben  im  der  JBeole  mfUtfii^e.Bel^Qiie 

zu  Brüssel  an  den  Herausgelier. 


Je  viens  maibtenant  compl^ter  ce  qae  feXii^j^evt'Vh^nmS^ 
de  V0118  comminiiquer  sur  un  cas  liarticumr  ^  l'kttractioD  des 
poiDts  mat^riels  par  un  centre  fixe,  a  ToccasioD  de  qaelouAs  pM- 
sages  de  l'oavffag«:  de  lMr4d'e  Penl^ce-ulant*  iia  dMrtAlssion 
roulera  priDcipalement  sur  la  propositioD  32.  Nr.  264.  page 
103.  T.  I.  de  1^  m^canique  d*Ealer,  intituUe:  Mechanica  sive 
motus  scienfia  anaiytice  expasita.  Petropoli.  1736; 
et  sortout  il  s'agtra  de  redresser  quelques  inexactitades,  qui  se 
trouveiit  exprimeeg  aus  Nr.  269^  270 ;  271,  272,  273,  relatife  >  la 
propositioD  citee.  '       ^ 

Daus  ce  oui  suit  je  supposerai  le  texte  latin  de  Vauteor  deTan^t 
les  yeux  des  lecteurs,  et  au  besoin  je  pouirais  'le  ttansci'ii;e  et 
le  communiquer»  Mais  comme  cela  ne  nous  semble  päs  fa^cessaire, 
je  me  boraerai  ä  tra4iiire  l'äooncä  latin  du  probleme  qui  forme  le 
poiut  de  di^part  d'Eoler,  et  de,  notre  .discnssioii : 

Seit  C  un  centre  de  forces  qui  attire  d'apr^s         ^A 
la  loi  d'une. p^ii(8an<ie  LqaelcojD^u.e,d;#fili  difSita«-    ;;{  .)_. 
ces;    si  un  corps,  d'abord  au  repos  en  un  point  P 

Af  Tient  li^tre  attir^p^r  ce  poini  C^  ^^  demande 
quelle  sera  sa  vitesse  en  un  point  quelconque 
de  l'espfcee  ACf  '       J  ....   j_ 

Pour  toous  conformer  le  plus  qne  poKsIble  a«tt'm>^  ^ 

tkms  in^es  du  texte,  supposons  le  mobile  d^jä  KtAv^  de   ' 
il  en  iP  et  faisons:  ZP*=jr,  AC^ä,  1SP='^,   pärtant 
a — a:=;y. 

L'^nergie  attractive  sera  cens^  en  raison  de  la  nf*'^  pnissance 
des  distances,  et  Ton  designera  par  /  la  distance  k  laqnelle  le 
Corps  tendrait  vers  le  centre  -C  «vec  une  force  <$gale  au  poids  p 
(j^u'il  aurait,  sll  ötait  plac^  äla  surfacckterrestre;  v  d^notera  la 
vitesse  du  mobile  en  P  entre  ^4  et  C,  et  «  sa  vitesse  variable, 
quand  il  est  arrivä  en  Q,  au  dessous  du  centre  C,  si  toulefois  ce 
cas  est  possible«    On  aura  d*aprds  ces  notations: 
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4?  d^signant  dans  ces  deiuc  dernl^res  dquations  la  diatance  du 
mobile  k  8on  point  de  d^part,  c'est-li-dire  la  ligne  AQ,  tandis  que 

dans  |e  l*"  eas  jp^AP. 

.Si  Ton  integre  la  valeür  de  vdv  et  que  Ton  ddtennlne  la  coii- 
staDt6  d*apr^8  la  condition  de  «=0,  ponr  ^=0,  od  obtiendra. 

^qiiation,  qui  devient  ideutique  au  r^soltat  d*Euter^  siTon  coDvienl 
avec  lüi  de  mesurer  la  vitesse  par  la  racin^-^quarr^^  de  la  hauteur 
dAe,  ^'!öt  cwd  renrieDt  i  pmudre  pour.  uniW.de  vHesses  la  quantit^ 
2g  ou  le  aoiible  de  Taccäli^ratioD  dela  pesantenr  terrestre,^  HaU 
remarquons  en  passant  que  plus  taird  dan»  sa  mtotüique  dee  eorpB 
Eigides  iStnteur.a  renobctf  k  cette  maoii^re  de  meeufer  |es  vitease« 
pour  ötablir  des  Conventions  auiourd'bui  plus  giiSn^ralemeDt  adop« 
töes  et  plus  commodes»  quoiquun  peu  pius.leDffubs»  >  .  i  • 
En  mt^grant  la  Taleur  de  udu  ötablle  plus  naut,  oo  a 

ti*=Const--ay/^^^^)^  , 

^dstiöu  4aD8  la^elle  la  cdustante  lünen^  par  nntferatfen  expitee 
^demment  la  Titesse  du  mobile«  parreira  au  oeufre  d'attracüoo 
iai^iwe.  Mais  cette  vHesse  doit  se  aMiire  aossi  de  la  ?aleiir  de  t, 
eu  y  preuant  y^sO»  ce  qui  donn^ra  pareonstfqueut: 

CoD8tante  =  a^>^^^^^^, 

/  etpartant:    ««=2^. (n+i)f» ' 

Mmi  la  phw  grande  yaleor  de  :r>a  est  ar=:2a,  de  «orte  que  le 
fli^le  se  oient  d*un  ipouvemeut  rectUigne  altematif  de  ^  en  C  de 
C  en  B  pour  VBcsiCA,  et  puis  de  B  en  ^ ,  et  qu*tt  a  des  tites» 
ses  tolles  de  part  et  d'autre  du  centre  d'attraction  C;  c'est  ce 
qve  cMmontre  la  eomparaisoa  des  Taleurs  de  e>  tf.  Mais  si  le  mo* 
£ile>  arriri^'UDe  1*^  loisen  C,  se  ttemrait  reyouss^  de  C  en  Qp 
«"est-ä-dire  sl  la  foiee  centrip^  continuait  k  asir  sur  lui  dans  le 
ntaie  ^DSy  les  accroissements  tf^mentaires  au,  dsf  seraieBt  de 
utaie  eigne  au  dessous  de  C>  et  Ton  aurait  dto  lors: 

Ainsi  la  vitesse  du  mobile  Indt   constamment   en  ^^roissant 
de  Cvers  Q,   depuis  sa  valeur  en  Cjusqu'ä  Vinftni;    et  un  tel 
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r^ultat  etait  Evident  d*aTan<^.  Miua  dans  o«  qol  jfrMfäe 
avoBs  8appos4$  n  +  i  positif ;  voyons  ce  qai  a  lieu  povrr  lehtas  coo- 
traire  de  n+l  Q<$gatu.  Eo  posant^ alors  fi-|-l:=^iit,  m  ^taot  an 
Dombre  poaitif«  od  aura: 


U*^CoU^+ig:-^l-;,. 


R^maraaons  d*abord  que  confonn^ment  auz  oötations  la pfus  Gdble 
valeur  de  07  est  Ici  a;:=a:  oren  firekiant  or^a,  il  niut  qu'on 
retrouve  la  vitesse  qui  anime  le  mobile  en  C,  et  ^ai  deyient  in- 
knie  d'apr^  la  valeur  de  v»  stabile  pour  n-f  1  positif  ou  n^atifl 
On  aura  dooc:  OD:;=ao-f  cooet  et  cette  egaliU  se  tronve  rnüe  ponr 
une  valeur  finie  quelconque  de  la  constante  qui  semble  ainsi  rester 

äiconnue  et  iod^^terminee.  Mais  si  Ton  consid^re  que  (a  vraie  valeur 
e  la  vitease  acquise  en  C  u'est  pas  seulemeot  J  ou  cö,  miäa  bieo 

^.*r — Xo—  "'^^r*»  ®*  fl"*  ^*^^  ^**®  valeur  tetate  quil  fant 

^gaier  li^  "Ce.  que  deyient  u^  po^r  a^a,  on  obtieut  röellemebt«  en 
ne  n^^llgeaht  plus  I^  f i  n i  par  rapport  &  rinfirfl :  Const :sr  — ^^^^-; 
et  cette  valeur  donnepoiir;  tt':  ... 


/«+i  /  -   1  1  \ 


f^jualiMi  <|ill  exprime  le  Viiritable  monvem^nt  du^  point  n^i^ael  et 
aailoboe  qu'iL  y  a  r^llement  uu  mouvement  rectiligpe  alteproaptif 
cemaiei  pi^ur  le  cas  de  n+i  positif.  Du  reato  Ja  oeceasiM  du  nMMir 
vement  alternatif  se  coo^oit  directeoneDt  et  saus  auato  calcnl,  soit 
Que  Tattraction  se  fusse  d'apr^s  la  raison  directe  seit  qu*elle  ait 
heu  d'apr^s  la  raison  inVerse  d*une  certaine  puissance  de  F^lois- 
nement ;  en  effet  däi^s  le  1^  cas  le  mobile  se  pri^dpite  sur  fe 
centre  C  avec  une  vitesse  finie  de  C  vers  Q,  et  la  tbrce  alors 
nulle  de  ce  p^in't  C  ne  säurait  hii  enlever  cette  vitesse  iustantan^ 
ment.  Dans  le  secoad  ^as  le  mobile  se  pr^cipite  avec  une  vitesse 
infinie,  et  la  Force  du  centre  qnoiqu'innnie  alors,  ne  saurait  d^ 
truire  cette  vitesse  de  C  vets^Q  d'une  iNani^re  brasqne  et  Instatt* 
tanöe  etencore  moins  saüratt-il  la  raptodulre  en  sens  coiilri4ra 
de  C  vehs  A;  cela  eftt  aut^  ävident  par.la  löt  de  conttnuil^»  q^ 
est  evident  flu  une  fd^ce  finie  ne  aaiirait  itnpirimet  inataDttadinettt 
une  vitesse  nnie  ä  uoeroassfi  finie.  RMiiarquoos  eDeotesM'  daas 
le  cas  qui  d<nis  eecups'les.  fonnules  .gän^tales  da=ivdt,  iwff— yrfg\ 
•tc  se  sont  plus  applicables  au  passage  du  mobile  par  le  centi« 
nl  pour  ses  positions  iofiiiiment  teisines  en  decaiet  au  de  Hk'de'Ce 
point;  puisque  dans  c>ette  ^lerfdoe  de  pdsitions  la  ferce  iofinisienl 
grande  de  C  imprime  et  enleve  ensuite  au  mobile  des  degr^  de 
vitesse  finis  k  cnaque'  coup.  ' 

L'bYPotbdse  sur  laouelle  nous  avons  basö  Fexistence  de  la 
.vitesse  7  et  de  la  fontiule  udu^ ....  n^est  dotocr  Mui  i^me  miette 
2k  la  tnolndre  difficult«.  ,    » ^^^ 
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U  iMNig  reste  encore  k  msaxolne^le.eaa  sp^ial  oft  la  force  dn 
eeolre  est  simplemeDt  en  raison  interse  de  la  distaDce;  ce  qni 
doDoe  fi-fl  =  0.  Mais  ici  eocore  nous  foroDS  une  opi$ration  ana- 
tegtM''&  o«ye  desantresea^  df^ä  exai^in^li/b'^sf-ä-^mi^e  qM  doos 
B«  devons  jpas  «oiis  en  tentr  aus  ^miatfond  entre  qnantttes  finies, 
ölitetlirtiB  diine  mani^re  g^^o^mle/mais  qaH  fant  remontet  h  F^qua- 
tion  diffärenüeile.mtee.ftti  exprime  le  mmyement  psv  «■  hMteAl 
Or  OD  obtient  ici  imm^diateinent: 

partant:  ««:t=Coii8t.*-2a./.iog(ir— a)=!=C-^%/)og(4;-*«).  Seid 
«0  ia  vitesae  avec  laqaelle  le  mobile  qoitte  le  centfe  O  peur  de« 
•eendre  de  C^veie  Q.  On  anra  donc: 

poiinru  que  Ton  fasse  dans  cett^  derniire  ^quattön  a^a.  Mais 
OD  trony^ra  de  iß^mei  .      •     : ;    . 

pötirtii  que  l*on  Hi^se  daits  ceHe-eijfssO^  Eh  sabstttoant  cette 
vafeur  öa  plot^i  oette  forml»  de  'U%  dans  Taatre,  oü  a 

tfqnation  qoi  donne :    €onste=:  2^./  •  log .  p^ 9* 

y » 

D'ailleurs  la  distance  nulle  ou  infiniment  petite  x— a  est  mesn- 
1^0  de'  C  vers  Q,  et  la  diatance  naUie  o«  iafipinMt  petHe  y  est 
vt^maie  de  C  vero  A  en  aeiiis  contraire*  Mais  (Bonuiie  ce  sont 
des^qaantit^  abc^olüeS/  attendu  que  les  signeti  (4-*^)  ont  öt4$pris 

d*abord  en  condld^ratioor  le  rapportp-^ — ^)jsl  töntefois liest d^ter- 

mlM,  sei«  a^cessairement  positif.  Je  dis  de  phis  Ipi'il  est  ^al  i 
Tuniti^.  En  eKet  si  l'attraction  cessait  k  une  distaficö  entre  Ä,  C, 
p9:z8,  pout  reconmencer  quelques  iostuits  plus  tard  apar^ft  ipie  le 
mobile^  qui  alors  descendrait  erideoinient  vera  |e  4^entre  et  ea  deia- 
sous,  sentit  k  une  distance  au  dessous  de  se  point  ^gale  k  V^szx^a, 

la  constante  de  ce  nonveaa  möuTeaieBt-eMlut:  %Alog(^);    et 

conune  rien  n'emp^che  de  prendre  l'arbitraire  &=^i,  quelque  petite 
ane  seit  oette  iflerni^re»  on  ania  povr  le  cas  oili  raeaon  du.  oentre 
C  n'eat  pas  sospendue»  Const.  =  2^.1oga;  de  Ik  on  coilelttt? 

iandisqde  pour  le  mouvemenf  entre  A^  C  on  tr<)iftre  dstfment: 
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Qr,  qomme.  Cfiytt9;  valeur  Ae.u^Q,:  pour  arsz^aj  il  y  «orA.eii^or« 
ici.aO'mb^ye^Dt  <iscil|at^r^  de  pari  ^t  d'antte  du  centii^  4  atjUactio^^ 
..;,.,j5U^  Wbife^.pwvjnn  0D  C  coBtinne  a  4tre  pousa^.pur.k^  forcie 
du  bentre^  mvant  .^^C  piNilongtf'>TeTs  QiQ^oii'aiinit    ' 

wrfii=^./.(- — -)^  tt*=2^.1og(a? — a)+Con8t. 

En  d^tenainaDt  la  coDstante  comme  pr^k^demment  on~  troove 
^'"'^Ue.efit  rafini*»^  de  «drte  au  au  deeseu«  du  eentre  la  vitesae  ae 
coinpose  dd  deucc^  partiefi»  dune  vitetfse  infinle  et  d'me-  yitctes^ 
fioie  qui  augmente  de  plus  en  pliis^,  iiiais<  dout  les  acdcrrtBewmeDts 
vont  Sans  cesse  en  diminuant.  Or  c'est  la  ce  que  Ton  con^oit  en- 
core  imm^diatement  et  saas  -fitire  jotervenlrje  calcul. 

.  Montucia  s'esf  ^galement  tromp^  au  sujet  de  l'attracfion  des 
points  uiat^riel^  It  priSfend  dWr^s  Newton  (histoite  des' m^Hi. 
t.  II.  p.  447.  et  448.)  oue  dans  le  cas  d'une '  attraction  iBn  talsön 
inverse  du  quarrt  de  la.distance  le  mobile  ne  descende  pas  au 
JifiSäous  du  eentre^  tandisque^  pbor  oelut  de  la  raison  iDverse  simple 
il  lui  attribue  un  mouvement  aiternatif. 

ProGtoüMtide  la»  pr<toente  .<icoai«4on  ptlir  «zpUqueri  on  pi#t«pdii 
paradoxe  y  remarqu^  paü  D'i^Iejftbecl  et.^qilt  ses  rappecte  eo  ß^U^f 
a  la  mati^re  pr^c^den<e.  Voici  en  resum^  ce  qn'expose  l'auteur  (opus- 
cules  math.  f.  4.  p.  62):  ,,un  point  matffriei  ^es^  attir<$  par  nn 
eentre  C  en  hfi«roh  i  itfrerde  du  ^jj^iärr^  4e.  Uai^^^ce:  on  aura 
d*apr^s  l'auteur  et  dans  les  notations  admises : 

' '  Of  fit  on'Mppose  atec  lui  qu'au  desseus  de  cet;entre  laforee 
iseDtrip^te  ne  change  pas  de  signe>  il  s'edstiit  que  commeo;  eet  alofft 
plus  grand  que  a,  laralenir  de  t)  öu  u  deyieirt  hna^inali«>  ce  qöi 
est  ult-il  assex  pavadoxe^  puisque  la  vitesse^  <|ui  est  infinie  au 
eentre  9  döit  ensuiie  augmenter  encore^  car  lorsque  le  mobile  a 
pass^  ce  pdiutr'  II  regoit'  de  noweaux  coupsdans  le  mömeeens 
qii'alipaniTani. '^V  »  •  /. 

D'abovd  notfs  T^^marquerons  que  r^oation,  en  ^dp  qui  sl  4t>i 
^abMe  ci-de«8UB  dpiine  en  g^nörah 

8i.ron  yentavoirla.TitlBssee^  entre,^l,.Ci  onfwutd^tehninen^ 
<^nslaii4e.par  la-cetaditien.de  «=0^  :r=^0  4:1a  feis-;  ceqaadonDe 
en  effet  la  yaleur  de  v^  de  la  formule  (A).  Mais  si  Ton  veut  avoir 
la  yitesse  du  mobile  pour  «ne  position  Q  inf(^rieure  k  C,  la  pr4- 
cMente  d^termination  de  Ja  constaAte  devient  vicieuse;    car  dans 

r^qoation.  J**  rpCoost.  Täjr/"- 5:!^:  U.  ^'e/^t.plua  ,penaijp  dje,  la 
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d^taimiDer  d'aprts  la  condition  de  uszO  ou  9=0  ei;r=:0  ä  la 
fois;  pulste  dous  savons  qjiau  centre  C,  oü  a;=a,  cette  vitesse 
est  iDfinie.  NommaDt  donc  tfi  cette  yalemr  iofinie  de  u,  od  doil 
avoir: 

Nommant  de  m^me  r|  la  yitesse  acqaise  par  le  mobile  aniv^  de 
^  en  C»  OD  aara  eocore: 

lll9i>4«ri9l|itMtöi«f>^iHaqittM|qilftiiiitt|«ilf«ilt8f  diTHni 
doooera:  ^  -  m 

Od  Yoit  doDc  par  Ik  que  C  a  uoe  valeur  iofioie  4^/*.K»laqaene 

est  ^qnivaleote  ä  Si^i*.     8i  Tod  eabstitne  cette  valeur»  od  tronvera: 

i(S==:2ri*«--^.^AiillJI'lia  (leM^us  ^'^celitpfc  1«  fitdteeda  mobile 

d6jk  iDfioie  amgpqepte  de  ^  phia  leo  plup  i  nww^  rilf  .p'f  ^pindra  Jamals 
la  liout^  iofioie  ViY2'  ^^  calcui  o'est  dooc  pas  o^^cessairemeDt  od 
di^faut/coibme  le  d^Iare  D'Alembert»  et  au  cootraire  II  doooe  tout 
ce  ^uil  dolt  doDoet;  äSsifue'  f^D^Vlidinree  |^i^  gr^ifMI«ttl  que 
la  vitesse' dir  mobile  paisse  ^tre  exprim^  par  ooe»  seole  et  m^me 
formule  avaot  ef  apr^s  le  ceotre  d*attractioD,  et  que  la  eoDstaote  ar- 
bi^Nf^r^  ,4pM!^  .«TW  m»  v^fif  qi^rssujt^  d^n^Q^  f\^9  ^  **  f^*^ 


•  •.»!•  -1        ''!.     "!•»'«    '-»I".    soll     'li  .'•       'ii}:»     .*T}     [.!•-«!    f)l        ■'   .    .    1  ■•   S   ■'!!' 


'I  «i  M  '» ii    ,  ", o  »  .'.  I  ;j  •.• :  i  .,  i , 

«.I    ••;    4.1         •'••    :-t''    .'•    •    I  !'  •       ..    '.'>'!  ■/.   •  •  !  •!•  •   •>       .il   <  j:.ir;   <«••».! 

•  '♦•  I   n     •  '.».in  •  I.    »     ii*.!-»  «  ! '      t.      *.[ 

■:   11    .  *'   "I.   :>   I  .  ;   ' '.>   'i     >        ,'   -  nti^.  m.-  .»   .    .■  ' ''i.\\  r    .     « 

"'-.i"        •'.»     t-.rl     ,'    .    i« '.j     «IM       Vi. in,..   ,   '    I  j'i    >)ici  'I   j  ■.••'.♦  '      f'    ti;ii'' 
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In  qnaestloniiMii  ä  CeleÜ.  A,  OQpel  in 

V.  Tl.  paff.  39.  proposttam  emnpiete 

eolTendam. 

>!  s  And.  I)r.  B.  O.  Bj  S.rUiig, 

ad  Academ.  Upsal.  Doeen«  Mathet. 


■ » *  •  \. 

,\,\  ,;,.  ;       ,„  .  "  ":.  '■':'■  •■.«in(n+i)j- ';; 

.  (lutfue  «d  primvp*  tenpuDam  cwnegceptem)^ <   v' 

••  >   ■  ■    •  •  "i  •"■•       :■    1  .'  ■    ' •    ..  ■lo-r--       .    ..i 

-.       ..   .  •..■:,;...     •..       :        :  -..    ..  ,;       ....         ,,»  .■,.„,   . 

(3).'.l.  1  .'(n+lX  — 2.n; +3 .  («^1),  +4 .  (n— 2)« — «tc.  (nsquie  «d..i.) 

«ln(n  +  l)^] 

=}|(n+l),c<«(ii-ie-| -—"  ' 

'        .1d| 

probandas  slstit.    Qaae  antettt  cmn  nonoisi  speciales  sint  casaa« 
profecto  abs  re  haud  erit  aniversale  boc  edere  demonstrandimi 

Tbeorema.  **) 

M  mm 

DeDotaDtibus  Fo(=l),  Fi»  F,,  etc.  nnmeros  m'ordi- 
nis  figuratos»  nempe 


*)  Loco  citato  hae  formnlae  aliter  paallnlain  deteriptae  «unt  at  fa- 
dUtmo  nt(|iie  negotio  in  hanc  formam  rimplicioreni  aeqae  ac  generali 
nottrae  (T)  mf^w  confentaneam  reducnntor. 

**)  Nos  q[aideniy  qnaestione  iptd  Cel<  Gdpel  addncti,  miper  admo- 
Theoreraa  udinc  denKnutniTimnf  nee  profecto  hac  nti  occaiione 


demonttraftionit  noatrae  in  medinm  heic  proferendae  anperMdisaemna,  nid 
forte  res  alii cnidam operi nostro in  Novia  Actia  Reg.Societ.  Seiest 
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atqne  n  naineram  intekrum  <|aeiiilibet,   näbetur 
dum  nr  pär  ^«tant  9: ' 

.  (I)....  1 .  {n-tm)m—Ft  (*+««-fW,  +jF,6i>t?»i'-^iWi/-->te. 
^  (naqne  ad  primiiB,)t«rniiniim  9noeBetotem)is. 

*=(&)»>  Iv«^--* — gr^ — IT ' 

i        *       *"*       J  ■  V     ■•  '     '.'        ■  '■    .  •       •  •  -•  * 

\  ■     dum  vero  m  impar: 


In     «     »'»J     .1 


Sic  habentur  ex.  gr.  posito  snccew.  iii=0,  1,  2,  3  Commlae 
Uläe  Ö)  et  ^  ft€  jffa«terea 

(3)..-.l.(ii4^2);^3(n+l).+(fe4--«<K»-l)i+«tiNdb- ^  I 

(           siD=2                                          «In  («+1)5)  , 
=  1.    (n+2),— ^+2(n+l),coe{fi-^<);+gi. ^\i 

(4)....  l,(»H-3),— 4(»+^«—  10(«+l)«+2ft«,  -«etc.  = 


«*•? 


=ff  {(i.+3),«»(»-2)5.+2(n+2J,   -j- 
'  »  «inj- 


+  V(»+l)i  coe(«-l)i+ V .  "I 


dam  m  par  est  ant  0: 

J-i 


VvcaU  (T;  XU.)  MliM  |i«fMi4ffo  oUBUBzt  «Met  qttedanuMde.  TjpU 
%iftar  taBiem  in  To.  «equeati  inpreMam  Theereouiticy  de  q«e  tmaeritar 
deiMMtiatieaen  in  hec  ,,ArcliiTe'' 
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dam  verp  Hl  impar:     v"    , 


..I  .  w 


—  S  3< 

'=0 


•    fr 
«ID3- 


f  'i^le  hkbeiitar  «X.  gr:  posito  B%^ce&8.' m=0(  i ,  ä>  3,  loco  for- 
malarum  (l)-^(4),  istae: 


»'»8 


■iPj'-1.2(f»-l)^+a(pT^+^?-3),+etc.       ,    / 


•in?) 


„,_.._^,  =-;_.{p^^co«<p+t): 


P. -3(P-1). +6(P~2)«— 10(p-3)» +etc. 


=  -Mp.. „ 


+2(p-l)»co8^+2.- 

**  810  — 


P.  -^P-1)*+ i0(p-2),  -20(p-3), +etc. 


•.   i ■:  ---.i    .-. 


m^-  ■■■> .:   u. 


H\  -    Uli..-       i.'i.l  ■ 'f.:     •.    ..'   o.lllie^iUi    v,   .1:    11.  i! 


.  I- 


•.    :.i    ;.i  i: 
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3.    Es  bac  fsodem  fonnnli  (11)  habeatar,  poaito  p=m,  notän* 
dae  hae  nameromm  figaratonun  rolatioDes: 

!<*)   dam  11t  oum.  est  iateger  par: 
5    feSS      dD(»H-l+»f 

(III)  L  ./«•«  r?    'n..2&)  y ,^ni,^ni|f ^|-*4l:^0->  ^'  \ 


<=0         "  810- 


co4$iBcieDte»  esse  potentiarom  ipsius  x  in  evoIi^tl^.jj^pp^jilc^De^..^ 
co^fBcientem  vero  ipsius  jcß  in  evoliita  fanctiooe 
ipsam  cenficere  mefnbnipxpilkui.lteqiiatioDi#.>iiostrae  (I). 

-,..  .1        ,»i'nl  ;  *»!)   i;i:J  ..  -   ^^:  :.m,i.:-,i^-.;:  -..'    /•:   •••••>   i.  :.■,■    .     .-   ii'l 

■ .»  ;  •.  \  «li^.      •'.»-'..•••.  » *  >    I         .  ♦  \  tii  .  .. 

\i  }   1.  •      *  -•     •  '.  -i»     • » 

,  ")h'.v  : ..  I -^/X  ni".  ]n*n  •.>--•    *•••'   •;  »ji»)<*,.Mii'i   '^ili  fn,-'  Iimij   ••»iiin* 
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: »    '  *     ' . .    .  • » 5  k  I  • .  ■  « i  » .  • .  ■  1  ■  i . .  •      • '  . « I   M I  I ' 


trüber*  die  Integrale 

•^  •  .    I  :  • *^  •        •     r    _  .         I    ! 


Von  dem 


<:>'''     Herrn  Hoctor  O.  Schlomilch, 

I  Prltjp^oottteniindflrlJoiycnitfttsa  Jena. 


Man  kann  die  Werthe  der  beiden  obigen  Integrale  leicht  mit- 
telst des  von  Lapiace  vonüglich  angewendeten  KanstgriHes  ent- 
wickeln^ welcher  darin  besteht,,  di^fs  man  dieselben  in  iigend  eine 
Relation  zu  brinsen  sucht,  die  sich  durch  die  Bemerkunc,  dass 
4«^  ayFfateja^fj  £ep;  mteo.dipch  eine  Di^iireiviiatioD  ^ohMleitet 
werden  kann,  in  eine Differensialgleichung  veiwahdelt^  durcq^^e^en 
Integration  man  dann  die  Werthe  der  Integrale  bekommt  i>iese 
Methode  iSsst  sich  Her i  tot  felgeiMler  sehr  einfacher  Weise  an- 
wenden.   .,     ^       , 

SW'WVöWfe^irt-  '.;    f.     ..:.:;-    ,   ..:..... 

SO  folgt  durch  beiderseitige  Differennation  nach  f,   welches  als 
abbin 


Dn  nach 
ngig  yerinderlich  angesehen  iwhrdi 


dt 7. 


Um  nun  noch  eine  zireite  Beziehung  zwischen  den  Iwiden  frac- 
liehen  Integralen  za  entdecken,  wenden  wir  ans  an  die  identis^e 
Gleidning  "'n   - 

_,         .jrsintx     _     .        coste       sin i(jr— g)  .  sin t(r-H>) 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  dadurch  überzeugt,  dass 
man  auf  der  rechten  Seite  Alles  auf  den  gleichen  Nenner  afl^a* 
bringt  und  dann  die  Funktionen  sint(x— a)  und  sinl(x-ftt)  zeriegt. 
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sehen  den  Giinxen  »=0,  «=«.    E«  eigWUiUcH^nei:  •  .:  >y  .  x 

oder  mter  Bemtsong  de^.  CHeMnipgen  (|)  nnd  (8) 

/»•«nlg-2^     /"«Yn^)^ 

KODtaHrinan  nun  Mtf'ä€nV^i6t!^>itfikdkl^ 
dig  macheD»  so  wäre  das  Problem  der  Eotwickelong  des  Werthes 
voD  iTaaf  die  Integralion  \eiimrMTM)hi^i^p.DiffereiabIfflei^^ 
zurilclcgeftthrt    Es  hat  aber  nicht  die'minaeste  Schwierigkeit,  den 
Werth  der  rechten  Seite  von  pir.  (3)  zu  finden.    Setzt  man  näm- 
lich in  dem  etcfe^'di^4IMlM«gritf^4MJ4Ji±^yl 
so  eripebt  sich  sehr  leicht: 

,/»*sinlf.    ./•*8infe^. 
oder  dwch  ^rle^g  .  v  .> 

und  ds  in  einem  iMstimmten  Intüjg^^.nipbts  auf  die  Wahl  des  In- 
tegntionsbodistsbens  ankommt: 

Man  hat  aber  welter 

nnd  wenn  man  im  ersten  Integrale  y=s— x,  im  sweitei^^p:s  setzt : 

oder  durch  Vertauschnng  der  Integratioosgränzen  im  ersten  hte- 
gral,  wodurch  dasselbe  positiv  wird,  '  •»•''•  '•"• 
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ten  Seite  i»^)^glekUk'     .  ^.»     .  v      ..  .p      u   -. .r.  :'.,!;-  ,..}-.. 

Man  kennt  tJ^t  die  Foi^l  \,'  '.:':  ^ '  \ 


Se^  man  darin  x=Uj^,ffi,tirh9ii  n^pn  fiotor  der  Voraoeeetzang 

iiiidiriiiitUii4it4M;W«r«|t  dfü  ffftch|fcmi/«ktt%iW((3JT=r9f^  ..ß^  nrird  nun 

'-.  '•••     '      ••  •    •  •'.;•  :;.)  i  I  •  sr  I..  !-'   .^i  ..I,  M    ;/  .  >:    ...    ..   . 

n  •  ..   «ii-'ii     1:     .''        ;  '        '*    .:v    J-  y     •,.      Mi,      »:''.■',.'.  .1   ••'»   il'  !•»  .*/ 

Um  dieae^Dilftrei^lalgUicIuing  w.inty)iriw>i.3^^  mI  i.i 

ti=co8af,e>  (5) 

wo  V  eine  noch  onUlutvnte  F^ttön  von  f  bedeutet ,  wodurch  sich 
eigiebt  *     '  \'     .      *  * 

oder  einfiicher   -     ^  :  *-  *  \\    -  >   .  '  ;•       -     >, 

mithin 

' '  ••      Ä  /?  Vft'  1  v'-  '«r  tana/ 


^      ^  /LSJ.  ^  *   '^  tana<  ,  ^ 
indem  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet*     Nach  (5)  ist  nun 

odef  nacl^-Nn'Cl)'  "^  ''"  '''''  '''  *  '    ''''  '''    "^'    '•*""  ' 

y^''-^i^^-%^^4^^    ^    («) 

und  ebenso  ist  j......      .  ,. 


*)  Für  negatire,<  irerdto'  olinlich  die  fdtegralioaigraBsen :    0  andl 
—  00  statt  0  und  +  CD.  *  ^  ;v       .,     s 
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-|T  =  —  2  ^®®  ^^ — «Csin  irf , 
rolglich  Mcb  Nr.  (2) 

-5 — -3AV  =  Q  cos  at-i-aPsln  at  (7) 

Um  noch  die  Constante  'C  z|i  liestynm^Dy   setzen  wir  in  (6)  f:=0, 
woraus  sich  ergiebt  •  /'  '  t3  Z' .  .1  . , 

Nun  ist  aber 

Tolglich  ......t.i.x     •;.;»/{». -i  '..i...!-.;-  .  .•.!.•..;  . 

^     P^    fix 

ood  i^pbre^bifiq  ^^lenpb  b,  /uj;  ^^  .^  fet  je^t;; . ;  i ; . . , , , . .         : , 

-i.v;..    •  j  -  .•  't/4  •^rfV-n<*,  ,:,   (Sw  .:    ,..    .:.:  i-^j  -..  ,.  mV-^ 
i ,    .^ibeinedmJst  noeh^.^ass  maq  w  /der  mrsten  {SleicjMiM'  a 


ntcbt  :;:=0;iieiaueii  darf^  wät  fiif'4i09efi.  Eall  4i0  JBi»s^ittBim8»€t«t 


c=/r$=.;  ■ 


nnd  also  nicht  mehr  =0.    Ebenso  darf  man  6  (das  frühere  I)  nfcht 
n|«^|r,^Ilel^n^f.,.W9^^diie;Fa^ef:  =..•.;     j.  ..;:  ^  „• .    ..?     i 


j .»)  •/ 


.1 


'•«  j    ii»'»    .  .      ;i     •»  '•: 

fOr  negative  i  ihre  Göltlgkieit  verliert.   ,     .;.      '      . 

•  ii       M  vri'  .»)  *  "  '    I    •'  ^^^^^/^     •    •  ^  V  • 

^v     "■    .V^   '*\A.\u  '   •».!•   j|    .    :     •      :  ■'    .    :  :      .  : 

»  ..  :!/    »:ip:    1..    j    1.  .      i       '  .'    •    1  •      •  '  .  *  : 

TheUVn.  1« 
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'/     ;•-..   ., 


metrisclie  Belatioiieii  im  OeMete  der 
perspekttTiscliieii  Prolektion. 


I    t 


t  -1»    *  *  '  \ 

Herrn  DbctOr»  CK  ScKlamilch, 

PriTatdoccnten  an  der  Univenitat  zu  Jena« 

■■..-•^'.   ''\    -s 

■»•«--  *  >'■ .  . 

'^^  ^W&^bim^mk^^Sih^,,zi  i^^cbeii  tf an . dUrch  di^  i^elrach 
tung  der  perspektivisclien  ^  PiWekVionfen'  VerscW«di^fler*"GÄbWe 
gelangt,  beziehen  sich  fast^ durcngäneig  auC^die  Lage  verschiede- 
lier  Funkte,  Linien  iVi,&. ^rgefig^^einändeV,  ^^niger  dagegen  ani 
metrische  Relationen,  in  der  That  i«(t  'd\e  harmonische  Propor- 
tion das  einzige  Verhältniss ,  welches  dprclv^  Projektion  nicht  ^e- 
{g|tyrt  wird  (die  Projekti^ti^  ein^r  harinönftsch  getbeilten  Geraden  ist 
wieder  eine  harmonische  und  *Shnlichimr' den  harmonischen  Strahl- 
büschel) ,  während  alle  übrigen  Verhältnisse  durch  Projektion  mehr 
Mfit^liilridef  '^^^SK^etf '  vi^Hehi  ''iM«se''VerähdelYnfgetii'^[|<'aber 
^  tib^nm'^müch^  Uls^  merkii^^digiif  Naibfi'  00 -«mb^^  nicht 
ohne  Interesse  sein  dürfte,  die^e^-afi  tind  rar' liich  gsn»  i^t^meu* 
taren  Gegenstand  näher  zu  betrachten. 

Es  mögen  V  W  und  uw  (Taf.  ihl'fl^  Ä)^'zw«i  auf  «naiidei-^  seiik- 
rechte  Ebenen  sein,  die  wir  kurz,  mit  (£)  und  (r)  bezeichnen  wollen. 
Ist  nun  ausserhalb  derselbeR.eiQ'testier  Punkt  O  und  in  (E)  ein  be- 
liebiger Punkt  P  gegeben/- so  ist  offenbar  der  Punkt  p,  in  welchem 
der  Projektionsstrahl  OP  die  Ebene  {ß)  scl^nejdet,.die  Projektiofi 
des  Punktes  P  (üt  O  als  Projektiöfascentrom;'  - '^*  '    '    *'    "■' 

Um  die  Lage  der  Projektion  p  näher  zu  bestimmen,  ziehen 
wir  die  Perpendikel  O  V  aul  (JE),  Oo  auf  (e),  Vv  und  0%  und  set- 
zen OV==^ot>=Uy  Oo=FtJ=f.  durch  welcne  Constanten  die  Lage 
des  Projektionsmittelpunktes  TTVesliirimt  wird,  ferner  PM=tT^==X 
und  vln^PT^^Y.  Legen  wir  ferner  durch  die  Punkte  O,  V,  P 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  (e)  in  der  auf  (£)  senkt'echt  ste- 
henden Geraden  Np,  Setzen  wir  noch  die  zu  bestimmenden  Coor- 
dinaten  des  Punktes  P,  Np:=x,  iVo=^,  so  ist: 

i  11/  •, .  I , 


Digiti 


izedby  Google 


<Sff^ 

'     *            ..•/'. 

«  PMiMN^Vm^N, 

d.'}.      \[.   ;;';,• 

.  .\         .    ' 

1    »          .    \      . 

.  .     ji(;:-F-H-3fiaa|:y,i 

\¥0nß»  man  fiodH 

'                            .  ■      1  • 

'  •    '  • 

«F     .     ■ 

.     .'  .    • 

,            .          »=?TY-     ■•      ';• 

NuD  ist  «Hdi 

■'  Jv'.PM^'VN'.PN, 

d.  L      : 

UX^PN',PN;   '. 

nithin 

f 

)  f 


t+XTX=vrr^pmPir 
==rpiPN. 

,Xiw  ix'OI*3P<v>Äj»iv?».fll«»«taber:'    , 

VPiPN^Or:pN 

■«'        =:u:^  •  - 

8abstitD^  man- di*se  Proporftea  i*  dBe-voihergeiMiQe,  so  imtiaailt 

•'.  t+X:X=^täf, 
folglich  :  > 

••-•  ■    *~«+x       •■ ;  • 

Au«  ilen  beiden -geAin^Mieti  Formeln:         '   '  '■  - 

.     ■  .•  ;  M.  ■■  • .  t      ■    .■.'.'     '  •    ■      ■      -.  .i 

^^  ' '  „^ 

Icanninan  leicht  auch  die  umgekehrten     .  ,      .  >, 

■       »-nÄ,     ;■  :    .  <f> 

ableiten  9  und  aivar.(3)  aua  (1)  und  dann  (4)  ßiiü  (2)  nnd  <3). 

Mit  Hdlfe  der  Formeln  Q)  und  (2>  kommt  man  von  den  debil* 
den  der  Ebene  {E)  auf  die  der  Ebene  («)  und  durehdie  folgenden' 
(3)»   (4)  von  dfeeen  auf  jene.     Bemerkenswerth  ist  noch,   dass  In 
dem  Ausdrucke  für  x  die  Ordinate  Y  nicht  rorhommt.     Lassen 

IS« 
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ivir  daher  bei  unveränd^Hiei»«  II  >  t/ X  VlW»  F  sich  ändern ,  soivird 
P  als  Endpunkt  von  MP  eine  Gerade  beschreiben,  welche  der 
Grundlinie  mn  in  der  Entfernung  MP  parallel  läuft  Dabei  Wird 
sich  nun  nach  Formel  (2).  ff-  SDdfr»>  libeAr  nach  Formel  (i)  x  immer 
constant  bleiben,  d,  h.  der  Endpunkt  p  der  Geraden  a:  wird  eine 
Gerade  beschreiben,  welche  der  mn  in  der  Entfittooting:  Np^^fmA- 
lel  geht.  Also :  die  Projektioii  ^iner  Parallelen  zur  Grnindlinie  ist 
wieder  eine  solche  Parallele.  ,  ',  .  .    v< 

Um  nun  auch  die  Projektionen  anderer  Geraden,  welche  der 
Grundlinie  nicht  parallel  laufen,  sondern  einen  beliebtotii  Wiiihel 
mit  ihr  machen ,  aufzufinden  ,^  brauQbep .  wv  bloss  die  Projektionen 
zweier  auf  ihr  liegender  Punkte'  aufzusuchen  und  die  gefundeaen 
durch  eine  Gerade  zu  verbinden.  Denn  man  übersieht  leicht,  dasn 
die  Projektion  einer  Gera^ei^  ^bst  eine  Gerade  sein  muss. 

Es  schneide  nun  die  Gerade  CP  (Täf.  III.  Fig. 3.)  dieGrundlinie 
mn  untpT  dem  Winkel  PCM=q>y  wobei  wir  C  als  Anfangs-,  -P'als 
Endpunkt  der  Gerade  be^r^pht^i  so/ist.  (^  «die  Projektion  seiner 
selbst,  weil  dieser  Punkt  beiden  Ebenen  (E)  und  (e)  zugleich  an- 
.  gehört,  und  es  handelt  sieli  ß)lgKch  bloss  noch  um  die  Projektion 
p  des  Endpunktes  der  Geraden ^  dessen  Coo^dinaten.^  und  ^w^ir 
jetzt  durch  den  Winkel  9  aiisiüdWckert '  h^benT'  Setze'*- ^'ir' dem- 
nach Co=zk,  CP=z,  ^  iißt: 

MP:=:  X=z  sin  qx^ ,  lUv=z  T=  A:  +  2 cos  q>. 

Dm»hr  diese  Substitettoden/erfkäAt  malA  «qs  den-Formeln  i4t)t.9^(^z 

v-zsin^      '     *    '      ut 
t-\-zs\nq>  t-\-i»\nq> 

(£-f /ZCOSQP      •  ^    ,       .  kt — <*cotop 

v=^Vt — ' — -^t^oiw-V—ri — s — ^* 
^       t-^zsmq)         '  .  ^  •     t-^zsi\iq> 

Lassen  wir  jetzt  z  in's  UnendU^.ii'ac|M^iiL,.d»,b.  di^ol^inie  CP 
in's  Unendliche  fortlaufen,  und  gehen  zur  Gränze  uir  z=:co  über, 
so  erhalten  wir 

4r=?«, 'yr^ifcotg),  (5) 

dv:h.^  geometrisch,  die  Projektion  oin«^  unendlich  entfernten  Punk- 
tes liegt  auf  einer  durch  o  zu  7» Ji  Parallel  gelegten  Geraden,  dem 
sogenaiinten  Horizont,  und  die  Projektion  der  unepdlichen  Gera- 
den CPQ  ist  die  endliche  Gerade  C^.  '  Deir  Pirnkt  '^'W\t&  gefun- 
den, wenn  man  aus  O  eine  Parallele  zu  CQ  zieht,  welche  dem 
Horizonte  im  Punkte  q  begegnet. 

Es  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  in  den  Formeln  (5)  das  anfangs 
eipgeführte  k-=^Cv  nicht  mehi'«  Vorko|nmt,  dass  mithin  diese  Ent- 
fernung auf  die  Lage  des  Punktes  q  gar  keinen  Einfluss  bat 
Ziehen  wir  daher  in  verschiedenen  Entfernungen  Cv,  Ct>,  Cr,  etc. 
die  Geraideb>'€9,  C^Q',C><i^^  e^o.,  so  lftfl6^n^dl€^  PrejektiMMii 
d^r^elben  idie  Geraden  €>,!  Cf  W  C'^i  ettiireeio,  4;  h.i,4to  Pnoffek- 
tioHen  elnep.Jlt(he  vdn.PamlMlinlenv>weJi[th<ii'di^.>Grandlii|iO'iilpl^ 
eipem  beliebigen  W%fcel.>OJaQhndden,  b^Mon «ine» iStriyhlJ^^ 
dessen. Mi ttejqpttnkt < tm  IltMrizöDtelieg^      -V  i    ..x-:       * 
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'•''»  rtr'^gyärjjo^^^HArf w  riäinudi  liä'tÄ'  (9)»  ^'  !'-'  •'"'  ^/';:  •":'; 

»!  );.'iiirj»'il>'»'i    «n-.i'j -jJ»    '.jjjujju' ■  to^t-ß-^i     •     •"    .'itil'Ml    ^'.'0   iH   ni'ih 

M  ji  •)}  V    .  rl  ii':.!".j/.  r  •/    .:!  .i'i   ;»    '  :  c.;!;-/!.  ..  t   '.!  »  u  mis   .■•".•»itl   o*'.  .'Ins 

Diese  x  und  y  sind  die  Coordinaten  des  Paokl«»'«»^'  Hkplthl»ii''k^ 

iii<<d«$r'P^f^tti^  4W''A»|?eto^vn%f  ziriibnfilM'lifll»^^  >4i8^  die 

.  ProjektioneD  aller  Geraden ,    welche  auf  der  Grundlinie 'feM>ttl<(eellf 

sfAi^i><¥fei^iMf^i»'lE^9!e)hitMt'Attgeft(foi^^  »'>•»  ''»-'  >'-" 

f:illJ  U»)  blUlo'l  il  »Ml  )<\  o,   .'  ^u     v'v"^'!.  .  fi   Itini  :v~-v\'L'>  ///    ,\        'vo 

;r  =  tf9  y=^t.  iiü1mj')«>Io'1   ihül; 

Durch  diese  Coordinaten  wir^  eib  Punkt  ti^  bestimmt»  welcher  auf 
dem  Horizonte  in  der  Entfötnüng^ti  ^' Oo  ^  <  liegt.  Man  nennt  ihn 
den  D  i  s  ta  n  z  p  un  kt  Also :  dieProjektionen  alier  Geraden»  welche 
die>^hMDdrt|ii«^«iAer>«indt[i^halbeniCMirti^  achDeUi*\l  venlBigeii 
sich  im  Distanz^unkte.  ui'itW.ui  »nisc. 

Hieraus  ergiebt  sich  das  gewöhnliche^  sehr  bekannte  Verfahren 
zur  Aufsuchung  der  perspelnivlschen ,  PrcMektion  eines  gegebenen 
Punktes.  Man  denke  siötf  ztihS^Kt 'Bte=£bene  (E)  (Taf.IlI.  Fig.4.) 
um  90^  nach  unten  'zu  um  mn  hemmgedrent»  so  dass  sie  mit  der 
Verlängerung  von  (e)  zusaiiniisfäUtih.scQ^ifbriienlcridbriulingiMiH^i« 
der  Distanzpunkt  und  io  der  Ebene  (E)  der  Punkt  P  gegeben,  des- 
sen Projektion  p  gesucbtv  witdv^<>\ippmhre  man  folgendennassen. 

Man  faUe  von  P  auf  die  Gnindlinie  mn  die  Senkrechte  PJH 
w^.iaaohe.rMP'iszMPs  \  Datanf  mehe-.alan.  tmth  deniAMl^tipaBM« 
dt»  Gerade.  Ifoy  dadh.  deih  Dastaoidptiiiklci  die<  fifende  Pv\^  sniU* 
ckr  Quffcbschnitt  p«  beider  Gerades  .die  .gesuchte!  ßrartektioti^^ea 
Punktes  jP.  Dibnadie.  Geradeiüfo  ist  dlelPtojeUien.  dbr.ink  Uiif 
eodlieh*  vdrläii^evtvgedacbten.JtfPi.  i/^«  tdi»  der  ebenfalls  Im. lUn« 
endliche  verlängerten  PM;  folglich  der  Durchschnitt  von  Mo'uni\ 
Pf  die  Projektion  des  Durchschnittes  von  MP  und  J^My  d.  h.  des 

PUfikt^sV.*^'  ;•.■•'■•'  ;         •.'\'^'  '•;"  '^ 

;  '  Dietef  Combtruktibn  TS^st  B!(ih  ebjBtt1^d''Ielc(it  dtAMkeKren"  W^nd 
ttäni  nämliöh  'P  Micht,  i^obalä  p  g«g«bep  tat"  Mii6  ^leht  danii  flÜ 
Geraden  ap  und  ^y  verlfn]geft  di6/V}Ä  dlfe'jfie  Grübdüni^  um  \h 
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5T0 

ilf,iui4  ^ .  scbneideiv/  errichtet  daan  in.  üjf.etqe  Seoksechte  auf 
wif^y  nnq  Dimmt  MP^MP*,  sa  Ut  Aßt  Paukt  P  J^f^ndln)>  de«sf)ii 
^i:ojektibii  ^p  £feiu  8q|L  Nach  diesen  Vorbf»reitiiilg<vi '  wolleA  ^rr 
nun  Verschiedene  metrische  Relationen  untersuchen  ^.'n'flcl^lrtvi- 
»chen  den  Gebilden  der  beiden  Ebenen  (£)  und  (e)  statt  finden. 


§.3^ 

Es  sei  in  der  Eliene  (e)  ein  Viereck  abcd  (Täf.  lÖ.'Fig.  5.) 
ffeffehen,  dessen  .Gegenseitendurchschnitte,  j?  und  or.heissen  mögen* 
Nehmen  wir  die  Liniep^r  als  Horizont  und  ziehen  belieoig  die  Chnndimie 
mn  Wpqf  so  mvenen^  wo  man  auch  den  Aiigedpiuikt  9  in  pa  anneh- 
men möge ,  die  Linien  ab  und  cd  die  Projektionen  solcher  Geraden 
oeiD^'welche  in  (iEJ)- einander  parallel  lattfen,  weil  sich  derDur^h-' 
schiiitt  p  von  ab  und  cd  auf  dem  Horizonte  befiq^et..  .pa^,,Näqi; 
Uche  wird  auch  von  den  Linic^n  ad  und  bic  £elte«>  so  das^  also 
die  Figur  ABCD  in  (E),  als  deren  Projektion '  man .  sich  abcd 
denken  kann,  durch  parallele  Gegenseiten  negränzt  wicd^^.d.  k.  ein 
Parallelogramm  ist.  Di^ss  gilt  ftir  jede  Distanz  ov;  legt  man  aber 
dem  in  ^£)  befindlichen  Pa^aUelo^i:ami|ie  besondere  Bedin^ngen 
anf,  80  bleibt  auch  die  Distanz  nicht  mehr  willkührtich»  wie  man 
«Q^ipb;-iHd»en  wW.  ,•',  j  • ;  .  •    "»  ,i'j  !  .:•  ^^  [-1;  -,.  •  --».i» 

M  S  t)  Map.  vd-llingt»  dASß  (|i\$.PafaUalQgprai|im4^(?4).^^^He<^ir 
•ftk'.JjW?dß.»M,'  ..     in  ,    '*.'.*  li.  •    '    '      .  f       ','.'    ."f.»    i  .  ".:  ii'i:!  ■j...'.«  «t'i 

Es  sei  der  Augenpunkt  ^  wÄllkiikrlic|i.^wis€bfeii,;|^.|ind  iijr.gf? 
nommen,  op=y,  oq=y,  die  erst  noch  .^u  lHSs|^/9ini4n4^:J)i^tanz 
«w  ==  t  W.  CAD = 9)  und  W.  A'CD  =9)',  so  ist  nach  Formel  (6)  und 
dem  Folgenden  ^     y,  ,*s --■',. 

n:«.   i  .«'.   .'#•/    .?•':;'    ■  '  i«    "  i  •''  '   'Ä'»  L;..'  ,"^^^"•.'•Tn'^'^  o-«.'»!'!»  i'.ti;(J 

• .    •  ■■'•  '■■:     ■■'■■■■     .v'^**"''V'^**'?'T';'  '■•  •  '■••  "•"••■■•'  ;•  •■  ••! 

Dftvabert  f^JStilE^cciik  RrtBhteitftrhseip'isaHs  -'fiaj''iMs»i9i1ix&O0f^-^^ 
sein 5  mithin:  .'*i  •  ifjqx  ••:^-i^j  i-.i  tt  »1- 

!'.    »,    -  ".   ;    ;"ii/I'>»i«<  i  ,        i  »'i/ ij  i  •  1 'i  mi    Tili   ;::ii:mI*:'<1i.A    iI,\ 

■|"i  )i:ir  ">ir  ;^-  ;'»  o«  .  1;.'mI  •  «..i'wm  m\  riit  ir:  i»)itiii  :I'm;ii  *\,  '  niii 
woiWB^mAtnifhrobi'MnllipAikatiilU.tehäkd  'tr\  (->^  w^r   ./tn*;  j:  <!•  In/ 

.    -ij!»  ;  »•■  .       "^     'j  ■•     t     ..     1...  n.  •..)    «>i    ,      iiii;   *^V    ;i.    /     '•   :!  '     :'  .   ». 

Biis»l'€Mc«diVDg*  ziei^,  ridass'  snär^oi.lifelidMd^.q^Ifcüimebiiifedtteo 
darf,'  daäs  aWn  >darai:>di^  Dlstanid-i^  dief)  iiTittlereAPrabvrlUnidb 
«triscfaea-'of»  lund  d^' sein  mbs«.  '>BesfelireUft<SmivnUl0d  iftDein^-nh 
I>urclinieRSer:^t>eri  tialbläpeisi,  80  isC^fCin  o).kls  li^en^nfet,)  dfe 
Ordinate  osci:>m>  gehomhien  dio'nklhigeDistiuizimdtrüer  Disiiui» 
punkt«  \    '  ■■  .    •     . '..••-    - 
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und  da  ^'=90^—4  sein  inu4s^\-.l      -w  *^ 


folgt.  Wenn  also  o  beliebig  auf  fy  genWnien  wird«  so  miui's  clie^ 
l>|staoz  os:^ov  die  mittlere  Proportt^ale  zwischen  fo  und  go  sein. 
BMchreibt  man  also  über /i^  Tils  Diitcfmöiser  einen  Halbkreis»  so 
ist  für  jeden  beliebfe  zwiscnen  /  and  ff  genommenen  Augenpunkt 
^  die'fOMtMio  o«  AielNsten»»  aM  p  de^  Pistanajiifpl^f,,  jvepp  q^ 
:3^i»«.feoiaolrtMTtifd*')  i,f>  -j:.,.  ..-.:.:..  -.  ./'..•.  ;, .  ..n.i: 
3)   Soll  endlich  ABCl>  tm,C^s^i^,wejdßn^mmii 


bisher  gefundenen  Bedingungen  gleicbzeitig  statt  finden. '  FäHi  man 
alM  von  dem  Durchschnitte  t  Seidig  I^aibkreise  über  pq  und  fg 
mti  Senkrechte  io  auf  denüoriciMii^so'ist  o  der  Augenpunkt  und, 
^enn  oü^=o$  genommen  wird,  v  der  Distanzpunkt. 
lif)  Häk  maitdr« -jedem-  Faitet'4(lig«PS  wd.JJMaiNqnH^  tofl^™^* 
mrkanen  «Sch4iiiii<Melif  .nejski^m  9W.iEn4e  d»]  ^ms?^^^^rf^'J 
phen  gezeigten  Verfahren  die'\dcn  gegebenen  Punkten  ä,  6,  c,  a 
etf€»pi«dien»W>iJ#^irv€^']i^Afifl^        "*''•'  "•' 'v  (r^'<    ,!i'//  nun 

.••■  ':a  'i:.  •-  -M-  •  f.  ..  ••  ;  ..kIv'?  .m!»  •.•  .-. 


d«9 

Toraus, 

der  Ä       .       «  -    -      -  

Kreis  die  Grundlinie  mn  h^tfü^f^):  Nehmen  wir,    wie  bisher,  die 

Augenhöhe  und  deren  Verttugj^fnmf  -  9or  Abscissenachse  und  den 

Durchschnitt  derselben  mit  der  Grundlinie  mn  zum  Anfangspunkt 

der  Coordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des  g^g^heneti^J^pi^^^^^fl^j^E)^ 

F*=2ÄJt-i'3P/ ''^'  ''-'^''"•*'  •'*    ^'   (7) 
" »  '  '  *  f<     •" 
wobei  R  den  Halbmesser  desselben  1>ezelchnet. 


d|tng:zi|J|^pg]ea,f<kircJ|.weIc)ie  staif  (^er.jCoprd^alen  X^  jp||n  (£][ 
die^Mppp»,jCiM^rd^a|ei^  ;p>  jf  in  (e)  ejinuetul^j  werdpf^'  ,1^p,,er1^^ 
*Wi.4fW-     ;:.   ^f   ■•   i  iti   •-.      -'^  '  ••     •.;.  vtl»  '?.!,  ■   ./   ...M 


fMd  nach  einer  leichton  Redoctt^n:. 

....  , 
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78St 

oder  auch  ^ 


.if;t 


Man  erkennt  hierin  sogleiob .  4*^ -Gle^cfiun^^  einer  Eltipse,  nar  er^ 
sieht  man  nicht  soeleich  die  Gr<fi5se  und  Lage  der  Achsen.  Diese 
bestimmt  man  durcn  folgende  Verg^eichang.  Rechnet  man  iußmßt, 
Ellipse  die  Coordinaten  von  eipem  der,  Endpunkte  der  kleinen 
Achse  an ,  wobei  diese  die>  Absciss^'nachs^  ist,  und  bezeichnet  die 
grosse  Achse  mit  a,  die  kleine  mit  b,  so  erhält  man 

..-.  .-•,.;.='.•■•   ;-.,r.,    ■  .^^=i^(Hx^X^..  .   ::.  ,;,.,    „,,    |„     ,,;     (ö).. 

iDiiniht' faiati  dangen' die  groi^^«^  Äohfeie  «Is'iAbscisseniiellile'iinil 


einen,  ihrer  .Endpunkte  als  Anfangspunkt  der  Coio^dfnlrfeo>'' «D'hat 
iafo'm\ifle'riaÄli<iheri''Acte^  li     •       li...    .', 

i?.';.iilTTi.  .      .111'..:'.   •••;?<  ^^jr,,   /,•.!,.    ...      ......,'..,..    .  »■i-MMinl'.j  t.  I -.,. 

.,.' .IN» .  j  :i -i-'I   •:•»!>  -^   .!'«i»;  um  .'f.iioM'i-    ».o-v^n   ntf)  • 

''''V^rd^  in^e^^''^en':hv  eitfe4Mervii^enw%x^«t=2ri':^M  die 
EHIps&l'^d'Kf^i^  t^t.    Bämtttt  ftrl^^id«r»F>)biiiebi¥V>diiitiitW'4tofK 

nen  wir/  den  Quotienten  pi^a^ii^^^itiy^M^ivMx'^'^P^; 

1)  Ist  ^>i,  so  ist  die  kleine  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 
senacnse  und  ihr  Endpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten, 

2)  Ist  g  =  ly  so  ist  die  ElHjpsi  ein  Kreis. 

Z\  ist  9,<1«,  so  ist  die  grosse  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 

Äm'fcBia»  tisM'i^^^  Wfc^i.crwdihÄifew  ^i  ^^ 

iBiVW^cfdl'wertiatiS'Sl^^  ^'5  i.linr;I.tin^  v^U  .>.f?   .in.v,/ 

«^0(>  »«.T»  r    iiTTl     j!iT  ./|  .1:1)  o;'.'l  '».|..|l;ioün/.  (lotf^Tif.iilci  /   Tib 
•)?h  .T»i?<i'J  *inf    ,11*7/   {!)fi't(o/;  aiafiili'«^''  um  '^iiüVw.ri'^)  oif)  -'.."•nM 

Ix'^n  j>.:ii:.;|c./.    ii:n\    luu  •.Inilh.-jin' )  v#!>    lim  rinll')>.T»l)  Hinil'Minjid 
i^WilimSn'iWJdJ''''*'''^*''*''  ''•^*  y^r.rAwi:)  »tlU  \<i  uvi  ,ii9trjiiln(M.')  Tjf» 
-    I)   Ist  nämlich  9>  i^^lso^  ,y(,.  _j..j 


Die  Werthe  der  Achsen  selbst  sind  sehr  leicht  zn  best^mn^tti 
man  erhält  nämlich /dutch  TergMkhiing  4er n  beiden  Formen  05) 

und  (9)  '}'■-  -     V.         • 

Besondere  Me^fcwlUfigfceiten  hieM'^t^Vv.Ea^  nicht  dar;   da- 
gegen bedörfen  die  Fälle  (2)  und  (3)  eiiiet  näheren  Ansicht. 
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sw 


u.l) 


ufi  ^'»ibW^   ^HgiLw««/*  Till  rir    ö^'.iI»/.  ^^»a-    vi(»  J«j'»i!,  i^iil  Unit 


y«=^j?-^a:* 


<«) 


zurückgeheD,  in  welcher  r  d)^n  Hklbmesser  des  neuen  Kreises 
bedentet,  öden  was  das  Nämliche  ist,  der  Quotient^  welcher  im 
yWg<Mi''Pü{tUgMfpheb''9'i^adA>  \miä^p\Adä§^VBmi  ^if^^haMH- 

und  durch  Vergleichung  von  (8)  mit  (12)      n^)  ,„,,  ,„^,„  ,  ,|„,i,  ,, 


wodurch  die  6rÖJ       ^ 

Hiti)  noch  einen  Blick  auT-l|i 
unter  welchen  Umständen,  ' 


iV/'V 


(14) 


^tSl^ifeirif^estimmt  ist.    Werfen  wir 

■-4eh«Bg-<l3))  (Wir  hatten  gefragt, 

för  weiches  Verhältniss  zwischen 

fph  ,tlTr«khelBiHr  idia>i4ilitttnlrf)6«imMBltetoJ[k  iiiiiohiiiiAifliMiähar. 
aM»4och  «ileiIMa«l^'mMfceb:bcldlMi«»^  dw<|iwe^ 

l»M'iMIMiKi(UbhiiaiirinneKMa«'ästiMd^  ,^mt^n1iMUm  Ml  «im 
flidbts/fAttiWeb^i'iUK>«ei  OMo&n^^-iiihepll^ichsd^t^^af^^ 

«aeHfei  wa  iPrikiatt»ij5feAwton1  ttPcitaifhHMli iin fci  tti«  MsiPMJak« 
ttoildb«;itft  'Olist'iiUor.ieiiie;  9ldieiaeä6fl'ifiMb<lcbelv>i<«dklM»itf^ 
Hlilliteei(s<b'iiMffnKft»riQfeiim& 

«lMUlti^.iWiMitefiA(Tar.'ia4-iYig(i*A.)at'/  f.»l>  iiorl:»'n<]>.)':'»  rnd»  (>>  nl 

MiiloftrOckti^.denfioBbeD^  imMMtUdwkhnmmft  dtttiMiwiOinr 
MbktubdijMett>lialUcimi=tfiO^'ril^Bi<>b«^  i« 

imifl  Mit)  «Lii^alvtJUUbbesiier ibescfailehekev&ielsewife  fi^^^ 
fto>fa»(mbrr«fel  foeUi^iiileBfMiv'iMbMl^ 

dwriwbnUn  Jdhjifa.  ')>•'  n'i:!';f><irit>x'  ii(il->>.  iii!»  u'ili  :fx  '»»f  t"-  .ii»triu:il 
-iliinijI'.^nlMi-.i'i'iyf  r-.'il»  n«iUoio;'l  »iii)  tikmÜ)  t>ii   itii!)iiii   ,i..A  'iilx'wt 

ff    ß 

v»h  «WiFVtoaeli 'in>»Set*tWa^*Pi^^^      «|J*^ltf>j:'i4vWttÄiytet«^ 


iyx>ll>i^i^!  nofl  »>   -.oiinuil  -ob  ^njuiWlfii'! 


11//    ll'Mlf!').^ 


St.    W  ir  erhalten  dann  durdi  Vergleichung  •ti^(8)><iltift  ^10)     ^"^i 
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Bat      ,,       RH  ,.,, 

*■    '' 
und  hier  .ÜMt  di«  grossA  Achse  in  der  AveeiihShA.  rolelidi  die 
ld«»D« m-'C^t>^rQ^e ;piM)l^r.'  ''IrieW  W W MtfcH  itTmoeo 
anaiytischetf'lteziehfailg^nr  Sb'erhSft  niiin  z. 'B!  iiiu  a%(M>ij^^ 


almr  *j  wt  4f9i. halbe 4^arai9fitoi?/af^r  5ilipfje,;.,.fn^M»w:^«:M»» 
^=^ip,  80  folgt  jetzt  die  interessante  Proportion: 

Sri    I        *  • 

ü:tt=:li:ipf  (16) 

aus  welcher  man  leicht  eine  Construktion  der  in  (e)  zu  zeichneii* 
^gf^ Ellipse  ableiten  kann,    v^  «  ;^'      i*^^ 

Nennt  man  cdie  lineare  Excentricit&t  der  Ellipse  c=y'^tll|^ 
so  findet  man  aus  (15)      -''  '*'-  ^«'  "•^'   ,:nm1-H'W;.'v>  /  ir>.i.i    . 

1j7/  (;**It) //       J' :   t » n  <  t  >  i !  - '  ^fei^i^' J|^^;  .'T'Hfcff  rtni<>-.<a« )  oii)  liri»»*'^ 
.t'jm't*)?»  .i)Mj;f!   »i^-hc^)    i-iMMi'ii'ijSjytrf Tiiii  jP>fl«i  .loiii'i  ifn.»' Ctrt) 

jiJifii«»!  nn  Mi.»  .'.-in  T'irr>>/,iii;'HT  *)   •.■pi  viitT     .  m,  i-irPü'^nT*) //  .-i'.i- 
.  iMifRKlkmilk'mfini  in  Met^t  aiirfiiUMbMi!£lli|lseilni(e^>die!  dwrch  fhfci 
AMgMlpwkt  f^te,IlomoiiiU«!alstie4ilm»riaft^  tsdfiaftijder!  nlgekk 
mb;ßal  nidlt^)AnckräB,  abilUl^J^otektibn  .dna.inl  (£)l«t||fiieneil 
iM^nM&lfinrftltfü  »i'i^^^  ^dieddeu  lMim/yv«^tift 

«iiii»i;ck)V0b;4aknd0lb«n  uMlnMn<KB*ise^  in 'aifeiiinuiikk*  gi*sf*mW 
tilnviii^leUi  »ft  -dipm  liMiaiMichi^tfanrihwiiftitf  te; Ay  Cbr^etkrteiH 
S^loHi  IwonoifisdicM^ndM  )M  audnaohiKi.)  iDil»  Rroyektioli 
lmei'jlMMi;nMls«li^\Gflimdeft'  iia^abet.  >  wiedert  <  hannaal8di>.|^tteiltl 
In  (e)  aber  entsprechen  der  von(jdeui.Krdifie  Jn  KJ^  »diirdisdmtitet 
nep]  ßfemdsktieidbivte  -AnAElfipsAigcliohiiiittilife/IGieHtde^fsdMkMend- 
tt^h\enlfiiblteiri)VteiiUte'lQiii;rl\ilik«:  teC.  denilHoitKDritaK^itiiiitfekhtf 
nft  jenobroirtf  PtanidMIder  BUipM  in  e'uM^iGiMden  .Ik^  foldM 
BiMfalMdiiilai  l64ite»;dM»'.lui'»oiliaQh«Q'eteyt^iil. ih dte KreiA* 
mittelp«libtcb.iderttni|^.PQnkt  t»  (^  «MtoprelsheHi.weldbendeiririette 
harmonische  zu  den  drei  schon  gefundenen  ist,  dii;kL  iiknJiaiimi* 
nische  Pol,  mithin  ist  dieser  die  Projektion  des  Kreismittelpunk- 
tes in  (£)• 


Man  konnte  nun  die  Frage  aufstellen,  ob  es  nicht  mO^lich  sei, 
4»^  jProifWopsfteff^r^uiR  jw  za.ljgci^,  dws  d^^^  Vql  mit  ßifi^  der 
J^9Qnpui^kte;^ji^s^fpei^  ,iaU^  Hiecjii^i  ist  aif,  Aon«  ort  tf>|lg(|nd^^,. 

Nennen  wir  a:  die  Entfernung  des  harmonischen  Pafe0<iPO»tiM' 
Grundlinie  mn,  so  iässt  sie|i  ^selbexmit  Hülfe  der  Gleichung  (1) 
finden,  wenn  man  bemerkt,  dass  für  den  harmonischen  Pol  X=Ji 
ist.    vWlrflM*^;aAw2v>iirf->rJt^vV   i\juA)  .in:.'.  ..'>t:x;dT..    .:  >'/      '' 
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TTTt 

Soli  ■•n  der  hat— lache  Pol  mit  dea  Brennpankte  (ee  Inon 
di«s8  nur  der  obere  sein)  nuannmenfalleD,  so  muss  ae=:a+c  wer- 
den,  woraus  durch  Sabstitution  der  Werthe  von  x  und  a+c  wob 
(17)  folgt: 

ff+<  M+l 

oder  .-    ,f  >, 

oder  durch  Tranaposition 

M\l  .i»-»'ii..!  '  il'»i-i  ui.'.J  :•  ':rW''''i  i«'».|  »i?  M-ijj  »i'tl«'  ?mjii  '•-»  I  »i.M)ii.)ii> 
¥WI*ifol0»'  .      '-..ii./i'-ii  V.  I'i'.:  *..:  .'  #7/  ...'.:  .t;>;jlna   >•.  -„'ii  M-i.,/.  A\ 

-.'•».1.  .  1  :'>!>  iJ  fii  '  !'.  ii')''«';!  !||i  !'iK  ■•»  ".:-  >,'*  .•'-,  \  '»'I»  ,'»,»'»i  »< 
•!•»•■.'.-!        .,''.]'* '-'f'.^.w  \^''  \,y\/  I  TJ^nTTS''^^*   .»='T'»:I.  •     '  .  .ui  >  '  •iiir:;,) 

f"?^  •.•»•'!.  :j  '  f;'#il'.r  .' Ji  '  ^i  » '.  rV'T» 'MJ  i'.>  l-i  .'»  .',.".M  {.'»^.'lii'  ifo/ 
ood  ntthio  .m'^II  .(ihr,   x:i>t(  ,'    tw  f   'JlU  {■   ti'.]i.[f    fff.K'ii 

;|tv,-^'u^>.iü'//  >'i ''<«ii;=^«iL'f;>^!bii»li^Jfi;   '.7  '\:  '•""••;■*•  (18) 

n'»»*M^.«   ij\    t!'ni.tii'>{,,irr  'kIAiii    (|'..i- >   •.  •    '•;    >.i'»  .■/•»<<    i".-";ü    ,.'>4i 


Mhe  f^rüK  (f^  >the  Sle*trrechie  mK  'A\ 

Ipro- 

Jlirftrt'iMW  mit'Iiair«'-l>f»d«i^'fSibkte  -d^'  K^iif'  |rt  (llJj  'anf  (e)/  8 
erhält  inan  eine  i^HiDBe.  deren  Prennpin^t;^  sttglfrieti  d^jcrKM^lfi 
Hkmg  ^nfop  ^  folare  Ist;  ^-'^'^ v^  -;''-  •-•^^  -^^^^ '   '  "'-l  J^'  . 
-1),  I-.  .  >i      '-r  •*  :.  '.«.  ^-  •  i  •  *  !••  »  j    ,,.  ,j.     ,  ..  •,,  ,;•  ^.  ,'    .  '!»'»<j!  I 

.1'-*i  r..«'«ri.  -i*»   .•.[.   ••♦'!  I  •»■  .       •  .:    »!     '>', '^n  '  r;ii  i>i   -   1,1   '-i"!   ^loii 
-  1   ./..  i;  .    .  '  .     '  ''     [  )  I  iiMiMiiir    ■''         •'    -m   ••         ^  >!•'  I.  U; 
-»•  iiir.'..iii  •  .  ."'>  •    ■    .'•  '     .•*»;..  .'•!'.•  .        -i    ii   11'   Mi. f.. ■■»••' 
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.MirJ   "•« )  '»t>lnii'|nifnM   irnl»   litii   l«/l   •>il'»>i'.'itiiiiinil    i-»!»  .itiii   ll«'*^- 
Vi  it    s  \  n      'S.  '-Hill   •►'    .M'illr'ljfj.üi'i-.'T.A  (iiIm-.  «n*»«!»»  T»[«  i»fii    < 
>in;  •»  I  i>   Imiii  '\.  110/  'Mlh'i'//  Til»  inM*)ii.li!^.(iiii<  il  niil»  <4i»;t»'/ 


Einigre  neu^  'ttew)e1lse  Von  IJehrsttlaseii 

Von  dem 

Herrn  ProfeiBari\Dx;-H£i/iS,idtl  za  Marburg. 


Die  LeM<ä^i^MV^ui^^alt  dt<^KSmer  ipt  be^nftVilch  aufdeo 
Satz  gegrändtt  j  *4iss  zwef  \  4r6ki^ge\  PyrämideD  von  gleichen 
Grandlächen  und  bleichen  Höhen  gleichen  Uauminhalt  haben.  Die 
Beweise  dieses  LenrsatzeS)  welche  bisher  bekannt  sind^mml'üll^ 
solche,  die  mehr  in  das  Gebiet  d(^r  hohem  ,  als  in  das  der  Elemen- 
tarmathematik gehören,  .cbgepaiiiM»  Exhaustionsbeweise.  Einer 
von  diesen  Beweisen  ist  der  in  aeh  ^Gerlingschen  Ausgaben  der 
reinen  Mathematik  von  Lorenz  enthaltene.  lutlifiii  ii(ii> 

^^1^  Aufmerksam  gemacl^jii^ch^G^ii^^^  ^^  es  wünschenswertb 
idei,  diesen  Beweis  durch  emen  'm^hr  elementaren  zu  ersetzen, 
da^s  man  bii?  jetzt  iHcbt^^ipnial  e^i^ci^  ^l£t||^ii|;;Lrf;ri  G^ei^eiti  fürd*^» 

li^  ,g(j^9^, fi^trttij  4.  h.  M4;h  vylc  rochUuntl  Uu^gTerJi^iitrn.  iL^tekli«?ii 
K^KI M i ! » hal t  fe Nfj ,  h m^jS ( flglc  fi ('\\  i\ B  j  U  o  g  mit  *! i e s « n  A 0 ft*0 be». 
Er ;  i ß}\^ i  f »i r  ii(W  iil  0 i « h  1^  e H ,  t<l ff  (^ f^^^^  'A'^ßi^^ ,  1^*^^^"  ^^ ^  'd  t i f b , gl e  1  ch mi 
Pyratuirlen  einen  den  Aiirrjr<leriifigt;h  t^enii^eriitert  Bi^wels  umli^eint 
I^li|tWili|^gf1^t^be?ititdieVera^»la^upf^  dpi^^auch  Ich  tnrciniiU  dem 
fpgikheiH^<^geu**t«^nd  be*ichiitti^t^,  iU  der  vo^  GerHnic  gofuiiT 
4pt)e  B^i^c^i»^  mk  ein,  zu  i;unii)Udrier  zu^eii^  »cbi^nv  — ^  Ich  haltt 
eß  für  ungeüiesi^ep ,,  duH  bf*i  flle^eir  tisle^enne^t  von  mir  Gefufid^t}^ 
dein  j:|]atlienutlscheu  Publikum  vqra^iil<^ge£u       /^ 

Ich  jföi^e  vi>rüvis,  tliisa  fülgtJnde  8äUe  berelU  beiviest^n  ^eleni 
, .  1)  p£i^ulleleiii{^t^de,  lyekhö  gldche  Grund üü^hen  und  gleiche  Hohan 
l^aWq^.^M,g)f»fib  grqWrj^.j...^      .  ,.  ..      ^       /  .'    •   ; 

2)  Em  gerades  dreiseitiges  Prisma  ist  d^^piurte  eines,  JParaU^li^ 
pipedfiy  dessen  Grundfläche  doppelt  so  gross  als  aie  des  dreiseiti- 
gen Prismas  ist  und  dessen  Hube  gleich  der  des  Prismas  ist. 

3)  Jedes  schiefe  dreiseitiip  Prismn  (Taf.  IV.  Fig.  2  A.)  iSsstsich 
umwandeln  in  ein  gerades  (Taf.lV.  Fig.  2^.)  von  demselben  Quer- 
schnitt und  ebenso  grosser  Länge  der  SeiteuKante. 
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4>n>fcMintitfc  tft|riSäitaiiicick6  |iffr4«4H»^ck<A^4*BähnMfiAM» 

m'  ¥4rgllikI»))ßärH4g9iiA)Hb^iJ[>ef'T)a*.I»ov«ji«.''n'>  .:«»/  Leu  i-ii 
■;,  I  .'.mJ  iM..:l''.'j'f -.*'\  r«w  I::i!  *"  k  M««/  :r  '  i."  »r  ,. «  inl  •  jtl  ••>  i^  ..«i 
4)  .Zwei  dceiseitige  Prismen  .von  .gleicb<^Q  Griudfläclien  und 
gltfcN^d  HMiettf  tft/d!  gTc/T6h  gröW;  soWoifr  (tdUti;  Wci^iÄ'^  in  Wideii 
Prismen  .^mIb  id«ff<pbiJlUd8rhtmn4ti0ohtai)(aehäni)niitAeii;t(^^ 
dann,  wenn  in  beiden  Prismen  die  dreieckigen  Flächen  als  die 
Pffinidfl^Qheii JMraohtfit. ^^eo»  :,  •!    Uj.i     \    '. 

Xi^i  B^i^  Aeseä  -»^tires  ist  ;^ri  tf^fen.Werikeb'  ^nvoll^tändifl^j 
weli  ^äifrtt  tfer^'afrifte  ."i^t«  ftM^^  a^f  deh  er'sibb' g^Met  lAd«* 
eiirtiiibihHketf  AtMftaM^^^on  Löt^JjK  ''    '    -' 

Ad  For8tehende.i$ilitze,j|[f^ihep,fic^«iiqlgmde>.,9am:  Tbeij  fi;ii)|^r 
abzuhandelnde  Lehren  aii. 

,'5.J,.lfi^r:M.V»'8-  :^^  äh^lwh j^  ac^ad?  I^wen j4>R un^iift, 
die  einander  parallel  sind,  ey^^d>X!(H>.g^il Pfiff  ^.RJ,cb.t^g^.df^^ 

li chei). (gleichnamigen)  Eq den  (w^s  4urch  (X^iiCoW  bezeich- 
net werden  kaaüf)V  >vfe!iih.  teie  =^?^'t}fcr  VfertJTkfaWgslibfe' Ja  der  An? 
faiffflsWihltfe  1*)i*V  "??«««*  ^^'»"'F^H  Ä^^önfrd'  Aä/^  bJldrö! 
iUe  ai^f  e}tferjei  »efÜÄ  von^Jfeilege^n'iitta  ^itfander  Jeu  i;VrW 
recfct^-WWWlner^Sn^tB^.;  .aL^o  nuir  (Jaihn ' 'gleich.  siVid,'  u-enh  is?e' 
f«kibl#  Wliikel  sfcrf;''  «e  sind'abet  Von  entgehet! gesetzter; 

Richtang  der  fihnlichen  Enden  (was  darch  C^)\ifl^  be- 
M^ohnet.if^rdefi  >b«RX/Hei^t^is<  n»tt  .JJai^le/Lobe  iii-a^re^ech- 
m1jwia||«1>IJP4«  Htid  «4Ui.bjlde;i^  j  Siehe.  Tat;  IVl.  Fig.  äf  iinl 
Fig.  4.  .i..:i  ^-  ■      :., 

<*.  9^(3:  EKkiUT4i«9b  .▲e1inUcbe.}dtf<»i#/ei«jge  Pfyrram^lden 
«MMlMphc^  dW  ^idh  «^•zusatnioenst^lldn  lisden^.  .dasei  jede.  Kan«» 
teiili^ievdeii  eiti«A)!plur^Mjät>»iit  eiMirl.ihr  entspK^cbenderiMKap'». 
teoÜ nie  der- andern.  I        .  .^  .....    i. 

'Sie  hets.sen'  e^b  etili  Vi  d  l  i  ch'  S  li  ii  11  th  *  (Vergleiche  '  ifa^yi*  lind* 
c.a?.^7i^id'Ta£.  rVlJPig.5.)^  wenn  ^|ibei  je  zivel  einander  .entsprechend^ 
^hiirkh^)  ^tCsintenPinieii  aucn  gleiche  Bi^h  tu n.g  ihrer  ähhfiQheii 
E6df^  halb^O  ^-  8ftf<  daie^^.  d7<^  Rlchtutigett'  ij^er  filiniVcheti  Endep' 
eiyjMgen^i^&hst,  so  frei^sen  die  b^den  P,yrahliden  ^^b:e'rib11'd-' 
ricß  ä1iptichW'(yerk!eicwe  ca:;y2  trtrf  ^/ir.«r,!r;  ifi  Taf.  Iv.  Flff.'6jJ 

^•.a.,  Ijirlrijsa^f.;)  2^nd:z¥vei,dxeif^ 
derselbeb  dritfen  .ehenblldlich  , ähnlich  oder  ipind  beide  eine^  i|nd 
d^ÄelBbDAr(te^in{t<»gätibjjd(!f(%  älitilichf/ so  sind  beide  elnand^y Selbst 

..fieivi^ta^  ,\Yefdte^  die.ldi!«i  ysrglkk4m»n  PyiätüdM /^i  'A  iP 


in>W61^e  27a^4liit9enktelW  ^ebfiicht,  däsls  1^  fthnlidheri  fitäffteh- 
linien  einand^er  parallel. sinai  so^  ist  im  ersten ' Falle jedl&Kän^eniinle 
▼orh«  P 'l^rällel  Mit  den  entsprechenden  ECaDtenlinlen  ron  P  ifpd 
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von  P,  und  die  Richtungen  der  ähnlichen  Endcb<8iodf  gMefa-,    so 

dass  auch  jf^de  .Kapten^nle,  y9n  jP^  parallel  isti4crillüeiil6|>r0cben- 

d9fi  KatitMitttlel  ¥odr  P  and  ftfitlhr  gleiche  «iiStilng  JtmäMMmt 

Enden  hat.    Im  zweiten  Falle  aber  ist  jede  K^a^d^Iinle  yon  J^pÄnl* 

lel  und  von  entgBgvngefeelBter/'Rtohtong  den  Endev^init  den   ihr 
entsprechenden  Kantenlinien  von  P  und  von  P,  weshalb  jede  Kan- 

iii^nlinle  Von  iP^pars^iet  iat  d/^r  flir  >ntsprecKeiiideA  ^^i^e^ 

IpsimdiBiiti  ihv  laiche  RIolttüng  ider  fibnlifebeiv  EJimMii  4uKt. 

.;  ,.'       I  '  /  ■     '  ,.•     '    :.    .i    •       '!   '  m!  .  :.!    .5L    I.    r  'i 

Erklärung.  Sind  zwei  dreiseitige  Kjnfaniiden  A  ttnd 
^\  Fig.  7)  icinandef  ebenbildiicl^  äholiql^  W¥i.4»  i«t  eine 
iifefilinie  c,^,.  4!^r  einen  an  Länge  ^eich  der.ibr  ^ntsprecheo* 
den  Kantenfiaie  .p]».|ir,,' der  andern  (fnitÜia  jede.  Kantenunie  der 
einen  <^p  Länge  gtejcb  der  ihr  entsprechenden  Kantenltnie  der 
diidern}',  iso  ist 'Jede  ein  Ebenbild  difer' aiidern;    ,•  •    . 

§.5.  Zusatz«  Jede  dreiseitige  Pyramide  ist  ihrenp  Eben- 
Uldi^.  ftnK!5rperlikUaYt  gteich  gross.  —^  Beide  lassen  sich  nemlich  in 
c<Ht^i^uetite  Ztt^nntieDi^teliung  Versetzet. 

'  ^  §.6.  E rkl är uog.  Sind!  z>i'ei  dreiseitige  Pyramiden  (Taf.lV. 
Fig.oO  einäni^er  gegenbildlioh  ähnlich  und  e»  ist  eine  Kanteniinie 
€2f  der  eipen  an. jUin^e. gleich  d^  entsprechenden  Kanteniinie  c^p, 
(jer  iundern  (mithin  jede  Kanteplinie  der  einen  gleich  der  entspre- 
cheridep  Kanteplinie. der  andern),  sp  beicjst  die  eine  ein  ^egen- 
b  i  I  d  der  andern. 


§.  4.    E 


^.  7.  Lehrsatz. '  Jede  dreiseitiM  Pyramide  o  (Taf. IV. Flg. 
8i  oder  a  und  ^  Fig.  7.)  mid  ihr  GegenbiM  b  k^ben  gleieM  großen 
Korperinhalt. 

'Reweis.  ' Msfn  verbinde  a  und  h  so,  wie  d  undj)  (Taf.  TV, 
Fig.  7.)  verbunden  sind;  d.  h.  so»  dass  dte  gleichen  Kantenlinien 
ey  una  o„y,^;  in*  .einer  und  derselben  Ihnen  gleichen  Linie  cmji^en 

und  entgegengesetzt  Rieh tiiQg.  haben y  während  (c,/a:,,J  #  (  c  xj^ 
C^f'  ^//)#(^);  {2^'^^/0#(y  ^)  uta^  (y^/)  #(ä^)  ist. 


folglich  auch  X^eil  parallele  Ebenen,  die  von  »arallelen  Ebenen 
durchschnitten  werden^  fiarallele  Durcb^chnittslinien  liefern) 
o^,fih/^^i9  mithin  auch  (wei^  die  Winkel  zix,,  und  z„a:,,jc  ,  die 
sie  mit  einer  Linie  xa,,  bilden  würden,  innere  Wechselwiiäel  sind) 

\oi!y,t,,^i^x%y\&t.     Stellen  liun  in  Taf.  IV.  Flg.  9.  cixi'=^  a 

und.  c„y,ix„z„  ==/J  die  so  verbundenen  Pyramiden  dar,  »o  yer- 
iSrigere  man  die  Ebene  xyz  über  xy  und  die  Ebene  c„%^,ä:^,  über 
c,,z,,  hinaus  und  lege  durch  ux  und  u%„  eine'  Ebene  xuz„m,  so 
Mrd  ein  vierMtig  pi^ramideBfötttlger  RiMim  jmtv,inosi2  begrenzt, 
der  mit,jed|i;r.4j^,:be^Uiieu  Pyramiden  a  ux^^sAj^fj^zeln  «jKammeiige- 
nommen  etp  dr^^eiltj|es  Prisma  d^a  oder  fT-f/S  bildet. 
.  Es  entstebf^n  h^oEch  Durphschnittslinien  ^9  ,xv^  und  ^^^m, 
und  es  ist 
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I)  m»^2jt^z„x„  als  Diurch«cbHitt8lioie  der  uaralleleu  Ebenen 
ar,,m  und  cia:  mit  der  Ebene  zm  und  weil  i,,a:,,:f^2a:  ist. 

~    2)   x„m^mx  d.  h.  ^cx)^^*^  Durcbscbnittslinie  der  parallelen 
«1  k  44-  l  ^^*^"®"  x^m  und  oa:,,  z,,  mit  der 

a.h.:ffc„x,A  Eiieiie  wn  und  weil  c„x,fi^ca:lst 


#««/. 


3)  a?iii4^icz„  d.  h.  ^y„z,J  ^'^  Durchscbnittslioie  der  parallelen 
XL      j   L    jx  r  Ebenen  zm  und  y,,  a-,,  i,,    mit  der 

#01  d.  h.  flijfi      J  Ebene  um  und  weil  y.,x,.#^z  ist 

l>a  nun  xm:^uz„^oz  und  om^rr  und  z^^m^^tur»  so  Istomz^iiaz 
ein  dreiseitiges  Prisma,  das||u|pli-|^l>fl|teht ;  da  ferner  z,,m^tix^ox 
und  oi»4t2//^//  nnd  arm^ui^,,  so  ist  oxntz,, x,,u  ein  dreiseitiges 
Prisma,  das  ans  ^4- €2  besteht.   Da  nun  aber  die  beiden  liegende^ 

'   -^tfl-^MiQlCiSCSrkiHis;    er  Kt  leie«E^iftMi4tt^^:^9a^£  »l^^^ 

per)  2i  n  n  ii  che  %ii  nennen  habe  »  wenn  siq  sicn  so  a^usafn  mens  teilen 
lassen,  das* ^M  iWigMdUt  geiall# S'efblbilin^M«  «#«ier  Punkte 
des  einen  parallel  ist  mit  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden 
Punkte  des  andern  und  dass  (die  Aehnlichkeit  eine  ebenbild- 
I  i  cfa  e  Aehnlichkeit  heisse,  wenn  datiei  jede  Verbindungslinie  zweier 
p^i|^  dW  elften  t|e^l|,,.|^^^^  d«  «^Üfb^^^^  landen  hajt 

mit  der  ihr  parallelen  des  andern,  während  im  ralle  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  parallekiiilAbien  entgegengesetzte  Richtung 
haben,  die  beiden  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso  die  beiden 
Korper)  gegenblidlich  ähnliche  heissen.  Daraus  folgt  dann 
leicht,  dass  je  zwei  ähnliche  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso 
auch  zwei  ähnliche  Korper),  bei  denen  die  Gleichheit  einer  gera- 
den Verbindungslinie  zweier  Punkte  des  einen  und  der  ihr  ent- 
sbr^heikdeb'^rbiiidtinf^dliYrfe'des  artd^^iWj  «nf  Länge  erkannt  ist, 
aN  «-ii^e^ilblldlii^  öle^üh'oder  ttte  gcfg^ivbildlichf  gleieh  «t«- 
lläM^'#<MeW»]MBSc4^,><^»'  tittfchdeM  '«^yebenblldlieh  ähnlich  ödl>r 
g«i|j^l!iWtMli4ihiflhi4MU'snid.*'*'EndRch  sieht' man  er» V  i^*\^  e&' mm 
FeMlt  is«i;«uiibbln^s^,  btt»9  'ni^htnur  1e  «4'et  ebenbilAli^l^leichc* 
ffOfMt'  (4|}b  'iÜth'  «In'CkmgtiMmz  ver^^feleif  Mtssen),  gondern  da^^i^ 
«tit;ll  i^'si^ti^t^'cf^lrenbf^ldileh'-gl^iebe  K^rrii^r  gleikfhb'* 
Ri'il>nWin-i>'ä%^n.  '  ''      ''  '^  "^.  '*•' '  '••■•.  ••'■;•     '    '•  -'''■^' 

!'  iFiUMilit  eriaiibie.>(ch  inir  spätcriweUerie  ]llyttbeikni|e»  «bei 
die'ÜLti'und'Weise,  wie,  lieiyr  htet  lauMbspiocherien  IMMiiobm 
entÄprecbend ,  die  Lehre  Von  der  AekMicbkfeit  tibevfaaupt  darsu* 
sMkKi  «ein'warde.'-'  :»     .    !.       m/  •» 


)i|i   ...!:<  .        -     \^mmm\  \\  •       "    t'  '- 
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um 

l-.i  ■.     ,    ,»...;    »■!.'   •     :j   n\\:   'Hf»'l'l    r't|>    |ti)i    v.:>   {»nii    uv  ,   « 
.   ,\    !l  .u.«j  •«'  li  •  f«.  1<       .'»-a-.  ■'   !     'lt.  ^ -v/^    f.   .,i   .h  %,v\  !!  wx  .,;■  .. 

.  \.,\     :*..*    I..;  «>  1  .  » '.'  \    \\.   .:    !    'n    \.:  . '  \,  •»  Iimt    :o  >  >  ^  :^\    '  ^'.'*•.  n"  i    i  •  I 

sen  prismatischer  K9rperi>Mnt«r-  der 
.ToEiiivsMeliiiiiS:,  !  dAss:  di« ;  .spiUMieiide 
fi^afl  '»usselrhiilb  der.'ücliin^rpipiiJttg^ 

-;.M. . '...Acli8e.de8;KorperS:Wir]^t..; .. 

)i    iV"    ,.  •'    .'"Ali'     •    •'•    ••'.     I    •  :     ■.    •  I  .i      In;!    )>i    I.   (.'      •    ;•,..'       ^     • 

i-  I  i:'  .!'»!-•  'H   '•»     <.  •     ,'     •     It"     .'.     •  *;        '  '.  1»      |r,,,p      •    ,■     .     .;     .    ,1         .  ;     ...     , 

HeiTti  Faibdkai-CoXDixiksioM-ftatHe  A.;  Brix 

,-....i         .  sW,-.-..:r.i  '     ..  ^  aaiJKdrliBU^,.!:'.. ;  '.'  ...;.  ..^.  i  •     j- mi- 

:s  r'      •  i  •  '..     *.".»•.•  .    )  \i;,;',  ,      t      I  .!     :     ^     «  ••  /     '»  I    ,■■•1  !•     .,  «]      ).|    .,           .      ,i;    '. 

•  1  »i.:     i         x    "'•  .\  I-  .    '  "     «    '»  t'  r  .  '  ■    »:  r.    i'  •  i  .  ,'   !  I  «I  ti  •>  ■•  •{  V     ■      '.      #1 

■''  !     <; .    »:•  '    .!  "*i    :  ■  /   ••    "  i  i-.  .'     •..••si;.  .!•.   i  •  //x    m!      -  i.I,     ..:•.•!: 

-./!  .j    i  .  <•    •    :i'-^.r  .  ;■?    «kI;    :i-  -    >'.     .-    .      Jf».   ;;,•!    "i!  »,',.!.;    .-»./.v    j,  .•    • 

.  .  i  Bereite  im  vierten  Bupde.  dieaes  4rQhiv8y  Sf.293  .u.:  C^^i  habe 
iob  i$ii^>  tlie^lPßjtUcliJB  U^er^ucbmig  über  dJ9  DebmUgi  prism^tiacher 
$t&betüirit  .ungtetebßn  Qper«^nittc(ii  ini^gethQUiy^..«i,i4fi: Jisb.dwMAr 
weioe  \«r9achiei  im  Kr»ni^Uch€tii  ()evw^rbfi-)hMst|tM(i4ar!j&tmittelai^ 
dffr  E3^idMt:4€^)Sk)bmi0d«et8en8  .veu^0las^t?^mden  jEimii 

gleiobe  VeranlaßsuDg  l4at.4ie..?prMei|;e<i^e  .AvbfiitMidie  -iqh)  bi^rmU 
4er  O^entiipbkeU  Jbei^ebe.^ .  dg  die  ittegultated^rdAlbei^  ifür  d>^ 
Anwendung  von  Wichtigkeit  zu  setn  schein^p.^  .cibKlti|cjti:lwe"?^lbM 
vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  vielleicht  nur  ein  geringes 
Interesse  «Dl  Ansprueh^Debmeoki^Bn. :  Ich  >  hatte  allohiAlM<aiUliircli 
BM)htiäUMlen':iasiiea^;.diei.mir'*]iron.«lltr  Praxis. gestellte: AnJkabe^ 
gass  ieleiifentInMiaii  beiudidel«,  und'  e»  dürfielaueh  zu.  bcGKweifeln 
sein,  dass  die  Anwendung  des  hShern  Calcüls  ^^iüRzer  .^iimtZMe 
geführt  oder  allgemeinere  Resultate  gegeben  haben  würde,  als 
wie  man  sie  im  Nachstehenden  finden  wird. 

Es  handelt  sich  nämlich  .^UsHBW  bei  prismatischen  Körpern, 
die  nach  der  Kichtuns  ihrer  Länge  gespannt  werden,  die  Dehnung 
und  demnächst  die  absolute  FestigKeit  unter  der  Voraussetzung 
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'da«»'dt«'8paiiiieode'Kraft»ieht,  wi«  «s  gewObnIich 
vcfraasgcisetBt  wird,  ib  d«T  Rlebtung  der  Schwerpunkts- Achse  «les 
K6rp#rfi,  'madeTD  in  einem  heetfaxnnten  Abstände  von  derselben 
nach  paiaU^ler  Hiditung  wirkt 

Bei  der  sewuhnlichen,  zuerst  erwähnten,  Annahme  werden  alle 
Pasern ' des  Körpers  gleich  gespannt;  sie  erleiden  also  gleiche 
Dehnungen  und  werden  zuletzt  auch  zu  gleicher  Zeit  zerreisseu.  -^ 
Die  dieser  Annahme  entsprechenden  Gleichungen  sind  bekanntlich 

P:szm.^  und  i»=:Jf  F, 

worin  P  die  spannende  oder  zerreissende  Kraft,  F  den  Querschnitt, 
l  die  Lunge  des  Körpers,  A  die  Dehnung  innerhalb  der  Elasticitäts- 

frenze,  m  das  Maass  der  Elasticität  und  K  das  der  absoluten  Festig- 
eit  bezeichnet. 

Nicht  so  einfach  gestalten  sich  die  Gleichungen,  wenn  die 
Richtung  der  spannenden  Kraft  ausserhalb  der  Schwerpunkts- 
Achse  angenommen  wird.  In  diesem  Falle  werden  die  Fasern  auf 
der  Seite,  wo  die  Kraft  wirkt,  mehr  als  die  auf  der  entgegenge« 
setasten  Seite  <les  KOrpers  ausgedehnt,  und  das  endliche  Zerreis«^ 
sen  wird  also  —'  aül  ähnliche  Weise  wie  beim  Zerbrechen  der 
Kdrper  — *  sucoessive  erfolgen,  indem  die  äussersten  Fasern  auf 
der  Seite  der  grössten  Dehnung  zuerst,  die  gerade  entgegenge- 
setzt liegenden  Fasern  aber  zul.etzt  zerreissen. 

Es  stelle  ACßD  (Taf .V.  Fig.  1.) einen  prismatischen,  vollkommen 
elastischen  Korpir  mÜ  beliebigem  Querschnitte  Tor,  der  io  Terti* 
kaier  Stellung  ße\u^  Schwerpunkt^«' Achse  CD  mit  sein^  ebewa 
Endfläche  belestigt,  an  seinem  unteren  Ende  aber  durch  ein  In  £ 
aufgebautes  Gewicht  P  belastet  ist.  Ferner  sei  AB  Irgend  ein 
Querschnitt  in  dem  Abstände  CG  =  /  vom  oberen  Ende,  und  A'B' 
sei  die  Lage,  in  welche  derselbe  durch  die  Ausdehnung  des  obe- 
ren Körperstückes  CAB  übergegangen  und  darin  zum  Gleichge- 
wichte gekommen  Ist.  —  Otfenbar  muss  nun  die  Dehnung  ÄA' 
auf  der  linken  Seite  der  Schwerpunkts-Achse  grosser  als  die  BB' 
auf  der  rechten  Seite  sein,  dergestalt,  dass  die  Dehnungen  fifimmt- 
Ucher  zwischen  yl  und  B  liegender  Fasern  durch  die  Conve^rgeo» 
der  Ebenen  ^1?  und  A'B'  bestimmt  werden.  Diese  beiden  Ebenen 
schneiden  sich  verlängert  in  einer  horizontalen  Linie,  die  im  Punkte 
O  projicirt  gedacht  ist,  und  die  nach  Umständen  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Körpers  liegen  kann. 

Man  kann  dieselbe  als  neutrale  Achse  betracMen,  um  welche 
die  Punkte  des  Quers<ihmttes  AB  beim  Uebergange  in  die  Lage 
A'B^  eine  drehende  Bewegung  gemacht  haben.  Ist  dann  die  Elasti- 
cität des  Korpers  mit  der  spannenden  Kraft  P  in's  Gleichgewicht 
gekommen,    so  müssen  offenbar  folgende  Bedingungen  stattfinden r 

1)  die  algebraische  Summe  aller  SpannungeVi  In  AR  musd- 
gleich  der  Kraft  P,  und 

2)  die  Summe  der  Momente  aller  Spannungen  In  Bezug  auf 
die  bei  O  projicirte  Achse  gleich  dem  Moment  ^.HO)  der  Kraft 
P  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse  sein.    ''  >     i 
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Um  die  Mieden  BcdincuMeif  eotfl^ccheDd^a.  GIcidmigeD'  n 
bilden  5  sei  o»  der  AbMand  GH  %VAuthaä  der.BMhttiogsHDie  der 
Kraft  P  und  der.  SchH^^punkts^Acbae »  p  die  EotfciiiHHig .  OG  der 
neutralen  Achse  vom  Scnwerpankte  G  des  in  B<»fraehii '^esogiinen 
Querschnittes^  dann  ist  or-f  «=/fO  der  Hebelarm  für. diV  Kraft 
ft  Bezeichnet  ferner  er  die  fSjpannung  einer  Faser  von  1  Quadrat- 
zoll Querschnitt^  die.  sich  in  dem  Abstände  z=LX  Zoll  von  der  n^it« 
tralen  Achse  befindet,  so  cthickt.'tfz 'die  Spannung,  einer  gleichen 
Faser  aus,'  deren  Abstand  Von  der  genannten  Achse  =2  ist. 

In  Taf.V.  Fig.  2.  stelle  e  ein  beliel^ges  Element  des  Querschnittes 
AB  vor  und  z  sei  der\Abstäftd'  dcssf uien  :ir<M  der  neutralen  Achse 
XY,  Betrachtet  man  dieses  Element  als  den  Querschnitt  einer 
Faser,  so  ist  Am  .Obigen  gemäss  (^^  die  Spanpung  dieser  Faser 
für  die  Einheit  dös  ^Querschnittes,  und  für  den  Querschnitt  e  iist 
also  die  Spannung  s^iize*  l)enkt  man  siqh  auf  dieselbe  Weise 
die  Spannungen  ailcfr  übrigen  Fasern  bestimmt,  wobei  (ler  Factor 
tf  offenbar  derselbe  bleibt,  so  erhält  man  ffir  die  Summe  aller 
S|NiDMHigeb  den  Ausdruck    * 

2kS2€^itn£ez. 

Weh  bekaanten  Lehren  der  Statik  ist  aber  Jiez=^Fy\  sab- 
«tituirt  man  dies  und   berücksichtigt  zugleich    die  .zuerst  aus 


sprochene  Bedineung  des  Gleichgewichts  i   so  erb&It  man  die  ihr 
entsprechende  GTeicbiing 

(i)  P=a.F«.  ,  ' 

•  .  .        .    /;         . 

Ferner  ist  dxs' Moment  der  Spannung  Ätff  FKser  e  in  Bezug 
anf  die  Achse  JTF  gleich  sty  oder,  wenti  ftfir 't  der  yorige  WertS 
gesetzt  wirdj  '  ■  ^  .'  ./  ''       •     •*  • 

also  ist  die  Summe  aller  Spannungs -Momente    '  '      '    ' 

Nach  Lehren  der  Mechanik  drückt  Zti^  das  Trägheitsmoment  des 

tanzen  Querschnitte»  AB  iö  Bezug-  auf  ^JTF  als  Achse  aus,  und 
ieses  Moment  lässt  sich  bekanntlich  durch*  die  Formel  N-\-F^ 
ausdrücken,  wenn  N  das  Trfigheitsn\om^nt  der  rp  Red^  befind- 
lichen Flache  F  für  die  durch  ihrtn  Schwerpunkt  c-ellejnde  Achse 
VW  bedeutet.  Ausserdem  ist  P{x-\^v)  das  statische  Motnient  der 
Kraft  P  in  Bezug  auf  die  oentrale  A^nse  XY^iU^ii  da  zkifolge  der 
zweiten  Bedingung  dieses  Moment,  der  3ümme  aller  Spilnnungs« 
Momente  gleich  sein  muss,  so  hat  man  dem  gejtiäss  die  Uileichang 

C2)     '.  P{^^-y)  =  <N+Fy'^. 

Setzt  man  darin  für  P  den.  durch  die  -  Gliöichiiog  (l)  -g^ebeneo 
Werth,  so  kömmt,  da  <5  auf  beiden  Seiten!  sich  bebt^ 

Fy{x^y)z=zN-\-F^^, 

und  hieraus  findet  man  leicht 
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ein  Aosdnick,^  durch  trelcben  der  A^bstand  OG  der  neutralen 
Acbse  Tom  Schwerpunkte  des  Quersohnittes  AB  bestimmt  ist«  da 
X  io  jedem  besonderen  Falk  als  gegeben  angesehen  werden  muss. 
Zufolge  der  letzten  Gleichung  stehen  die  beiden  Abstände  x 
and  yvD  mi^  reeipvöken  Beaiehunff  zu  etnander,  dergestalt«  da4S 

ihr  Piodokt  die  ^e^tanle  GriJsap.^  gjebt.    Nimmt  man  daher  den 

einen  gleicfr  Nnll  an,  so  wird  der  andere  miendlicti  und  unUgekelM. 
FQr  die  ^esvOhnlichi^  Annahm^;,  dai9S  die  RichtungsHnie  der  spaH^ 
nenden  krafV  mit  der  8lchvrer|ninfkts*Achse  des  Korners  zusammen^ 
fällt«  ist  x^a,  also  ^=Qc;  die  Conrergrenz  -  zwischen 'd^  bei- 
deD  Durchscbniltsebeneh  AB  und  A^B*  TtCrt  al^o  auf«  und  alte 
Fasern  des  KOr|)ers  erleiden  folglich  in  diesem  Falle  so  gleiche 
Dehnungen  i^ie  gleiche  Spannungen. 

.  Vertnitfelst  der  gefundenen  drei  Gleichungen  ist  es  nunf  leicht, 
die  Dehnung 'ireend  einer  Faser  zu  bestimmen«  wenn  der  Anstand 
derselben  von  der  Schwerpunkts  -  Achse «  oder  ^-^  l>estimnt«^  auff- 

S »drückt —  von  der  durch  den  Schwerpunkte  (Taf.V.Fig.2.)  mit 
er  neutralen  Achse  JITF  parallel  gezogenen  Linie  VW  gegeben  l^^* 
Bezeichnet  nämlich  ^a  diesen  Abstand«  jenachdem  die  frag- 
liche Fa^r  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von   VW  liegt«    so 
ist  y:JE:tt'ihr  A'^'^tahd  von"  Jf  F«  'und  »==<yCf/db<9  *''***'  *«•  w>g«^ 
hSrige    Sj^ai/bung   fÜ^  den  Quadratzoll  ihres  Qirtvsehiftitt«?  ausi 

Nach  Gleichung  (1)  ist  aber  ^^^fz»  «nd  itenn  dies  Uk  ie^  vorii 
gen  Ansdmck  von  t  gesetzt  wird«   entsteht:  "  *' 

oder«  wenn  man  Air  yden  durch  die  Gleichung ; (3)  gegdbeilea 
Werth  «nsetzti  1 

^  N-\-aFx      ,  , ' 

(4)     •   ■   ,      •    '      •■•         ,=rP.-.^^.^  ...    .    ,..,        .     .... 

Die  Gleichung  zwischen  dieser  Spanbnng  und  der'  durch  sie 
bei^r^ten' Dehnung  X,  Jetsrtelrefttr  eine  Faser  voi^  der  LSnge  /vet* 
stähdeb«,ijBt  iiuti  mit  Kticksicht  darauf«  daiss  hier  der  Querschnitt 
ieii^t'  Paser  =1  vorausgesetzt  wird. 


/ 


wo  m«  wie  früher  erwähnt,  den.Elastftitäts-Modulus  bedeutet. 
lOeiriMis  indet  man  nun  ^=^9"  mitMn.  ?H^b  Substitution  des  ebir 
gen  Werthes  von^, 

,^-  .  ".  '  ■.•.;r.  \lu  ^.ilPL  N±arx :    '  ' .:;.. 
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Für  x^Os  d.  h.  ffir  die  ADDahme,  dass  die  Ricbtung  der 
Kraft  P  mit  der  Schwerpunkts  -Achse  zusammenftllt,  liefern  die 
Gleichungen  (4)  und  (5)  nach  einander 

*=/^undX=:^^ 

Beide : Resultate  bedürfen  keiner  Erklärung»  dasiemitden-bekaaii* 
ten  Dehnungsgesetzen  elastischer  Kurper  übereinstimmen. 

(Jebrigens  liefert  nun  die  Gieiehung  (6)  für  alle  positiv'en  and 
negativen  Wertbe  von  a  die  Dehnungen  der  ^ugeherigen  Fasern, 
welche  Dehnungen  grosser  oder  kleiner  ausfallen  j  jenacbdem  die 
Fasern  mit  der  spannenden  Kraft  P  auf  derselben  oder  auf  der 
entj^egengesetzten  Seite  der  Schwerpunkts -Achse  Uegen.  Für  ne* 
g^ative  Wertbe  von  a  kennen  die  Dehnungen,  wie  sich  weiterhin 
zeigep  wird,  auch  neeativ  ausfalIeD»  und  müssen  dann  als  Zusam- 
mendrückungen  oder  Verkürzunsen  der  Fasern  aufgefasst  werden. 
>  y^langt  man  z.  B.  die  Dehnung  einer  Faser  Kennen  zu  ler- 
nen, die  in  der. Scnwerpunkts- Achse  selbst  liegt,  so  Ist  a=0  zu 
setzen,  und  man  findet 

(^  ^=S- 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  7t  und  spricht  also  das  allge- 
meine Cresetä^  aus »  dass  die  Dehnung  in  der  Schwerpunkts- 
Achse,  wo  auch  die  spannende  Kraft  wirken  mSge, 
unter  übrigens  gtelehen  Umständen  stets  deDseiben 
Werth  behält. 

Vorstehendes  Gesetz  ist  von  Wichtigkeit»  wenn  man  den  Elas- 
ticitäts-Modulus  aus  directen  Dehnungsversuchen  berechnen  will, 
wobei  In  der  Regel  die  obige  Gleichung  zum  Grunde  gelegt  wird. 
Offenbar  darf  dies  aber  nur  dann  geschehen ,  wenn  die  durch  eine 
bekannte  Kraft  P  hervor  gebrachte  Dehhupg  des  K^rpf^i^  in  <ler 
Richtung  seiner  Schwerpunkts  -  Achse  gemessen  ist;  dean  sonst 
müssen  noth wendig  mehr  oder  minder  fehlerhafte  Resultate  ent- 
stehen. Um  dies  näher  ersehen  zu  lassen,  wollen  wir  die  allge- 
meine Gleichung  (5)  auf  einige  besondere  Fälle  anwenden. 

Wii:  betrachten  zunächst  den  besoiidep.en .  FaU ,  wo  der  Quer- 
schnitt des  Pr'fsmas  ein  Rechteck  v,Qn  deM  Abmessungen' 6. upd.  4 
ist,  und  setzen  d^b^i  voraus»  die  Kraft  Paei  in  der  IHitte  der 
einen  Seitenfläche,  welche  d  zur  Breite  hat,  ftps^ebracht ; / dann 
hat  man  bekanntlich  F=bdf  Jff=z^.2^d^,  x=^id;  also  entsteht 
nach  Gleichung  (5) 

PI    d±6a 
^-^nibd'      d     ' 

Wifl  man  hiemach  die  Dehnung  der  Faser  bestimtnen»  die  tnH  P 
in  derselben  oder  die  in  der  gegenüberstehenden  Seitenfläche  des 
Körpers  liegt,  so  muss  man  in  beiden  Fällen  a=zld  setzen,  und 
je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gelten  lässt» 
erhält  man  nach  einander 
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Ib  d«r  einea  ScÜeolfiche.  niMlet  als»  im' ▼mrliegeaden  Fälle 
eiiM  AaadebDUDC  stati»  welche  viermal.  In  der  anitetD  Seiteo«^ 
flftdie  ebereioe  Verkaronog  der  Faaerti,  »velcbe,  deppelt  mjgromk 
iat,  lie  die  Debmui^  in  "der  SchnperpuDlcta-Aebciew  Die  a^tralei 
Achee  moM  alse  iiiBerhelb  dee  Korpers  liegen,  irod  in  iet  Ibat 
eigiebl  steh  ibr  Abstand^  yon  der  Sebwecpiinkts^Acbfe  neck 
GfeidMing  (3),  weon  davie  die  obigen  Werthe  von  iV,  F  und  d» 
^DgeaeUt  werden,  rieieb  Id. 

Für  einen  cylindrischen  Siab  mit  kreieförniigtaB  Qneracbnitte 
Ist,  wenn  r  den  Halbmesser  bezeichnet,  F=9rr^,  2Vz=j9rr^;  also 
entsteht 

PI       T^±4€Ut 


Nimmt  man  nun  die  Kraft  P  in  einer  Seitenlinie  des  Cylindennap* 
tels  an,  so  dass  a7=r  ist,  so  eigiebt  sich  die  Aenderuog^  der 
LSnge  in  dieser,  so  wie  die  in  der  gegenüberstehenden  Seiten« 
linie«  wenn  a  bezOglich  gleich  -{-r  und  gieach  *-^r  gesetzt  wird« 
ViS  entsteht  nämlich  nach  einander 

während  sich  zugleich  g^lr  ergebt  Die  Werthe  von  Ai  uud  l^ 
weichen  hier  also  noch  mehr  von  einander  ab,  als  vorbin  bei ^recht- 
eckigen Querschnitten. 

Dass  nun  diese  Ungleichmassigkeit  in  der  Dehnung  der  Fasem 
bei  genauen  Versuchen  sehr  störend  auf  die  Ergebnisse  einwirken 
kann,  wird  einleuchten,  weun  man  die  Schwierigkeit  erwägt,  den 
au  prüfenden  Korper  (etwa  eine  dicke  £idenstange)  an  den  Enden 
ao  poL  fassen,  dass  nicht  auf  der  einen  Seite  ctoseere  Spännungen 
entstehen,  als  auf  der  entet^n^etzten.  Es  zeigen  sieb  dann 
sofort  grosse  Unregelmässigkeiten  in  dem  progressiven  Fortschrei- 
ten der  DebnungsgrOssen  lät  den  zunehmenden  Belastungen,  wie 
ich  das  bei  meinen  Versuchen  mehrmals  wahrgenommen  habe, 
eln^'dH»  ieh  mir  dieee  Ereebetnung  anfltottlieh  erktftren  konnte. 
Jene  Uniiegeimäawigkeilen  tu  vermeiden ,  Ist  aber  um  so  scbwieii- 
r,.  als 'CS  sieh  kaum  ausfShren  lässt,  die  In  der  Schwerpunkts- 
hse  atbtthabende  Dehnimg,  weiche  allein  maassgebend  sein 
-     mit  Sicberheit  zu  beobachten« 


lud 


.  T9ach  dieser  Abschweifung  in  das  Gebiet  der  Praxis  kehre  ich 
wieder  zu  der  vorliegenden  Frage  zurück.  Es  bleibt  nämlich  noch 
übrig,  die  absolute  F  estigkeit  des  prismatischen  Körpers,  oderden- 
jeniäen  Werth  der  Kralt  P  bu  bestimitaen,  welchermlt  der  genann- 
ten Festigkeit  im  Gleichgewichte  «teht  Zu  dem  Ende  hat  nM 
näch.CleidiuogCi) 

•  •    '••      '*      '••>•.••     p_  p        ^       -  ■  •  .'  • 
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jtet,   deren  Abstand 


worin  5  die  Spannung '  derienigen  Fad4r  l(edeu< 
von  der  SchwerpunktSrAcnSe  gleich  «Jst;      '^ 

Da  es  nun  mit  Rücksicht  auf  die  vorliegende  Aufgabe  nur  dar- 
auf ankotemt,  dra*  Widerstand  im  «naittelu»  deo  der  Kuipbr  .durch 
seine  CobAsion  einer  TreniNnig  seiner  Theile  überhaupt  r>en^eMir 
aa'0et£QplterpiWy  so'  ibt  «inlevehtend ,  dass  Uerbei^iinr  dleSpan«- 
mkn^iikrjeiftl^en'räs^r^  Welch«  am  ersten  : aerrebsen ^  Witüt ,  -Ata art» « 
gebend  iiüein:  Uann.  ;i£s  darf  also  ^wötäctktu  nur  positivKgeBÖii]^ 
menii-erden^  iind  tausserdem  ist  unter  >>  diejenige  8(iaatiiiMk]^\99b 
v«rbteheib  ,■  Vielehe  niit  der  iJiieöiuteta  Festimtt  jede«  BatAw'ma 
Gleichgewichte  steht.  Bezeichnet  man  df^sefbe- Alf  •den-Qmdra^ 
soll'  des  Querschniittes  wit  K,  so  M  also- '         .  .  i  .  i 

(7)  P=KF 


N+aFa: 

der  Ausdruck  für  die  absolute  Festigkeit  des  ganzen  Körpers.  Für 
ar=0  entsteht  daraus  P=:::KFy  welches  die  heKannte  Formel  für  di^ 
aV^dAtt  Pesti^^it  ut^ter  der  besonderen  *Vöraus^etsiung  iätJ'Aä^k 
dlt(' iperreissetide  Kraft  in  der  Richtung^"  der  Seh werpunktsv  Achse 
t^iifLt.  FRIlt  aber  die  'Richtung  Äer^Eräfl:  Mi  derjenigen  Fäset 
zusamAtett/die'bei  der  'Trenmmg' des 'Körpers  tbni  eri^eii  ^^e^reisst; 
so  muss  x=a  gesetzt  werden,  und  es  entsteht    ' 

1*  '•W^ndett'Mf  tfifese  CHeichung  auf  die  ^vorhin  hetracl^tbt'en  be- 
sonderen ■Fän^'a:ri;  s6  Ist"  '•••    '•     •''   "•■•'/   "•  *•    :   '••     "' ' 

;        •      -r:  v'     :  • 

1)  fü|:  einen.  rech<)eckigen  Querschnitt  von  den  Abmessungen 
*Up(I  €?r    F=*rf,  jyt=i*ai«P  und  <x=rlrf;    alsb 

I.  s,     ••    •  .   •,•     I-    •'.•■.     .  ^  ... 

"     2)  Dar'  eineu  krefsf^migen  Querschnitt   vom  Halbmess^  t\ 

#?c=i7ur*;'   jWrsrJjrr*  und  a=:r;    daher  '» 

i"  n.    .  Ji'-  ,  •    •  .  '  '  •..].- 

'♦■.     ..■';     •:     '••»••:    ■;.   P^lK:m^.  '},''.     '/' 

..  D<ir  Widerstand  li^egenf  d^s^ZecNUsien  beträ^<  also  bei  eiMtti 
vißdcatitigen  SUib^^<wenn  die*  zerreissende  Kraft  lu  d^r  Mitte  einer 
der:  i^Ueoflächeo  angebracht  ist»  nur  den  vierten  Theii,  hei 
einem  runden  Stabe  aber^  wte»n  jene  Kraft  in  einer  Seitenlinie 
seines  Mantels  wirkt,  nur  den  fünften  Thetl  de^eoigen  Wider* 
Standes ,  den  die  genannten  Körper  einer  Kraft  entgegen  zu  setzen 
vermögen ,  deren  Richtungsllnie  jedesmal  mit  der  9dhv|'erpunkts- 
Achse  zusammenftllt,  .  .■.,,• 

In  manchen  Fällen  deü.  Anwendung  kann  aber  die  Rtcbtnng 
der  Kraft  a«ch  gatiz  ausserhalb  des.Körperä  'zu  üeeeh  .kommeii, 
welches  unter  Andern  bei  einem  offenen  Haken  (Taf.V-.Figi  3.)  der 
Fall  ist.  Nimmt  man  z.  B.  an,  derselbe  sei  aus  einem  runden 
Eisenstabe  vom  Halbmesser-  r  gebogen  und  setzt  demgemiss  fiir  F, 
N  und  a  die  vorhin  angeg^eP0P  Werthe»  so  hat  man 


Digiti 


izedby  Google 


^=-'^^rnfe' 


; 


^voria  X  gleich  dem  Abstände  GH  ist.  Setzt  man  die  ganxe  Weite 
dee  Hftkms  DOssa  und  xs:Ha\  saeTgieMsfehieekke  Festigjkelt 
durch  die  Fonnel 


r+2a 


'  .Je  wcdter  der  Haken,  desto  igermget  eihrieM^  sieh  hletMeh' 
seine  Festigkeit,  weshalb  man  in  i£r  raais  alese  Weite  dieinals- 
g:rofl8er  macnen  darf,  als  es  mit  Rücksicht  auf  die  übrigen  Um- 
stände durchaus  nuthiji^  ist  In  der  Rfes;^!  wird  DG=2.AB  oder 
a=Ar  gemacht,  worar  man  'R;:^l.nr^K  findet.  Die  Festigkeit 
des  Hakens  betraf  also  in  diesem  Falle  nur  den  9ten  Theil  von 
der  absoluten  Festigkeit  des  da^  verwendeten  Eisens  im  geraden 
Zutinde.'.      •        • 


Eifrentlifliiiliclie,  'leicht  fassliche«   in 

systemaflscilem  Sfensfiiiiiiieiihaiiire  ste- 

lieiide  Beweise  hekaniitfer  wlclttiffer 

Sätze  ans»  der  Comtotaiatloiislelire. 

^Von  dem 

Hern  'Pntfb880F  ]>r»  tleBsel  kn  Marburg. 


,.  ..4^.  ilY^qü  t>ei  d^n  ,coml»Uiat^ris€hen  Acbeitea  keine- soUIj^  Bef 
sGb^äok^Qgep  .yqi^ejp^rieb?ii  sind»  durch  ^velclie: ein  bllufigerer 
Oebraueii.ae3.:fpnQn;liil4  eiiO seltenerer  desaudereßlienie^ts  bedii^ 
wird,  so  muss  jedes  q^r  gegebenen  m  Elemente  in  4#r  Gesammt^ 
heit  der  Compfexionen  der  nten  Ciasse  so  oft  enthalten  sein  als 
das  andere.  .  , 

2.  Wenn  keines  der  Elemente  in  einer  Complexion  mehr  als^ 
einmal  vorkommen  darf,  oder  wenp  d)e  erlaubte .Wiedetb^^ling  ffir 
alle  Elemente  ganz  unbeschränkt  od^r  in  g  le  ich  e  m  Grade  beschränkt 
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statt  finden  darf,  so  wird  hierdurch  keine  Verscbiedeoheit  im  Ge- 
brauch der  verschiedenen  Elemente  vorgeschrieben. 

3..  Man  findet  daher,  wenn  keine  eingeschränkten  Wiederho-; 
IttUgiBdiin  Betifacht  kommen,  die  Anzahl  (^\  welche  aagibt,  wie 
oft  eines  der  m  Elemente  in  der  Gesammtheit  der  Complexionen 
der  nten  Classe  vorkommt ,  wenn  man  die  Anzahl  f  Cj  der  Com- 
plexionen der  nten  Klasse  aus  m  Elementen  mit  der  Anzahl  n  der 
Etem^otd ,  die  in  jeder  Complezion  eothalien  sind,  moUSpUcirt  und 
mit  dev  Aoizabl  m  der  gegebenen  Elemente  fividirt ; 

Da  nämlich  die  nte  Klasse  (  C  j  Complexionen  und  jede  Klasise 
derselben  n  Elemente  enthält,  so  sind  io  allen  Complexionen  der 
nten  Klasse  zusammengenommen  n.(Cj  Elemente  enthalten,  mit- 
hin, da  m  Arten  von  Elementen  da  sind  und  von  einer  Art  so  viel 
als  von  der  andern,   so  ist  In  allen  Complexionen  der  nten  Klasse 

aus  m  Elementen  jedes  der  m  Elemente  —  .fCjmal enthalten, d.h. 

4.  Umgekehrt  findet  man  dabei*  die  Anzahl  der  Complexionen 
der  nten  lUasse  för  m  Elemente  durch  die  Gleichung 

'    5.  ^iVird  n=wi,  so  hat  man 


0=0.d»(3)=(c). 


6.  Wenn  man  daherT^ J  andevwetilg  liestimmt,  so 
bat  man  in  derGleicbungB)  ein  Hulfsmittel  zur  Bestim- 
mung von  Tc),   welches    sowohl    für    Permutationen, 

•Variationen  und  Combinationen  ohne  Wiederholun- 
gen, als  auch  für  Variationen  und  Combinationen  mit 
unbeschränkten  Wiederholungen  branchbar  ist,  wie 
fol'g<^nde  Auseinandersetzung  zeigt« 

a)   Permutationen  ohne  alle  Wiederholungen. 

7.  Hier  ist  m=n,  also  rC^==QlY 
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Blidiing  der  mt#n  »der  ftten  KlassV.      ^     * 

Irgend  eins  der  m  Elemente  lässt  sich  allen  Complexionen  der 
(m — Ijfen  fi3a«8e  aus  den  (m — 1)  übrigen  Elementen  ansetzen,  und 
zwar  1^  jede  in  m  verschiedenen  Stellen  {als  erstes,  zweites,  drit- 
tes u.  s.w.  mtes  Element)  *) ;  kommt  also  in  der  mten  Klasse  mmal 
so  oft  vor,  als  Complexionen  der  (m — ^l)ten  Classe  möglich  sind. 
Daher  ist:  .         .t 

^    I.  (A\-=zm\    C  );  also  auch gemSss  jB) : 

E»  ist  also,  wenn  man  in  IL  statt  m  nach*  und  hacU  setzt 
(m — 1),  (m — 2)^'..  und  so/    C  \f   C  j,..findetf.unddie  gefunde- 

Den  Werthe  in  D.  substitrart/c)=m (^  )  =  m(m— 1).  ^^J?^ 

=m  (m— l)(ji^-2)  .(^y±..^Thtm^i)^m^'2)...(m^^ 

wobeil  iBXilisM  C^Jc=  ^i}\  c=:l ,    aUo  (m-* (p  — l)^=i2-  werden 
mwsB'i  se  dass  •    .   •-    «t     .  ..,..-.■-.,,,.. 

III.    (£)  =iii(iit— I) (mr-^2)  (?n— 3).. A2.1  ==  l.?.3...m 

=  Anzahl  der  Permutationen  ohne  Wiederholungen 
für  m  Elemente;    also  auch 


IV 


(3)  =  1.2.3... 


Hl. 


^gen. 


ß)    Variationen  ohne  Wieder  ho  lunr^ 
Bildung  der  nten  Klasse. 

1$.    Irgend  eins  der  in  Elemente  kann  jeder  Öömplexion  < 
(ii~l)ten  Klasse  mn  den'  (nt-^l)  dbrige«  'Slementen  als  ersi 


8. 


der 
erstes. 


*)  Es  gIM  tmm  Bekptel  df« 
CvBOfUadon  «60  der''8leii  Klanra 'dareh 
Selsaiig.  dm  Elemeatea  d  in  eine  der 
Tier    Stdlen ,    die  in   der  Diurstelluwg 

.    b\  •    c    '    durch  Ponkte  aorige- 

fällt  eisd,  .  Debenttehende  vier  Coifiple- 
xionen  der  4ten  Klacse. 

In  ähnlicher  Art  können  die  übrigen  Complexionen  der  4teD  Klane 
au«  dea  üMgifen'  Gonpleslinen  de«  dritten  WbiiH^.imehy  bmp^  bea^  eab, 
cba)  hergeleitet  werden.  .„.).:.• 


• 

a 

' 

h 

- 

c 

d 

=  abcd 

f' 

a 
a 

a 

~d 

b 

c' 

'  1 

^=  abtte 

Cl 

. 

^adbe 

c 

' 

=  dßbc 
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zweites»  drktesii.iivWrf Utes* Element,  d« h.'ln  nyier^eU^eDeD  Stol- 
len^ ^p^efti^t  wenden,.   Es  ist  also  Jdjel  Zftbl;  welche,  angibt,   wie 
eft  ein  Efemeht  in  der  nten  Klasse  atis  V  Elem^ntea  e^^ 
ist^'/imal  SP  grosis  als  die  Anzahl  der  Coxnplextonen  a^r  (ii-^l){en 
^Xsj^se  aus  (^/i—l)  Elemetiten..   Diess  in  Zeicneti  aUs^i^dttickt  keisst , 

da  DUD5  zufolge  B),  allgemein  Cc)^    V'^J'  ^0  ist  hier: 

wo  Doth wendig  einmat  (£:)=(       C      )  wei'4en  muss,  nemlich' 
wenn.pc:» — 1  wird. 

fMi.Ssribt  alf^F  daii& /  M..  \t^l»1-(^-r4),Wli;w^T4-(h^rl) Ele- 
mente Tit'— (n — I)  Unionen  geben«  Aach  ist  dann  'M-v^p-.'^iii 
=m— (« — 2),  also 

IIL    r'c)=m(m-ll)  (m-2y^^^   (m-(l»^2))  (wU(n— i>) 

^  der  Anzahl  der  Variatipnen  ohne  Wiederholungen 

zur  nten  Klasse  für  m  Elemente; 
hieraus  ergibt  sich      ^v....«'  11      '  \'  '       * 

v) ,  Varifftiof^enfnjtunpe^^^^  ^Wiedeirholunjffen. 

..',u-i» '^.1  *  n'..'NoiRlid»tt^-4erl»te».)KUs»^4  *»    ci^i    :,.:nr--x; 

9.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  allen  Complexionen  der 
(n^tjten  Classe  ifjClr  m  Elemente  znr  Linken. aoßigt,.  so  erhalt  man 
iJK'  j^ne  Coniplekionen  der  nten  Klasse»  in  welebea.das  fragiiobe 
Element  ip  d^r  .e^i^ten  Stell^  jeder  CompiexioD  sieh  befindete  Dai^ 
selbe  gut  von  jedem  andern  Element  in  Beziehung  auf  die*  betref* 
fende  andere > Ordnung  *)  der  nten,. Klasse.  :  | .    ^  < 

/«fedes  Element  ist  also  |n  der  nten  Klasse  sovielmal  älis  ersteh 
El^mcmt  vörhtoden,  als  die  (n^l)te  Klasse  Coinplexioneti'zSMjti 


*)  Alle  jene  Complezioaeit  eiaelr  KlaMev  die  eineilei  An  fange  ele^ 
ment  haben,   za  einerlei  Ordnung  gerechnet.       ..:*>.. 


Qigitized  by  CjOOQ IC 


Es  ist  aber  jedes  Element  f^ep#p  off  je  jeder  der  n  Stellen  vor- 
banden, als  es  in  der  erstep /vo^kbdimt  (weil  keiner  der  Stellen 
irgend  ein  Vorzug  zusteht) ,  daher  muss  hier 

sein ;  idf  nili»  mAläB  Ä)  gilt  (c)^^(j^\W  i*t  Mei    \  ^ 

wo  (Cj  einmal  =(0),  also  (n— |>)=:1,  folglich  p=(n— iV  weir- 

den  mttss^.-  - -  \      *  =:.     >  •      .  J 

Es  ist  aber  lC)=m,   weil  nt   Elemente  m  Unionen  geben; 


also'  wird' 

==  A^'zahl  de^  Complexionen  der  n'ten  Klasse  aus  m 
:£leBi}e<nieil  helJxA  VartiVen  ml);  Wn^eeH^  '     T 

Wiederholungen. 

.  ii'i  ,  y\ --»".' .-^  V.   »'<:••/<    .  Uf  • -iMi.'j.'^   ,-.     '»:'>  t,^^   }')^;-.o'{   •;:;#   ,.^; ^ 

Hieraus  folgt:    (^C^^wi*^,  lind  niäii1iät»'äls^ü<*r'     "^^ 

5    -H  .  ,-.•    .I'..-».'    tis  (O  y^i.1»    >    '>>U-*1<' •     .   '.- -t   O^'^t»  i^'  *•■-    ,ti'^^ii 
IV.  (i4)=n.(C')=n.TO»-i.  ) 

\  J  ...\  .  (» .r*.  .i"        '         ..  ,  :•.,.(..  00       >«  >( 


I  )ii      I  ;»'       /    }. 


.    ) 


Bi\  d  ti  if g  dlit  litc^a  K  f  i^Bü. 


»I 


10.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  an  alle  Complexionen 
der  (n — l)ten  Klasse  ans  den  (m— 1)  übrigen  Elementen  ansetzt» 
so  erhält  man  sämmtlich^  Complexionen  der  nten  Klasse.  Man 
hat  also  fiir  die  Anzahl ,  welche,  angibt ,  wie  oft' di^se^r  folglich 
jedes  Element^  in  der  nten  Klasse  gebraucht  wird^  die  Gleichung: 

■  :::';;(|)=CE)'; -^  '■ 

da  nun  gemäss  ß):'  •  •'    ^ 
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80  ijSt 

_m .  (m— I)  (iffr— 2) (ffl— 3)....(»t--<p— 1))  /•»^Tx 
-  n.(«^l)(n^2)(n-3)....(nv.(p-l))    Vj;> 

wo,   weon  p:5=(n— 1)  wird,   a^ch  (  Vc^)  a=  (  C  ^  =s  (      C     ) 

=m — (n — 1)  und  aw— (p— l)=m — (n— 2),  und  n— (p— 1)=2  wiitl, 
so  dasf :  .,    , 

111     /;^\  _  w>(m— 1)  (iii^2)...,(m— (n— 2)) .  (m->(n— 1)) 
W""  «(«— l)(n— 2)....2,1 

)  '  .  .  •  ''       ' 

ist,  welcher  Formel  man  auch  folgende  beide  Gestalten  gehen  kann : 

_     /  «\     Tit(m— 1)  (mr^2)....  (rn^nr^l))     \        AAnsahlderCom- 
0)    V»/  1.2.3-.*»  '       j:       Ulexionen  der 

f         Inten  Klaise  aas 

-'^  Nu/  1.2.3.... (m—n)  -^/        Uerholuagea, 

so  dass  die  Formel  0)  die  bequemereist,  wenn  U'^im — n),"iiDd 
umgekehrt  y)^,Yprpig\phßp  ist^  wen»  (m^-^<in.      .  .  , ,. 

Hat  man  z.  B.  fSr  60  Elemente  die  Atizahl  der  Temionen  zu 
Qnden,   so  ist  3<(60— 3),   also  dje  Formel  0}  zu  brauchen,  und 

man  hat  .  :  .    .  ^♦ 

/"\     60.59.58       ^,      j^x„.i.*/'A     ^'S.6.7...«) 

Ist  dagegen  ffir  6  Elemente  die  AozaJ^l  d^F  Complexionen  der 
4ten  Klasse  zu  finden,  so  hat  man 


*)  £•  ist  nimlich  jeder  Brach  ^^zril^*.    Ut  also 

^=in(m— l)(m — ^2)....(m— (»— 1))  and  ^=1,2.3....» 
and  ^r  ==  1 .2 . 8..,.(n-|'''* — ^'*)  =  i  -2  *  3....m  ^  eo  ist 
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Aus  O)  folgt  mit  Rflcksicltt  auf  I. . 

IVa.  (j) -^"^^^ ^'"^^ (m^3)-.t.(«-<«-l)) 
^    \n'  I  «2. 3....(ii'— 1) 

Aus  »  folgt  •    ^.  . 

IV6  / jv '»(«'»-^)(»+g)--("+(i:^^t)-")) 

'  Vn,/  1.2.3....(m— if)\  *       '    .   ;    . 

s)  CombinatiofiMi  mit  unöesckränktefi  Wiederholungen. 
Bildang  der  nteo  Klasse.  .  ., 

11.  Man  erhält  die  nach  einander  foleendeii  Ordnnogen  der 
fitep  Klasse  von  Comblnaftionen  mit  unbeschränkten  Wiederholun- 

§en  aus  m  Elementen  dadurch,  dass  man  nach  und  nach  jedes 
er  m  Elemente  an  alle  diejenigen  Complezionen  der  ^9i-^I)ten 
Klasse  aus  m  Elementen  zur  Linken  foder,  wenn  es  nicht  um 
regelmässise^*  sohdeni  nur  utn  voHständige  Aufeählung  der  Com^ 

Elezienefti  «er  nten  Klasse  zu  thun  ist>  [irgendwo)  ansetst,  welche 
ein  niedrigeres  Element  enthalten.  »        , 

12.  Wenn  man  also -dan  medrigste  d^r-nt  Elemente  allen 
Complezionen  der  (n  —  l)ten  Klasse  aus  denselben  m  Elementen 
zur  Linken  ansetzt^  so  erhält  man  alle  diejenigen  Complezionen 
der  nten  Klditee;  welchif  das  niedrigste  Element  enthalten.  'Und 
zwar  ist  dafi  piedngfite  Clement  in  tfipsi^e  Complev:ionett.  (atoo  in 
der  ganzen  nten  Klasse) 

erstens/ so  vid  mal  in  der  ersten  Stelle  vorhanden »  als 
die  Afizahl.der  Complezionen  der  (n^t)ten  Klasse 
beträgt  (denen  es  zur  Linken  angeflEigt  wurde),  wäh« 

i  '.  .     '  «tod  eb     .'  •■•■  i'j-''"   «  .       .-.  •/  . "'. 

zweitens,  in  den  übrigen  Stellen  so^  vi^l  mal  Torhanden 
Ist,  als  es  In  allen  Stellen 'der  (n— I)teD  KlasQ^ 
Vorhanden  Ist.  .....  i 

13.;  Jedes  der  m  Elemente  ist  aber  in  einer  und  derselben 
Klasse  so-  otlE  eibthafteti,  ih  das.ni^drtgsitey  w^fl  das  Huher^  eder 
Niedriger -Sein  der  Elemente  kei^^  Vetscbiedctoheit  der'An/ahl, 
welche  angibt ,  wie  oft  ein  Element  in  -eiu^r  Klasse  vorzukommen 
hat,  .lier)rorr0ft;ida  moii'm  jed^s  def  «t  .Elemeotto  als  das  «lie» 
drigste  muss  betrachten  können.  Es  ist  demrirudi  fOi  jedes 
Element 


■•  0=(T)+<^'> 
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Da  nmi  allgemeiri  genaust^. ü)  |ii|d  J); 

.:,-..^  ,Q').^.(^>:':;';' 

mithin  •■...!     i 


80  mnss  auch 


0=Cc>"-iS.Cc')=(.+"-^)(V)=!y2tl.Cc:') 

gemäss  Ä):   '       ■•  <  *♦     '  ^  .      * 

>■■'••  (c>f-(=^(T))'-'.  •■■■ 


sein;  also  gemäss  B):   '      ■  '  '.     '  ^ 

folglich 


:'.)   i. 


."•:0==?^*(?)-  ;■: 


:i  >{.£«  iat'Also 


> '  t 


v6,  wepi^  (.t  ):f(^)=^'»  wird;  auch  n-^p^t^  'üiBo'p^n-^U 

.  imthin  äueh  m+n. — pt=rjii+l  tind  ii — (p^i)==Q  werden  muss,  so 
dass 

ist»  welcher  Formel  man  auch  folgende  beide^eAMlen  geben  kann : 

0)iC).gr   r     '' '  V  u  74;m -^ — S- — ►-r^ii.   i  ,     \    A^$ahl  der  Com- 

^m^  l.Z.o...,n  i   I  t  «E^c^iP/nen    der    nten 

^-jj  J __ Klasse  an«  mEIemen. 

...       '.        .^  )   .  tenfbeimCio^biniren 

^v    / J^Ä^inU) (M-2) (»H^>,M<ii+m-l)  \   .  mit  unbe«ehrä#k^» 

^^W"^"""^ i.2-3.-(»i-i)  ~l     WiederholnDgen^ 

WO  wieder  O)  bequemer visft  als  3)«  weiin  ««mr^l)  ttnd.Qngdkebrtl 

^  0=s(£).. 
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I     :^^^Ki)^m' 1.2.3...» 

-  1.2.3....(n-l)  ' 


oder  nach  3) 

^    I  IVA.  (^;=-. 1.2....(ii.^l) 

f  n(n+i)  (»-f  2)....  («-h«— 1) 

J     .         .    —  1.2. 3*...«  - 

uJ  Aua  L  unter  13.,  d,  h,  aus  der  Gleichung: 

n-ls 


folgt  f    i 


i 

mithip  ist 


0=(T)+G) , 


WO,  weipn  «— /?=3l  wird*.auclir  Ji  J  =  l  ist,  so'jda^  .     - 

=  *+T+     1.2    +        1.2.ä        +••+       i:2...(«-l)       • 

Es  ist  also  die  Summe  der  Reibe: 

*x  4 .  >»  .  »i(w«+l)  .  »i(m+l)(TO+2)  .     .  tB(«t+l)(m+2)...(OT-Ht-2) 

$)  1+1  +-Tr2~  + 1.2,3..    +•  •"'  0.3...(n-l) 

(w+l)  (m4-2)  m)-fr3)....  (m+n— 1)      n(n+l)(n-f  2)...(«-Hb-1) 
-  1.2.3....(»— 1)  ~  1.2.3...1» 
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Die  Reihe  $)  ist  die 
folgende  bekanntlich  huchi 


einschaftliche  allgemeine .  Form  fSr 
wichtige  Reihen: 


3 

•   l    l.  l    ü 

1 

N^        •      •      • 

H-              t>^              >—              H- 

h- 

1 

M»      ■      • 

•  ;.    .  Ol.         ,^          c^          kO 

- 

f 

• 

f... 

•  V»      •  o       o        Cd 

- 

r 

1. 

3 

» 

N^ 

+ 

^ 

tAf 

Ä  .  .  . 

•     ^      S      S      «^ 

>— 

s 

CO 

1 

Ä 

1 

a 

a           ^ 

3 

a ' 

--+      r 

4- 

+ 

Ä       . 

a 

: 

a" 

^^ 
>-• 

i    t  i 

+  *  ? 

• 

Od 

y  ■ 

i  « 

** 

s 

~^ 

a 

9 

a 

^^ 

»^ 

• 

t 

1... 

!,■■ 

1^ 

• 

• 

•• 
■  /^ 

a 

1 

+ 

a    • 

a 

Ma 

1 
r 
ü 
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Heller  die  Auf  lösnngr.  der  Olelchnngr 

wo  Ufh^e  glänze  Zahlen  bezelclmeiit 
in  glänzen  Zahlen. 

Aus  einer  Abhandlung  von  Cauchy  (Exercices  de  Math^- 
matiqnes.    d»«  Livraison)  ausgezogen 

Ton 

-dem  Herausgeber. 


Wenn  man  In  den  Fonneln 

für  tfy  9,  to  beliebige  glänze  Zahlen  eetzt,  so  erhfilt  man«  wovon 
man  sich  durch  Kanz  leichte  Rechnung  auf  der  Stelle  überzeugt, 
allemal  eine  AurlOsung  der  Gleichung 

in  ganzen  Zahlen.    Vorzüglich  kommt  es  nun  aber  hierbei  darauf 
an,  dass  man  zeigt,  dass  die  Gleichungen  1)  auch  alle  Andran- 
gen der  vorhergehenden  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  liefern,  welche 
es  geben  kann,   was   bei  dieser  Untersuchung    bei  Weitem   die 
Hauptsache  ist. 

Um  diesen  Beweis  zu  führen ,  wollen  wir,  was  offenbar  jeder- 
zeit verstattet  ist,  annehmen,  dass  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  a,  6,  c  die  Einheit  sei,  oder  dass  diese  GrOssen  rela- 
tive Primzahlen  seien.  Sind  nun,^  dies  vorausgesetzt,  X,  F,  Z 
drei  ganze  Zahlen,  durch  welche  die  Gleichung 

Theil  Vn.  SO 
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» 

aufgetöst  wird,  so  ist 

2)  aA+ftF+cZ=0; 

und  wenn  wir  den  grossten  gemeinschaftlicheD  Theiler  von  a  und  ö 
durch  d  bezeichnen ,  so  muss  d  in 

aufgehen.  Da  aber  c  und  d  noth wendig  relative' Primzahlen  sein 
müssen 9  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  offenbar  a,  b,  c 
nicht  relative  Primzahlen  sein  wlfrdeft,  wie  doch  vorausgesetzt 
wurde,    so  muss  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  a  in  Z 

aufgehen,  und  daher  ^  eine  ganze  Zaiil  sein.    Weil  d^der  grusste 

gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  b  ist,  so  sind  ^  und  ^rela- 
tive Primzahlen,  und  die  Gleichung  des  ersten  Grades 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grossen  ü  und  V,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Gleichung 

3)  Z=aF— äU, 

ist  also  bekanntlich  immer  in  ganzen  Zahl^  auflösbar,  d.  h.  es 
lassen  sich  für  ü  und  V  immer  ganze  Zahlen  finden ,  welche  die- 
ser  Gleichung  genügen.  Eliminirt  man  nun  Z  aus  den  beiden  Glei* 
chungen  2)  und  3),  so  erhält  man  die  Gleichung 


oder 


a(X+cr)=b(cU^Y) 


4)  5(JC+cF)=^(ct7-F), 


wo  ^  und  jj   relative  Primzahlen  sind.     Daher   muss    nach  dem 

schon  oben  angewandten  Satze  ^,  welches  in  demProducte^( JT+cF) 

aufgeht,   hl  JIT-fcF  aufgehen,   ubd  man   kann  iblgllch,   wenn  G 
eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

5)JrfcF=3G 

setzen.    Führt  man  aber  diesen  Werth  von  X+cV  in  die  Glei- 
chung i)  ein,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  femer    . 

6)ct7-F=|jß. 
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Aus  den  Gieichangeii  5)  und  6)  ergiebt  sich 

Da  nach  dem  Obigen  c  und  d  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  die 
GieichoDg  des  ersten  Grades 

8)  dV-^cV-G 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grossen  U'  und  F'  bekanntlich 
in  ganzen  Zahlen  auflösbar^  d.  h.  es  lassen  sich  für  ü'  und  V 
immer  ganze  Zahlen  finden ,  welche  dieser  Gleichung  genügen; 
und  führt  man  nun  den  Werth  von  G  aus  8)  in  die  Gleichungen 
7)  ein»  so  Erhält  man: 

9)  j  ^ 

Uebertegt  man  jetzt  noch ,    dass  sich  die  Gleichung  3)  offen 
bar  auch  äut  den  folgenden  Ausdruck  bringen  lässt : 

so  hat  man  för  die  Grössen  X,  T,  Z  die  folgenden  Ausdrücke: 

jr=6C7'-c(F+2F), 
10)  ^  F=c(ü+|F)-arJ',    ■ 

Vergleicht  man  aber  diese  Formeln  mit  den  Formeln  1),  so 
ergiebt  sich,  dass  die  letzteren  aus  den  ersteren  hervorgehen, 
wenn  man 

setzt,  und  dass  jede  beliebige  durch  das  System  X,  ¥,  Z 
dargestellte  Auflosung  der  Gleichung 

aa?+fty-|-C3:=0 

in  ganzen  Zahlen  ans  den  allgemeinen  Formeln  1)  erhalten  wird, 
wenn  man  nur  für  u,  v,  w  in  diesen  Formeln  gewisse  ganze  Zah- 
len setzt,  wie  behauptet  wurde. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass^  wenn  das  System  op^,  yo. 
So  irgend  eine  bestimmte  Auflösung  der  Gleichung 

20* 
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in  ganzen  Zahlen  darbietet,  die  allgemeinen  Werthe  von  ^,  y,  2, 
weiche  diese  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösen,  auch  unter 
der  Form 

z  —  zo-t^av  —  bn 
dargestellt  werden  können. 


Heber  die  Cydotde  als  Brachysto- 
clurone. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Bei  Vorträgeti  über  die  höhere  Mechanik  wird  man  ausser 
der  Kenntniss  der  Diflferentialrechnung  und  der  Integralrechnung, 
welche  natürlich  unerlässlich  ist,  bei  allen  Zuhörern  nicht  immer 
auch  die  Kenntniss  der  Variationsrechnung  voraussetzen  können. 
Und  wenn  nun  auch  allerdings  die  Aufgäbe  von  der  ßrachysto- 
chrone  *)  ein  recht  eigentlich'  dieser  letzteren  Wissenschaft  ange- 
hörendes Problem  ist,  so  scheint  es  aus  dem  angegebenen  Grunde 
und  wegen  'des  grossen  Interesses  der  Aufgabe  an  sick,  doch 
wünschenswerth,  im  Besitz  einer  die  Anwendung  der  Variations- 
rechnung nicht  in  Anspruch  nehmenden  Auflösung  derselben  zu 
sein,  die  ich  daher  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  werde,  wo- 
bei ich  aber  ben?erken  muss,  dass  diese  Auflosung  wenigstens  in 
Rucksicht  des  ihr  vorzüglich  zum  Grunde  liegenden  Princips  mit 
der  von  Jacob  Bernoulli  gegebenen  Auflösung  nahe  ver- 
wandt ist. 


*)  Wir  betrachten  hier  nur  den  Fall  einer  Bewegung  im  luftleeren 
Ranme  oder  überhaopt  in  einem  nicht  widerstehenden  MitteL 


Digiti 


izedby  Google 


309 

Die  Aufgabe  selbst  kann  auf  folgende  Art  aui^esprochen 
werdeo : 

Wenn AundBinTaf.V. Fig. A.  zwei gegebenePunkte 
Mtnd,  so  soll  man  die  diese  beidenPunkte  mit  einander 
verbindende  Curve  von  einfacher  Krümmung  *)  be- 
stimmen, auf  welcher  ein  schwerer  Punkt  durch  den 
Fall  in  der  kürzesten  Zeit  vo7i  A  bis  B  gelangt. 

Die  Auflösung  dieser  interessanten  Aufgabe,  welche  wir  im 
Folgenden  geben  werden,  gründet  sich  TorzögUch  auf  das  folgende 
Prinzip. 

W^nn  die  in  der  Figur  verzeichnete  Curve  AB  die  gesuchte 
ist,  auf  welcher  also  ein  schwerer  Punkt  durch  den  Fäll  in  der 
kürzesten  Zeit  von  A  bis  B  gelangt,  so  wird  auch  jedes  Stuck 
ab  dieser  Curve  von  dem  schweren  Punkte,  welcher  in  a  mit 
einer  gewissen  Geschwindigkeit  ankommt,  in  der  kürzesten  Zeit 
durchlaufen.  Gäbe  es  nämlich  ein  anderes  Curvenstfick  ac6, 
welches,  dieselbe  Anfangsgeschwindiekeit  vorausgesetzt,  in  einer 
Icurzeren  Zeit  als  ab  dnrchianfen  würde,  so  würde  doch  bB  noch 
in  derselben  Zeit  durchlaufen  werden,  weil  nach  einem  aus  der 
Mechanik  bekannten  Satze  die  in  dem  Punkte  b  erlangte  Ge- 
schwindigkeit des  sich  bewegenden  schweren  Punktes  dieselbe  ist, 
dieser  Punkt  ma^  stell  auf  nb  oder  auf  ac6  bewegen,  indem  diese 
Geschwindigkeit  bekanntlich  bloss  von  der  vertikalen  Entfernung  der 
beide^i  Punkte  A  und  b  von  einander  abhängt,  weiche  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist.  Also  würde  offenbar  der  schwere  Punkt  auf 
dem  Wege  AäcbB  in  einer  kürzeren  Zeit  als  auf  dem  Wege 
AabB  oder  AB  von  Ahia  B  gelangen ,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung streitet,  wodurch  folglich  unsere  obige  Behauptung  ge- 
rechtfertigt ist. 

Ferner  gründet  sich  unsere  Auflösung  der  Aufgabe  von  der 
Brachystochrone  noch  auf  das  folgende  Problem,  welches  wir 
daher  vorher  auflösen  müssen. 

In  Taf  V.'  Fig.  5.  sei  CD  eine  gesehene  geradeLinie, 
und  üf  undiVseien  zwei  auf  verschiedenen  Seiten  der- 
selben iieeende  gegebene  Punkte.  Man  soll  in  der 
Linie^  CD  den  Punkt  P  so  bestimmen,  dass,  wenn  man 
die  Linien  JfPund  iV]P  zieht,  undaund^zwei  gegebene 
Zahlen  bezeichnen,  die  Grösse 

MPNP 

'ein  Minimum  werde. 

Von  M  und  N  fälle  man  auf  CD  die  Perpendikel  MIW  und 
und  NN\  und  setze  als  gegebene  Grössen  i!fJf'=»i,  NN'p^n 
und  M'N'tsse.  Ferner  bezeichne  man  die,  jenachdem  der  Punkt 
P  von  M'  aus  nach  N'  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin 
liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  des 
Punktes  P  von  dem  Punkte  M'  durch  x,  so  ist 


MP=Vm*+a:%  2VP=^««+(e-a:)«, 


*)  Dlete  Bfldiogwiig  ui  hier  abiichtlich  gemacht  worden. 
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und  folglkh ,  w«iiD  wir 

_ÄP  .  NP 

»=— +T 

Betten: 


^ 5—+ 5 

Entwickeln  wir  nun  den  ersten  Differentialquotienten    dieser 
Grosse,  so  erhalten  wir 

woraus  sich  als  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums  die  Gleichung 


e—x 


«^»•«+a?«~  6V^»a  +  (u-i)« 


er^ieibt 

Weil  hiernach 


gV^tw^+ar' 


ist,  so  ist 


6 — X 


stets  eine  positive  Gr5sse,  und  x  und  e — x  haben  daher  iromer 
gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  stets  x  positiv  und 
a:<e  ist,  folglich  der  Punkt  P  immer  zwischen  3f  und  iV'  liegt. 

Entwickeln  wir  den   zweiten  Differentialquotienten  von  y^  so 
erhalten  wir 

cPy n^ n* 

welches  offenbar  immer  eine  positive  Gr4>«se  und  didier  die  Be- 
dingung des  Minimums  erfüllt  ist. 

Da  offenbar 


nFP=x,  irPzsze—x 


ist;  so  ist  oadb  dem  Obigen 
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die  Bedineanff  des  Miolimiiius«    Bezeiclioe^  w{r  aber  die  Vdokel 
MPUr  ynd  NPW  respective  durch  a  und  ß,  so  ist 

JirP^MPcosa,  rrP^  NP. cosß; 

also 

cos«  ^^  ces^ 
~^""    b 

oder 

cosa:cos/}=a:& 

die  Bediagmg  des  Minimunis. 

Bezeichnen  a  und  b   die  Gesc]|iwindlgkeiten ,  mit  denen  ein 

Punkt  auf  MP  uod  NP  sich  gieiobformig  bewegt,  so  sind  ^ 

a 

und  -^  die  Zeiten,  tn  denen  die  Wege  JfP  und  NP  zurückge- 
legt werden,  und 


MP  ^  NP 

"V  +  ^T 

ist  folglich  die  Zeit,  in  welcher  der  Weg  ^PiV  zurückgelegt  wird. 
Daher  ergiebt  sieb  aus  dem  Vorhei^henden  der  folgende  Satz : 

ÄVenn  ein  Punkt  in  den  Linien  MJP  uqd  JBjfP  mit  den 
Oeachwindigkeiten  a  und  b  sich  eleichfurmig  bewegi 
und  der  Punkt  P  in  CD  eine  solche  La^e  haoßn  soll, 
dass  unter  dieser  Voraussetzung  der  sich  bewegende 
Punkt  auf  detn  Wege  MPN  in  der  kOrzesten  Zeit  von 
iPf  nach  iVgelangt;  so  müssen  die  Cosinus  der  Winkel 
MPD  und  NPC  sic^  wie  die  (reschwindigkeiten  a  und 
b  in  den  Linien  MP  und  NP  verhalten. 

Hiervon  lässt  sich  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Be- 
stimmung derBrachystQchrone  für  den  Fall  schwerer  Punkte  machen* 

Die  Curve  ^^f  In  Taf.  V.Flg.  6.  (M.  vergl.  Taf.  V.  Fig.  4.) 
denke  man  sich  in  eine  so  grosse  gerade  Anzahl  so  kleiner  Tneile 
getheilt,  dass  man  ohne  merklichen  Fehler  jedes  diese^r  Theilchen 
als  eine  gej:ade  Linie  und  die  Besvegung  in  einem  je^en  (derselben 
als  fi^lei^hfuniiig  betrachten  kann.  Durch  den  Punkt  A  und  alle 
Tbellpunkte  denke- man  sich  horizontale  Linien  gezogen,  und  be- 
zeichne  die  Neigungswinkel  der  geradlinigen  Elemente 

Abit  bib2,  fifefti,  ^3^4,  Ä4Ä5,  .... 

gegen  diese  horizontalen  Linien  respective  durch 

Cf,    «1,    Ogi,    O3,    fl^,    .... 
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DeDken  wir  uns  dann  ferner  durch  alle  Theilpaukte  die  verti- 
kalen Linien 


^1*1  >  ^*i»  ^^8»  «♦*4>  ^^5» 

«en,    so  s: 


gezogen,    so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  durch  den  Fall  auf 


*i  j  *B*  ^*  ^4»  ^5»  •  ••• 
erlangten  Geschwindigkeiten  respective: 

2V^.ai6i,  aV^.ojÄa,  SV^TT^^j  2^^^.04*4,  .•..; 

wo  ff  seine  bekannte  Bedeutung  bat. 

r^ach  dem  oben  zuerst  ausgesprochenen  Princip  gelangt  der 
schwere  Punkt  auf  der  Curve  Ab  mit  der  in  dem  nten  und 
6i4-l)sten  Theilpunkte  erlaneten  Geschwindigkeit  in  der  kürzesten 
Zeit  von  dem  nten  bis  zum  (n+2)ten  Theilpunkte,  und  wir  haben 
daher  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  in  den  vorher  eingeßihrteD 
Bezeichnungen  offenbar  die  folgenden  Proportionen: 


cos«:cos«i=0:2V"J7ö^=0:V^%^, 

cos  «1  :cos«a=2l''^77^5 :2  V^7^i^=  t^OjÄi :  V'^ZJ, 

C0SÄi:cosc%  =  2y^.ojA^:2V"^.a3^  =  Vfl,Äg:1^as6i, 

cos  1% :  cos  «4  ==  2  V^ToiiS :  2  V"^7«i^=  V"äi5 :  I^ÖIK , 

u.  s.  w. 

'  Da  nun  die  einzelnen  Elemente  der  Curve  mit  den  entsprechen- 
den Beriihrenden  derselben  als  zusammenfallend  betrachtet  werden 
kSnnen,  so  sind  offenbar 

''^  >  <*!  >  «2  >  ^z»  ^4 »  •  •  •  • 

die  von  den  Berfihrenden  der  Curve  in  den  Punkten 

A,  Öly  b^,  4^,  64,  ..•. 

mit  der  durch  i4  gezogenen  horizontalen  Linie  AC,  welche  wir 
als  den  positiven  Theil  der  Abscissenaxe  und  A  also  als  den  An- 
fang der  Abscissen  annehmen  wollen ^^  eingjeschlossenen  Winkel; 
und  wenn  wir  nun  überhaupt  zwei  dieser  \Vinkel  durch  6,  S' 
und  die  Ordinaten  der  entsprechenden  Punkte  der  Curve  durch 
^,  y  bezeichnen  9  so  erhellet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
Kicntigkeit  der  Proportion 

cos  6:cosO'  =  V3^:Vy' 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

cos  G  __  cos  8^ 
Vy  ""  Vy'  ' 
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woraus  sich  ergiel^t,  dass 

cos6> 
Vy 

eine  constante  Grosse  ist,  die  wir  durch  Va  beseichnen  ^  nM  daher 

cos  9 


Vy 


.=zVa 


setzen  wollen.    Aus  dieser  Gleichung  ergebt  sich  mittelst  leichter 
Rechnung 

^ 

und  da  nun  nach  den  Principien  der  höhereu  Geometrie 

ist,    so  «rhalten  wir  als  Differentialgleichung  unserer  Curve  die 
Gleichung 


da 
oder 


'^=''^V^Ä- 


Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  setze  man 

ay=sin  (0*,  1— ay=coscD**), 

so  Ist 

i/a?=tangco  •  cfy. 

Weil  aber 

orf-y  :=  2  sin  o>  cos  0  cfi» 
ist»  so  ist 

eLr=  —  sin  ©■  dm , 
a 


*)  Es  ist  hier  abstchtUch  der  vorhergehende  Winkel  B  nicht  weiter 
berücksiditigt  und  ot  nur  als  eine  Ilülfsgrösse  cur  firleichtcrung  der  In- 
togration  eingeführt  worden. 
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zu 

und  folglich 

x^-^  /sin  CO* dl»  +  Const. 
Nim  ist  aber 

=  sin 09  /sin o> dm  — •  / cos m dmj  sin o> <2a> 
=-—  sin  00  cos  a  -W  cos  o>*  dm 
=:r-«  sin  (0  cos  o  + /(^  —sin  w^  rf» 

=  »  —  SIQOOCOS  »  —  /sin  t30*dtß. 


also 

und  fplglich 

Also  ist 

oder 
d.  i. 


/sin  0»*  d»  3=  4  o> ->- 4  ^in  (D  cos  00 , 


o:  =  —  (oo  —  sin  oo  cos  cd)  +  Const. 
a 


a:r=  00  —  sin  o>  cos  oo + Const. , 
ay=:sinoo*; 


2  cu;= 2  00  —  2sin  00  cos  Qo-f  Const  > 
2ay=2sinoo*; 

2aj;=2oo — sin  2  oo -|- Const.  > 
2a^:=:l'— cos2oo. 

Für  y=:0  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  .t;=0«    Für  y^O 
ist  aoer 

i.i.c6s2oo=0  oder  cos2o)=sl» 

und  folglich ,  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet,  2oo=2A:9(.    Also  ist  nach  dem  Obigen 

0=2  A:9(—6in2  A:;s+ Const.  =2  A;;v-|-  Const. , 
d.  i.  Const.  =— 2Ä«,  und  folglich 

2aar=2flo— 2A:7r— sin2o), 
2fly  =  l  — C082©. 
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Nun  ist  aber** 

8i]i(2c9— -2i^»)=ein2io,  co9(2m^2kn)  =  coB2m. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergeheodeo 

2  aar =2  o -— 2  i^n;  —  siD  (2  u — 2il9r) , 
2ay=l  — cos(2»  -2kn); 

und  folglich,  wenn  mao  überhaupt 

»eist:  •  .   ^    u     ' 

^  •  ...     '' ,  • 

2<u:=9-^8iD99  2ay  =  l  — C0S9); 

oder   für  -jr—^r: 

j;=r(9 — sin^),  y=r(l  — C0S9). 

Im  Anfange  der  Beweraog  müsseo  x  und  y  beide  zneleich 
verschwinden  9  welches  offenbar  nur  für  9=0  mOelich  ist,  da  nur 
fSr  diesen  Werth  von  9  die  Differenz  q>  —  sinq>z=iO,  d.  L  snng>=fp 
sein  kann.  Also  bat  man  fUr  den  Anfang  der  Bewegung  q>=0  zu 
setzen.  Wollte  man  tp  negativ  nehmen,  so  würde,  weil  der  abso- 
lute Werth  von  <p  immer  grösser  als  der  absolute  Werth  von  sin  q> 
ist,  a:  negattv,  da  doch  itti  OlÄgMi  ^  ads  pssitiiy  etigenommeQ 
worden  i^t.  Folgtich  muss  man  ^  Wn  0  a«  zunehmt»,  piehi 
▼on  9  an  ab  Helmen  lassen,  woraus  ^ich  weisen  4ef  Gteichungen 

a;3rr<9>'»*«-sin^),  .lyizar  (W-00S91) 

nun  unmittelbar  auf  ganz  unzweideutige  Weise  #«>giebt,  d^ßs  4ie 
gesuchte  Curve  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  erzeugender  Kreis 

den  Halbmesser  r  =  -^^  hat 

Wegen  der  aus  dem  Ofai|^Q  sich  ^auz  von  selbst  ergebenden 
wichtigen  und  merkwürdigen  mechaniscben  Eigenschaft  der  ge- 
meinen Cycloide  nennt  man  dieselbe  bekanntlieh  di^ Brach yslo- 
chrone  im  luftleeren  Räume. 
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Sur  les  firactlons  pariieUes. 

Par 
'        Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningae. 


1. 

Dans  beaucoup  it  recherGhes  noalytiques  il  Importe  de  de- 
'composer  une  fonctioo  rationelle  et  fractionnairie  en  fractioos  par- 
tielles» et,  ri^ciproquement,  de  r^duire  uoe  somme  de  fracüoDS 
partielles  ä  une  fonction  fractionnaire.  — -  Pour  r^soudre  ce  double 
Probleme  dans  toute  sa  e^n^ralit^,  noas  di^stgnons  par  Fx  une 
fonction  entiere  de  x  du  oegrö  n.  8oient  tu  r^,  ...rm  lesradnes 
Inegales  de  Täquation 

Fs  =  0 

r^solue  par  rapport  k  x*    Alors,  en  supposant  qne  cette  ^uation 
contiepn?  ny  racines  legales  r^,  n^  racines  legales r^»  etc.»  on  anra 

ou,  en  prenant  le  coefficient  constant  A  i^gal  ä  l'unit^» 

(t)  F*  =  (a:-n)"*(^-rar.,.(^-.r^)"«. 

Solent  encore  fx,  P*,i  ,  P*,«,  ...P*,m  des  fonetions  de  a:,  liees 
entre  elles  et  ä  la  fonction  Fg  par  röquatlon 

Cela  fait»  on  pourra  touiours  satisfaire  ä  Tequation  (2)»  en  suppo- 
sant les  fonetions  /,,  P*,i,  P,,«,  ...Px^m  enti^res  par  rapport  ik 
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ae,  et,  remectiTement,  d'an  degr^  inf^rienr  k  n»  ni»  %,  ...ftm. 
Eo  effet»  81  Ton  poae 

(3)         F,=?:(ar^r/*Q,,*, 

k  ^taot  un  des  oombres  eotiers  i,  2,  ..,m,  la  fonction  Qs,k  sera 
entUre  par  rapport  ä  o;  du  degrö  n — nt»  et  le  facteur  x — rk  n'y 
eDtrera  pas.    D'aiUeurs  on  peat  ^crire  f  ^quation  (2)  sous  la  forme 


d'oa  Tod  dMult 


et,  en  Terta  de  l*i$quatioD  (S), 

ou 

(4)  /,=Px,i<?*,i+/^*,aO^,a+-.-  +  P*,»ör,«. 

Or,  Qx,it  ^tant  du  degr^  n — nuy  li  snit  qne  Px,Jt  Q^r^ifr  sera 
d*uD  degn^  iDf^riear  kn,  torsqu'on suppose  la  fonction  Ps,k  enti^re 
{>ar  rapport  ä  x  d'un  de!;r^  interieur  a  njb.  Od  Toit  donc  que  l'^qua- 
tioD  (4)9  ou  r^quation  (2),  d*oü  eile  est  d^djiite,  adoiet  ia  suppo- 
sitioD  que  les  foDctions  fs  et  Pxyk  soieiit  enti^res  par  rapport  ax 
d'uD  degr<$  införieur  ä  n  et  nk»  ensorte  qae  1'od  pourra  faire 

(5)  F*=<iof  «i^+«a-**+--  +  <'na;», 

(6)  A=fto+*i-^+^'a^*+  — +  ^n-i-»*-'» 

(7)    ft,t=cö,*+Ci,*(a:— r*)  f  ci,fc(a?-r*)H.-.+c«4-.,,*(i?— r*)"*-"*.« 

U  r^sulte  de  ce  qui  pree^de  qae,  popr  le  probl^me  de  la  com- 
Position,  il  s'agit  de  trouyer  les  coefficients  (?o,  Oi,  •••On  et  Öq» 
(hy  ...fht-^,  lorsque  les  ouantit^s  r^,  r^,  ...Vm  et  les  fonctions 
Psyi,  Px^y  ...Px,m  sont  aoDDiSee;  et,  ponr  la  däoompasittoil ,  de 
trouver  les  coefficients  Cofk,  Ci,k,  •••Cnj^-i,!,  lorsque  les  fonctions 
fx  et  Fx  sont  donn^es.  —    Commen^ons  par  la  d^ompositioo. 


En  posant  pour  une  fonction  quelconque  (px 
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ie«  coeiRcieDte  c^,ibj   ei,ik»  «fc  d«  T^atioti  (7)1.  sont  npHm^ 
d'apr^s  le  tbäorem«  de  Taylor,  par  r^quation 


w  %>^=TAPt^'' 


dans  la  quelle»  pour  abr^ger,  od  a  d^^sign^  Ie  prodult  i.2...A 
par  H,  A  ötant  uu  nombre  eotler  et  positif.  Dotk,  ponr  tröcrver 
[es  coeflficiento  Co^kt  ^^i.t»  etc.,  11  süSit  de  connaitre  la  fonctioti 
Prj^kf  valeur  particull^re  de  Ja  iooption  Pg,  k*    Or  od  dMuit  de 

l'öquatioD  (2)  I.  joiDte  k  r^quatioD  (3)  I. : 
^qiiatioD  qui,  par  la  suppositioit  3C=-rk9  se  iMmX  k 

(2)  ^.=^'.*- 

Pour  exprimer  Qrjc,h  en  Fr^^   oo  dÜfereotie  TäquatioD  (3)  1. 
fik  fois  par  rapport  ä  Xy  ce  qui  doDue 

S^  Fs=Sik  Q,,ft  (a?-r*)"*; 

pute  OD  appUque  au  aecoDd  membre  de  cette  öquatioD  la  formule 

CODDUe 

ou,  ce  qui  revient  au  mdme» 

(3)  dx  q>x  Hfx  =  -2      (w)  a»  q>x  8«  ^x , 

(n)  tftaDt  d^termioö  par  i'öquatioD 


W=  1.2...-A ' 


oll,  lontque  n  e6t  ud  nombre  eotier  et  positif, 

(*>  <^>  =  AI(^A)i- 

Od  trouTera  par  suite  k  laide  de  la  formule  (3)  - 

hsso 

et,  puisqu'oD  a 
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ds     (x—rk)    =  •jj-  (a!<— »•»)  , 
la  pr^^ento  se  chalige  en 

»=o  »' 

d'oü  Ton  üt»,  en  faisant  x=zn, 

(5)  «CJ  F,j  =  nt!  Qrj,*. 

En  ^liminaDt  Qr^t  entre  les  ^uations  (2)  et  0$)»  >1  viendht 


(6)  Pr»,*  Ä  tut 


d;tFr, 


et  par  consöqaent  röquation  (1)  se  rödait  ä 

'Par  cette  ^uation  on  trouve  ies  coefficients  Co,k*  CiJt,  etc.»  lors 
que  les  fonctioDs  fs  et  Fs  sont  doDDÖes.  11  r^siüte  doDO  de  Fana» 
lyse  pr^c^dente  le  theoröme  suivant.  , 

Thöordme  L    Seit  Fx  une  fonctioD  rätioiHielle  et  enti^re  de  «, 
reprösentäe  par  räqaation 

»1^  n«,  ...nm  ötaot  dee  nombres  entii&rs  et  positU««  etri,  r«)  *..rm 
les  racines  inegales  de  L'<kiiiatioo 

ir^olne  par  rapport  ä  x. 

Seit  fx  une  fonction  rationnelle  et  enti^re  de  o?  d'oD  degr^  id- 
förieur  ä  celui  de  Fx. 

Seit  enfin»  poar  abr^ger» 

et 

Ar,»  =  Co,»  +  ci,k  (a?-«)  +  <^,*  (a>-r»)« +• . .  +  c.^-i,*  (o^-r»)  *  * • 
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Od  aam 


Od  peut  doDner  au  thi^or^me  L  ud  autre  ^DODcä  par  la  codsi- 
d^ratioD  suivante.  '     \ 

Soit  üx  vme  foDctioD  eDti^re  de  x  du  degN^  n.     Od  aura 

r  ^taot  une   quautit^  quelcooqne.    Ed  mettaot  la  pr^ci^dente  sous 
la  fonne   > 

et  observaot  que,  pour  ud  Dorabre  eotier  et  positif  p,  od  a 

^    -    *    er*  ^ 


il  vieodra 

^natioD  qui,  eo  vertu  des  lormules  (3)  et  (4)^  se  rMuit  a 
Cy*  = ;--i —  Cr 


ar— r 


Or,  cette  ^quation  subsistaat  pour  tonte  fonctioo  enti^re  du 
degr^  Uy  quel  que  soit  r,  et  Px,\  ^taut  du  d^gr^  n\ — 1 ,  od  aura 
pareillemeDt 

^''*-  (nifc-l)!  ^*     5=7*' 
d'oü 


it 


ou,  eu  inettaut  au  Heu  de  Pr^k  sa  valeur  tir^e  de  TequatioD  (6) 


(a:— rjt) 


^*  =  "*'"*~1ir*^, 
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Donc  le  th<$ortaaJLimfait4^d«H)««>tMi|ra«t*  -        - ;  >  ^i.* .     . 

Thöordme  IL    8oient  ^  et  Fs  les  m^mes  fonctions  que  dans 
le  tMof.  L    Soit  de  plus,  poift  ld»i^er» 

fr  ••.-    t\    i:.    •• 

Ar  ^tant  an  nombre  entier.    On  aura  ^ 


)!>■ 


..o  **»'"**«'"*''  •»•«*'*  P««.<««R«le  d'jftendre  ces  theor^mes  au 
cas  o&  la  fooctioD  fs  aen  dun  di^tf  sup^riear  k  cdui  de  F,. 
Fonr  cela  note'reiparquons-qufe,  forisqu'on  p*8e.. 

fo  Ätauit  ope  quaDtiM  quelconque  indtSpendante  d«  *,  et  a  m 
nombre  entier  et  pesrtif,  on  pMTrfi  prendre  ,  amez  grand  pour  que 

F,  =  (i-r.)V^(»_r,)"i(Jl^V.';.(„^..^  ■ 

(no—«)  ^Unt  unAÄoto^e  fenf^er^cit  |msitif,'oii  4al  a  i4ro,  si  Te- 
quation  ** 

.'••■.  '-W-  JV.w:«.  .:?.    !..•.      ;<,!  ,    '.^/|....-    «i»'/» 

^rÄ%u"Js:;U*'-  ^''^^' «^^"'-^  ^^«^;':-  ^  «^' ~ 

%  aixpüqttant,  le  tb^^iQO  U.;i.  oo  pbti|Bii<irai   , .  ...... 

Äji  «taut  d«ertnliiä  pafrT^ation     '   =     ■     1' 

'.  •    .  '■*,'^     , 
<<fH.ll'f»..c«n<flHt».  •»  ♦yant.^gVd.iräqu^tion  (»),  ... 

TheU  VII.  21 


1  ,}    ♦  ' 
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Or,  ro  itmt  an«  qaanttt^  f—leiB^i>>  ••  f«it  Utv 

r«  s:  0.  r  . 

dV>&  il  mit 

oVf  puisqn*  l«8  sigoes  27  et  8  ne  ••  rapportent  pas  i  jt  et  i, 

MaU  pD  a  ,        '  . 


X*  fi  •— >  •— *  •— J' 


OB,  ce  qoi  rerient  an  mÄme, 


doDc  r^qnation  (10)  se  rMnit  k 

**       JkÄo         *  fa?— r*      jk=o 

Cette  analyse  conduit  aa  th^rtoe  snivant 

Th<$or^nie  III.  Seit  /«  uae  fonctlon  rationelle  et  eoti^re  de  x 
du  degrtf  p. 

Soit  IFs  nae  fonctioir  ratiouelfe  et  enti^re  de  o:  da,degr^  q^ 
repr^seDtöe  par  Ti^quation 

(fto— 1),  »1,  n^»  ...itiii  ^tant  des  nombres   entiers  et  positffe»  et 
v'o »  **! »  '»'Tm  leai  racinea  in^galea  de  T^quation 

Fx  =  0 

r^solue  par  rapport  k  x^  dont  Tq  seit  toi4o«r6  ^jS^^lj?  i  z^o>  eoaorte 
aue  ftq — «=(),    loraque  T^quatlon  jF;r=0  n'aura  päd  uoe  racioe 
"Je  a  zrfro. 
Soit  9«  uoe  fooction  auxiUaire.  li^  ä  Fg  par  T^quatioD 

«  ötant  nn  nombre  entier  et  positif,  pris  de  mani^re  &  satisfalre 
k  la  eonditioD 
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Soit  enfin,  ponr  »br^ger, 

k  ai  k  tftant  de«  nombres  eotiera  et  positi&.    On  ama 

Corollair»  1.    Si  1*oq  a 

fl^  >  P» 

G'est-i-dire,  «i  l#  degr«  de  JP,  eat  sap^rienr  4  celui  de  /* ,  ön 
^ti^fera  i  la  coodition 

«  +  «'>/>> 

en  prenant  «=0:  donc  on  reviendra  aa  thöovi  II. 

CoTolkure  II.  II  sera  aooyent  pM.  commode  de  söparer  la 
partie  conespoDdante  k  la  quantitö  r©  ou  0.  Dana  ce  caa  on 
troiiTera 

Coroilaire  III.    En  posant 

A = t.  +  ^  a.  *. +. .  .+^i=^  aj  t. , 

on  anra  poor  une  fooction  qnricon«)ue  ^g 

DoDC>  comme  fs  est  une  fooction  eotiire  par  rappert  4  «  da  decr^ 
p,  on  aoia  suivant  le  thtfor.  III.  * 


P 


ai  « 
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UI. 


D'apr^s   ce  quf  a  6ti  dit  d-dessu«  1.,    on  a  simultantoent 
len  tfquatioi»  \ 


(•2)         .F,  ,=  (a:-tri)"»  .  (ar-t-)"*  : . .  (4?-  rm)> , 


ou 

(3)  F;r=ao+aia:+fl»a:»+...+fln«»,         "      *' 

De  pliui,  en  vertu  de  TäquatioD .  (8)  fl.»  on  a 


<^     ,-  fei.    (^1^1  ^^5;^»' 


*=0 

d'oÄ  l'on  d^duit  .'"   ■' 

12  stallt  d^termiD^  par  r^quation 

et  «  ötant  uo  oombre  eDfier  et  positH ,  >qtt*<ni  peut  faire  accroitre 
jusqa'ä  l'infini.  Or  on  reconnait  que  le  reste  R  s'^vanouit  pour 
des  yaleurs  infiniment  grandes  de  «>  toufes  ie^^foUque  ie,|i(i^dqle 
de  0?  sera  iDfärieur  au  module  de  la  plus  petite  des  racines  rk : 
dans  ce  cas  od  aura  doDc 

(7)  ^=Äo  +  Äi^  +  ^2t»^  +  Ä8*»+..t. 

en  faisant,  pour  abreger, 


(8) 


^»^-,5    0^1^=1)1^'»  ;jM- 


U  eirt  evident  que  le  second  membre  de  IVquation  (7)  ne  serait 
Jamals  cooven;eDt»  lorsque  parmi  les  racines  ru  11  y  en  aurait  le 
xöro,  sinon  J?x,k  et  ses  deriv<(es  jnsqu'ä  Tordre  nk  s'^vanouissent 
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en  m^me-temps  »onr  x=^i  Mais  on'lobHe  a.ca^  ineoDy^Bitetpsff 
la  söparafion  de  la  partie  correspondante  ä  cette  racine^  comme  II 
a  4it6  remarquiS  dans  le  coroll.  IL  theor^  III.    ^  tout  cas  T^quation 

Mibsist^ »  'puf6i(]|üe  leg  foDctions  f^  Vt  'F*x  sont^  eniieres  paf  rappört 
^i  X.  Ed  mettaDt  au  lieu  d|B  Fa  sa  valeur  de  l'^quation  (ä),  il 
Mendra  ^ 

r|- er j  Äo  a:*  + .  • . -|- Oa  Ä/^Ä  «*  + . . . 
,    •  .  •  •  •  w.  •  •  «'^a  •  •  • 

Cette  expression  de  fxm  comparöe  |i  celle  de  r^qnaljpMi  (4)»  cooduit  ä 

(9)        ^  Ä«  =  flo^a+flißi+öa^o. 

•  ••••••  •^••*  ■•/.•  «.•  •  '^* 

ou»  «^tant  an  Dombre  entier^  '"'' 

(10)  bh  3=  JS      a.  Äj^-.. 

•=0  ... 

Oll  obtieDdra  une  autre  expreasioD  pour  bk  de  ia  mani^re  suivante. 
D'abord  on  präsente  JCäqttBJMn  (3). scNia  iaionne 

(11)  Fs  =*^^a,  :r*'.  •  '         - '•         '"  ^  '     ^ 
'  Ensuite  on  deduit  de  r^quatioo  (S)  n^n,  «ett^ment'  <^ 

.^>»W^eT?»'f,-.•.  ., 

■  .  ^».'V,  =  o,     .... 

^p  Atwk  VA  Qombje  entief .  et  positif  asaujetCi  a  la  condition 
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d'oä  U  «mit,  en  igud  k  b  fomole  <3)  II., 


Ed  sobstitnant  &  Fr,^  sa  valeor  tir^  de  l'^quation  (11),  on  ^nvera 

puls 

on«  ce  qui  revieDt  an  in^me« 

et,  suivant  röquatioo  (8), 

(12)  T^\Sf^,^0. 


•=0  «=:*fl 


Enfin  on  concint  de  la  priksädente 
£       a.Bh^  = 

•=0 

ce  qoi  change  l*^uation  (10)  en 

(13)  .  *A=s^*r^*«.Ä*-.. 

•=4+1 

d'oü  l*on  tire  successivement 

—  bnr-^  =0»  B^i , 

—  bn-^^^On-^B^^'j-OnB'^» 

(14)  {  —  6»^  =  a«^aB-i  +  ««-^  B^+onB-^ , 


Les  fominles  (9)  ou  (14^  penTent  servir  h  l'övalnation 
eoefficients  bo»  b^t  ...6a~i>  lorsque  les  coefficients  ffo»  ^i»  •• 
et  les  sottitnes  B^f  B^,  B^^*m»B^^y  -A^>  B.^^.»*  Adtemin 
|iar  r^quation  (8) ,  sont  connus.    Ri^ciproquement  on  en  d^uit  la 
valeur  des  sommes»  et  par  suite  les  coeiBcients  da  d^Tdoppement 


des 
A»temin4«( 
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(7),  lorsc|ae  les  cMficieote  Qo»  ^i,  .»^Oäetb^,  ^/.••4»-i»  c^est- 
a-dire  les  fonctions  Fx  et  fx»  sont  dooni^es.  11  y  a  plus:  les  for- 
mnles  (9)  ou  (14)  conduiseot  nn^me  k  la  d^tenniiiation  des  coefi- 
cients  a^,  Oi,  ...Om*  En  effet  T^aatioD  (8)  jointe  ä  I'^quation 
(6)  II«  doDDe 

SupposoDs  maintenaDt  qa'enfrt  les  foDctlQDS  fx  et  Fx  il  y  ait 
la  reiation 

(16)  fs^dxFx,  ,        . 

•t  qae»  ponr  cette  valenr  particuliire  de  fx ,  Bhr^  se  cbange  en 
Ak»    Od  anra 

(.7,       A,^-'r"„£f'^y,^    .. 

Or,  la  foDction  Fx  ^tant  toujbars  repröseattfe  par  T^qnatioD  (2) 
ou  (3),  il  suit 

le  nombre  entier  et  positif  p  v^rtfiant  la  coodifion 

p  <ni.  '.    '■•■" 

Donc,  ayaDt  ^rd  k  la  formule  (3)  IL,  od  AiMxäi de  l'^iquatioD  (17) 


*=n     .    aF*/v^. 


(18)  A=:-Z      nfcrr. 

*=^  ,    :-  .^      .    r. 

AJoatoDS  qoe  pour  ce  cas-ci  les.  f<Mrnidles^(U^,et  (13)  se  i^olsent  k 

•SSO   .  .  .  .    «i^JM-t ^ 

d^Ä.   i      1  ■  l-    .  3  . '  '  ■   \ 

•(19>      .  .Aik^xs.^  :«,ij*i.»,      bk^^s-^S      09  Ah^^, 

et  que  de  plus  Ti^piatioii  (16)  jelote  aux  ^quatloDS  (ß)  et  (4)  ^ta- 
blit  eotfe  les  coefficieots  ao>  ^>  •••<in  ®l  ^d»  ^9  ••«Am-i  Im 
relatioDS  '  ^  •■    ..    ^        •     , 
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Äik-i  *=  Aflik , 


par  la  quelle  les  l^4qa^oo8  (19)  d^v^endront 

(20)  .  ^'    Mk  =  Z  a,Ai^, 

(21)  '  Aajb  =—  J?       o«  i^A-f  M<ii'.  '  ii 

D'ailleurs  od  a  »  .  »  .     \ 

«•»  ojiM;if')  o.   gte,i4\  -  -\  •'••     '      •"     •   '  ".  ^i4iiVl'     ■  •   "*    '*' ^ 'J   •"     '   *' 

«=*  -^Hi 

et  de  plus ,  en  yfci1%  ijl^s^  ^liatlons  (iO)%  (i)  et'  <3)>    .  l.  7 r 

^.Aq=z£  «i  =  W.  +7/2+....  +  «*»  =  ll-L 

;*  l     tu-  \-  '  ,.•>  I    tr'i     «<J^'), '«i.j'H     -  ♦    .,  I         ^i»f.*-f    ^    k        •     ♦'»:•".  •    • 

dooc  la  fonnule  (21)  sera  remplac^e  par 

(22)  (»— Ä)  ak=  £      ^f.^»-*- 
Od  tire  saccessivemeDt  de  la  ^omiile  (20) 

2  O,  =  Oo  i^2  +  «1  -^l  » 

(23)  ^  3<%  =  foA'+^^A_*fla4i''''  :. 

..-,.; u\  \  4 . . . .  i  : 


et  de  la  fonuule  (22)      *  ' ,  '  '  .  ,^i 

Ed  preoaot  la^diftSrendD  dea  Ibpattles  ('20)  ki  (ßiy,fon  o^tieiidra  eniHre 
«=«+1 

formule  aoalogue  i  ia  fonnule  (12).  ^(.'iit«:i> 
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Dans  le  fottaiiles  (24)»  qui^^autÜbaMt  le-^Mcvtee  atfCMrard  % 
le  <:o«flicient  On  teste  indötemiiD<^ ,  de  m^me  que  Oo  daos  le«  for- 
nmJes  (23).  Mab  »  l'oa  tait  m^O  daM  le»  etpressioos  F,  et 
:k**  JFji,  la  comparaison  des  ^atioD«  (2)  et  (3)  doiuie 


Od  peilt  doDC  ^noiie^v  le  th^rdme  ^iaot. 
Th^reme  IV.    Soit 

p  Px''  "  "'''  ''"'•'*/>''"'■'"  '';',''*'*'■ 

n^y  9fsj...fim  ^tant  des  nombres  entiers  et  positif^  dont  la  somme 
soit  ^gale  ä  fi./ik.JV,ftd^8tgMi»t,v^ur, -teilt )iioiiünre  entier  et  i>o- 
sitif    i,  noe  fonction    rationelfe  et  elitiere  de  x  d'ao  degr^    in- 
ferieur..'a>ipfr4'>  ./j'i.'^n.j  »*  ^i-,' ■    .-»lImi»  .  ^  .'i  •.    .!♦  .  •  ...  ._:U  .  j* 
Solt,  pour  abn%er,  i,  .;*  i  ;.-i  Im.,-:      "«.,'  ^.>  o  >,.■!  ^.»s 

F^  =  (x^if'  (Üt-i^lP' . . . (a?-r«)"-, 
ou,  ce  qai  revient  aa  mtoe »  :':  .i"(i'|'i   :.  •;  uMn-tt 

et  .U-u^  .. 

ies  coefficients  a^,  Ot,  a^,  iv.ct«.  ^tant  detßrmin^s  par  le  Systeme 
des  formales  (IST»  (^)-et  (23)  ob  <9^)^.yt  les  coericients  6o,  6i> 
Ai,  ,..6»^  par  le  Systeme \dea  foriauies  (ß)~*ft  (9)  ou  (14).  On 
aura  *   ' a 


-=fe 


L'analyse  prikMente  condnlt  encore  k  plnsienrs  Gons^uenoes»- 
mais  nous'notis  bomeroos  k  sigoaler  la  suivaDte. 

Cooeevons  dod  senlemeDt  qae  la  foDCÜoD  /jrsoit  dono^,  nab 
faisona  actneUement  i"  i 

AIoiw  on  aora 

4i,  =  l, 


*)  Ce  th^or^me,  faaMenient  attrtbu^  k  Newton,  appartient  m  Albert 
Girard,  qai,  13  ans  avant  la  naistance  4e  Newton,  en  a  donn^  T^nonc^ 
dans  an  oavrage  dont  Toici  le  titre:  Invention  nooTelle  en  Alg^bre,  par 
Albert  'Girard,  Matiidmaticien ,  4  Amsterdam,  cbes  G.  Jansen  Blaanw, 
1029.  —  C'eut  M«  J.  de  Gelder,  prof.  4  Lerde,  qai  a  fait  cette  remarquc 
daae  ee«  Wiskondige  lesaen,  2^Cunn*,  So^uitgare,  pag.  423. 


Digiti 


izedby  Google 


SM 

«t  par  9uile  le«  formiiles  (14)  dmuMVÖiit  '* 

Hfttons  oous  d'ajouter  qae  pour  ce  cas  l'equatioo  (15)  «•  rMuit  ii 

^  *^         •.    *    •  8^J;/  .    .  .  '    ;-,.-. 

doDc  on  aura  le  thöor^me  suivant 

Th^r^me  V.    Soit  F,  uoe  fopcthm  rationelle  et  eoti^re  de  x 
da  d^r^  n,  repr^septäe  par  l'^uation 

ni>  n^f^^rim  ^tant  de«  nombree  entiers  et  poeitils,  et i^»  *)§>•. *r«i 
les  racioes  lo^galee  de  I'^uatioa  r  .  .  ^  .  *: 

r^solne  par  rapport  k  x. 

Soit  A  an  nombre  jentier  et  poet^f,  ir^ri^aot  la  condition 

On  anra  .    -^  ■    •  - .  •  »  c,«^  -  ■  •  \  ^  , 

*       *  -Jr  • 

V 

':  .1   ,'j'  .j.'  lU      '  '  -'\   .     . .      •  i     ..    ■  : 


.;?  ^- •»•• 


...-;  ■  ')    -n.J.;. 


.1.  I.) 
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.  ..   i-  I   •••! 


Bill  Tbeorcini  Ulier  FaftLvlfUleii. 

Herim  Doctor  O.  Schl5in|Ii;h, 

PriTatfMMrtoi  M  itft  Vmirmniat  am  JcMk 


la  d«B  istm  Heft»  Ua  Vllten  ThriiM  di«Mr  Z^<«cbrift  15. 904 
hab«  ich  «in^  Sitze  äng^eben,  welche  tut  Aafliiidaiig  der  b9- 
iMten  Differentialqaofieiiteo  sehr  «UcemeiDer  FanktioDeD  dienen; 
8*  ist  X.  B. 

...+4. >*/<->(«*)  j 

wobrf  die  Goefidenfen  dnrcb  die  Fonlitl 

bestimmt  sind.    Hiervon  llsst  sich  rine  sehr  ebCvehs  Anwendung 
anf  die  Theorie  der  Fakuititen  machen.  ■'■  f 

Sei  nSrnfich  f(g)  =  y-i»,  so  wird 

f(,)(g) = (-1)»  ^|>+1)  (H-2) . . .  (i^h>-l)S-'^> 
oder  nach  Vandermonde's  Bezeichnw^  der  Faknltit«b'    - 

FetaetUt 

/•(«A)5^*-^  nnd  iSj^  =  (r-i^  [VJ  *-^— • 
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Substituiren  wir  diess  für  die  liDlce  Seite  von  (1)  nnd  auf  der 
rech'ten  Seite  die  aus  (3)  für  p=l,  2,  ...n  sicli  e^ebenden  de- 
rivirten  Funktionen»  so  wird,  nach  Hebung  von  ar^V—", 

(-1)-  M=-^iM+j,[^5-4,[f»]+... +(-!)-.<.  M. 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe 

Diese  Gleichung  lehrt   die  Fakultät  der  Wurzel  Xu  durch  die 
FakultfUeo'rdeE  :^izel  p  iutfid«ilq^en-4w4,il|ite^  m  dieser- Allge- 
meioh'm   einefa' titcfit  unwichtigen  Beiträge ''zuV   FAultätentheorie 
'  bilden. 

In  manchen  speziellen  FaHeA  kann  man  die  endliche  Reihe 
in^  (2),  welch«.^  .QfstiifLiirang;4^  .Cfiflfzi^iiteiiitf  dient,  sum« 
miren;  so  findet  man  z.'  B. 

1)  für  A=:— 1: 

(pfelfi^b  nach  I$bo.  (4)^  ....•.,.,  ......;.,  .,  ...:..•..    .  ;  ..,..,,: 

(i)"[-rt  =  M-(«-l).»»iM  +(«-l)(n-2);«,[^]-^..>;''i  (8) 

und  dahef  Dach  Nro.  (4)it -••••'  '>'••    ''■•'!•  "■:'"  '•••■""-  >  «"'{'  ''••''" 

ü.    |..^t^=^[4^2^[g-.V24i5it;q^;.:.;    .1.(6) 

3)  für  A=2'  .ii')'*'»i  !•!  !.••'•  ■!'  -'.i  T«U  "I.  .oti':    -*  b  li.i, 

und(IViU|lii(^' t;'!   -i-:!,   •    ,in;.;  .;' >♦•/■     -'-i  friM   «.:i'.!.  m-  T   i  •.•:.••    i-  ••  , 
^r,   ?      r  ?   .  «(«— 1)  r'^^   (n+l)..(n— 2)  r^T"^  -i. 

Man  kann  diese  Sätze  auch  in  etwas  anderer  Formfdafisiellen, 
wenn  man  mit  Grelle  folgendermassen  bezeichnet: 

".    ,,  ,  .     ,  (     ^ 
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Es  ergiebt  tich  dkili«  i«tekrM«^  (&>,<  ^' imd  (7) : 

(^, -1)-  =  (^41)«-  («-1) .«1  (^  +i)»-i.(x  r<, - 1 : ...  i/.«i 


r». 


I   I 


i,/^'  i\  I  ?)v   ?.  -i)  I  -  •*  I  i;:  .-  ?;, 


ft 


Wifl) 

Der  letzte  Satz  hängt  sebr  genau  mit  dem  Theoreme  über 
die  Gamma -Funktionen  zusammen»  welches  ich  Im  Oten  Tkeile 
des  Archivs.   S.  218.  Formel  (10)  bewiesen  habe. 

IT': 


■;:■»■••••        ••    •■     •    •     :  .  ■■•;'■;''■*  t-y<-.    .-.  .•    -.■    ■•..; 

Vebimirsaiifi^alben  ftti*  iSchttler. 

■;'-     •    '    *  ♦!  >T>i:- "-P';.'  •   ♦.!  ..<.     </. -r»:»  tr  >!•(»»}••':.  .m:  >'!:*  o!'! 

•».'><j       .'    ;•»■/''    '  >    ■.  !    J*'-     '■>' ...   n.'i    ,  1  •>  i  '»    :    Ih',.     "  -i  » 1  ,.  »- -I    '     i,./ 

■'     ■•  ■■■.  .■■'•  tUvi'sion'äfeVe'njpdt-  '.••   '■^■'  ■'•  •  •..;■? 

•■•  •Wiisorrtio.r,     •■   '       '■"■.•■•■•••'■:■.•:.!.■.•:    .:•.:.■•.!. 
Quotiept:.lT(l+a)^  +  (l--ö+fl*)>V^'    ^    '        ••'  ..   *. 

I  «•/      -.    .     ■  .t"    /     '  »I  :i  ..  I     w.;':     v-:'  ..•       I'.   .'     .  ..  ,      :  ..  :I,    ...  ..,- 

Man  soll  untersuchen,  ob  die  ^jjuadratische.GfeiclMMg. »  »^  »O 

i=F(i+«)^+(i— ö+a*;^=o 

reelle  oder  imaginäre  Wurzeln  hat,  und  zugleich  die  Grosse 


i:F(l  +  a)^  +  (l-«+a^^ 


i\.  I . 


in  zwei  reelle  oder  imaginäre  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen. 
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Divi9ioii«€xeaip«l« 
Divisor:  1— (a+ar)^ 

DividMiis:  a-a)a+«)'+a-3a)a-M)«— (l+3a)4*-«», 
Qaoti^Dt:  {l-f(a+;r)P. 

Mao  hat  nSnlich  iouner  die  Gtelchniig 

a-a)(t+a)«+(l-3a)a+«^*— (l+3a)Ä«+^ 


Hl 8  e£.ll  e  n. 


Die  verschiedenen  Auflösungen  der  Gleichangen 
des  vierten  Grades. 

Von  dem  Hern  Doctor  D  ippe,  Oberlehrer  am  Gymnaeiom  Frideriduiam 

aa  Schwerin. 

Die  älteren  Methoden  derAufltaingbiauadratischerGleicbanffen 
Ton  Descartes  und  Euler,^  so  wie  die  neueste  von  Ampöre 
(Archiv.  Tbl.  1.  S.  16.),  stehen  ziemlich. unverbunden  neben  einander. 
Wie  aber  leicht  zu  sehen»  ist  A m p ör es  Auflösung  nur  eine  Mo- 
dification  der  Auflosung  vonDescartes>  und  die  Vermeidung 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefficientea  ist  nur  scheinbar, 
da  dieselbe  der  gewöhnlichen  elementaren  Herl^itung  des  Zusam- 
menhanges der  Coeficienten  der  Gleichung  uod  der  Combinationen 
ihrer  Wurzeln  zum  Grunde  liegt. 

Dagegen  ist  Eni  er 's  Auflösung  die  reine  ümkehrung  der 
Cartesiscben ;  denn  Euler  geht  von  dem  Punicteaus,  zu  welchem 
man  durch  eine  vollständige  Durchführung  des  Veriahreos  von 
Descartes  gelangt 

Um  nämlich  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1)  a^+pa:^+qx+r=0     " 

zu  finden,  setzt  man  nach  Descartes 

sucht  a,  b,  e  durch  p,  g,  r  auszudrücken,  und   lost   dann  die 
Gleichungen 
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Die  C^M^nUm  ai  •jb^  e  edbttt  m&irifairch  AnflSsang  der 
Gleichongep 

aus  denen  sich  die  folgenden  ergelien : , 

3)    6=4(p+4a«+^),     4)  c=lCp+4a«^l£), 

Bei^tchnet  man  0^  ttiil  jfi  a«  hat  nan  i&t  Icablache  HülfS'» 
giel^^hnng 

Nach  AnflSsang  derselben  ist  a  hekännt,  wie  aach  b  und  ^nnd 
man  erhält  durch  Anüdsung  der  quadratischen  Gleichungen  (9) 

7)    ;r=a±V"^^,  «Ä—adb^'SS:^, 
oder  mit  Benutzung  von  (3)  und  (4) 

8)     i  ^ 

wobei  es  offenliar  gbichgflUig  ist»  eb  man  a=s^V^  oder  a=r-*-V]^ 
setzt 9  wenn  «j  eine  beliebige  von  den  drei  Wurzeln  der  kubi- 
schen Hülfsgleichung  bezeichnet.  Die  Formen  der  Wurzeln  (8) 
nehmen  eine  einfachere  Gestalt  ao>  wenn  man  statt  4^  Coeiicientei» 
p  und  q  der  ursprünglichen  Gleichung  die  sfimmtlichen  drei 
Wurzeln  der  liiubischen  Hülfsgleichung  aufidmmt  Es 
seien  diese  nimiich  yi ,  jf^^  Ht ;  dann  ist     , 

Wenn  dso',9  eine  positive  Zahl  ist,  dann  ist 

und  wenn  q  eine  negative  Zahl  ist>  so  hat  man 
11)    }=-1^,'»li.V^, 
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wo  jede  Quadratwarzel  pttrit^  ^vL  'delmte  ist«    Für  a*  setzen  wir 
5fi,  aiso  Vyi  filr  a.  DaoD  f^ni^  ^^P^i  f  R  ^%|  7  ^ '  unaire  Wurzeln  (8) : 


12) 


das  ist 


li:>i;jrii.*  »I*' 


9  eiD«  negative  Zahl  bedeutet,  sind  unsere  Wurzelat  1(^4  >]'•)!■• 


das  SiftI  *•'*'- "'•*"^''*'" '  '■•'»'I  )-i'i.  :'•  ■•{>  T'l»  ?♦' j'«'«i.*  ' '    i'  "•!«  tS..ii'»  I»« '}i 

Wir  haben  also  ni  (t3|)  und  (15XEuler's  Formeln  als  Endre- 
sultat gewonnen  9  sinn  tamfaki  in  den  'vollständigen  Besitz  aller 
Vorthefle  gelangt,  w^he  Euler's  Methode  darbietet,  ohne  nothig 
zu  haben,  von  der  etwas  künstlichen  Voraussetzung  auszu- 
g^efry  diiss-«iis<^re'folquadractisciie  Gleichung  Wurzein  von  (kr  Form 

,     ... ,,    ,/    ...    ,  T  tt  +  r»  +  r-ic 

habe-,  ^ikme^Mner  die- künstrK^he  Herleltung  der  kuhtschen 
Hütf^leichung  noch  Eul er  HSt  die  ohne  Vi^rgielch  «in fä>che re  und 
Bätüi^licbere  nach^De^CBTtes  aufiielimen  ivt  mthssenv  *  ^  "' 
Die  Aufnahme  aller  dreiWarsetn  dec  kuhiJ^cben  HfllfsgielcbiiDjg 
in  die  Formeln  (8)  ist  nichts  als  eine  durch  die  Noth wendigkeit 
gebotene  ganz  naturliche  Beseitigitig  d^s  Bedenkemtf ',  ob  denn  auch 
uir  die  Wurzeln  dieselben  Werthe  kommen  -möchten,  wenn  man 
eine  beliebige  Wurzel  der  HtiJEsgleichung  substituirt.  Dies  Be- 
denken beschwichtigt  man  gewfihhiieh  däthir(;h',  Vlass  tnbn  auf  dld 
eine,  stets  vornandene,  positive  Wurzel  der  kubischen 
Hülfsgieichung  den  Acteftt  legf      v.  *     \       '  • 
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Entwlelceliiiigr  der   Olet«lniiiireii  d«r 
Iioxodroiilieil    ättf  den    Fillclien   der 

Herrn  Doctoü  J.  R.  Boyman, 

t/ebrer  ondMr  hdiftorcn  B«fg^rso^i(le.tii.Malm«dy.     « 


Bezeichne  t^=9f{a:,y)  dle^all^enleiDe''Glelcban^  4er  RotatioiM- 
kdrper,  bezog^öauf  eip  recbtvrjnKnche^  0otfT;diDateq4ystem»  dessen 

^Axe     der  Z  zugleich    Rotationsa^e ;     seien    ^^  und  -=-  die  par- 

o-  »iT)  i-m'«'")!'-  "^  'HP  ».. '»VI...  ;.*'  '  •,•  j  './  ««^"  (  /ty  ,:.  ,J  :• 
tielLda  PUbr^DtiaiquotUffteq  dieser  Gleicfii^Wr  'P1^<1<  ^^  y  der  s^m-, 

shen  0  und  5-  enthaltene- Winkel,    den    die  Loxodrome  mit   dem 

Meridian  oder  der  Di^ectrix'  bKdet :  so  Tst'  die.^lgemeine  Differen- 
tialgleichunir  der  Wertd^tt^chen  der  Rotatreiiskurper ,  wie  sie  in 
der  Abbanolang  des  Verfas^erfs  ,J>e  lln^i^is  Idxodromicis  etc. 
BerolinL  1839/'  entwickelt  ist,  folgende:     - 


wtefaUe  lo  VeiUiiaun^  mit  deir  Gimchong  des  ^tmtkeum  RotaHamc^ 
*  l^t^j^ers  die  eptsprepheode  loxodromische  Linie  Destinuat« 

*  Aus  dieser  Gleichung  wollen  wir  im  Fole^ndenf^iiie  GteicIftti^Al- 
der  Loxodromen  auf  den  Rotationskörpern  les  zweiten  Crmdes  ab* 
leiten. 


TheilTÜ. 
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I.    Cylindrische  und  Konische  Loxodrome. 

Der  Rotationscylioder  uod  der  Rotationskegel  sind  dai^stelK 
bezfiglich  durch  folgende  Gleichungen: 


in  welchen  a  fSr  beide  Körper  den  Radius  der  GFnndflfiGhe,  uod 
c  für  den  Kegel  die  Coorainate  des  Scheitels  bezeichnet.  Die 
Gleichung  des  Kegels  geht  aber  in  die  des  Cyünders  über>  wenn 
man  in  derselben  c=od  setzt.  Daher  wird  es  nicht  nothig  sein, 
die  Lozodromen  beider  Kiüpif  uenrit|eiti|ir  zu  suchen ,  sondern  es 
genagt,  bloss  die  konistife  Lo^^drönie «Sinniittelbar  zu  entwiekeb, 
um  sodann  aus  dieser  die  cylindrische  Lozodrome  abzuleiten.  Indem 
^u^^  ^ffWvi^p'^tpigfßtf  wir  nwr.  den  s^ff^^xsfgi^^J^  |p|^.. 

.,  ..  ^ehn^p^wpr^dail»^  obig^  Gleichung  des  Keg^l^:,     . 
und  differentiiren  dieselbe,  so  erhalten  wir: 


woraus  sich  ergibt: 

dz       '       c^x 


— j)    '       dy    '      fl*(c-*x) 


'  dx  a\c 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  (1),  so 
verwandelt  i^ich  dieseihe  nach  einigen  IteUih^tionen  in  folgende: 

welche  Gleichung  wir  unter  nachstehende  JPoixd  bripgen  : 
^  yd^xdy.^-\m^y,{\+^''X^dji^fydjß^^^ 

Aus  dieser  erhfilt  man  nun,  wenn  man  rechts  den  Werth  in  z  aus 
Gleichttng  (4)  sabstitoiTt  und  zum -Zwecke  der  InlegriCtieti  doieh 

^"|-Sl*^="^^^"T^)-  ^^^  ^^^  verschiedenen  Seiten  dlvidirt»,  folgende 
Integrafgleichuny:  '    :  i-  '  .    • ,-    , 
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IB«imi8  «rgtbM  «icb  bmer  In  JtaDdi,  m  wit  lo  yiiiid  z  die 
Mden  GI«ob«i««n:    r«'  '        ..  -  f 

Raicit  Aosflfthipg  dct'abgedeutH^n  luieghiüop,  ^/rtflk^T^Pönh^'^ 

^Dgy  •  0-f-i)^og  c  gefuDdeo  wird,  erhält  man: .  .       ■  -'*   >'.ii  il 
^  ....  1  .        liO 

Are  taug  £  =  toDgy.(l+^hog^  .....  (6) 

die  deicbuDg  der  Weodelfläche  den  Kegeis,  welcbe  mit  (i)  Ter» 
bomdeo  die  konische  Loxodrome  bestiaunt;  and 

Aresin  ^  =  toi»y.(l+4*log-^ ,) 

Are  ees  J  =  tang  y .  (1  + 5)*  log-£-  \ 

die  GleicjiaDgen  der  Projectidoen  auf  den  Coordinateo-^bcoeii 
XZxxnA'TZ',  durcb  W<<l^ne  gemeiDSchafUich  ebeDfalls  dre  Kegel- 
loxodrome  bestimmt  ist 

In  anderer  Form  steReik  dles^  Glelcbubgen  sieb  also  dar : 

arF=y  tang[taDgy  •  (1 +^«  log;^ , 
a:=rsin[taDgy.(l  +  ^*log^,      ^ 

»  t  •  .    .i'i  /    .  ■      '.    ■•      .    .  »    . 

Sefeen  Vif  j^zi,'vm  zn  di^n  Gfeicbungen  der  cyffpdriscben 
Loxodrome  sil^  gelangen ,  in  obigeb  Intfgpilgleichungeti  ,•0  =  00  ,  so 
erbalten  wir:  •..:..-. 


und  daher  nach  Aosfllhnu^  der  Integration: 

^Arc  t«iig,|  <««anj^y.|  . .  ij]. (7) 
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für  dbt&€whmm  4w  W^odeMXttbe  dW  OftMufä,  inöiapOt  in 
Verbimhing  mit  ($)  die  cylindrische  LozodronM  bairtihinit  ist;'«»! 

Ar^' cos  ?^:3s  taug  y.-    \" 

flii  die  »QlmlioDgett  der  ProjecüoDen  auf  des  Caord4iw|ea«£|^MBA^ 
XZ  uod  IrZ,  welche  gemeioscliaftlicn  ebenfalls  die  Uylinderloiio- 
drome  bestimmen;  :  .  *  i 

Diej^e.  Gieichangeo  in  anderer  Form  lauten: 

'         .         .      ^--!     ''!   ^  z     '     '■'    ' 

'    -jr=^ytang(tangy.->, 

.  '  ^     iy^f*oi»<t3ingy;|),   •■ 


Bekanntlicb  sind  ^If  .Gl!^|c|ii|JDg^  derJCugel.iifdd^^pliSroids 
beziebufigs weise  folgende: 


,.«  \v  . 


;r»+y«==ä»-Lx«...  (9);'^    >^+yi'lg(fti-,«) (10) 

von  welchen  die  icweite  in  die  erstere  überseht,  wenn  man  in  der- 
selben b=a  setzt.  Wir  k3i^nen  also  auch  hier  dasselbe  Verfahren, 
wie  ▼orhin,   annif enden  J  dinr  Ai^  aätnli^li ,  dass  ^«i'ir  zunächst  die 


lapn  aachircn  ableiten.^  joass  wii;,i)|q${s  a  j,     , 
Aus  der  gegebenen  Gleichung  des  Spbäroids        ... 

»•+j^»F=^(»»-i«)v  .'^ (CD) 

erhält  man  nun  durch  PMI^rentiation : 

•*^<ta^+yrfy=— p^wfc  .  • (U) 

und  hieraus  ergibt  sich : 


'I .. ..,! .».;,  i. 
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WotdM  diese  .Werlh»  wieder  Mffe  idfamieiD^GUioIiilDjr  (I)  sub- 
•titekt;.«6:ediUl.iM0;fiit  dmelM  teob  iefaki^tb  V^reittbelMiiibeih 
du  oacbsteheiide:  '    .'^ 

Setzeb  wir  nun  rechts  aus  GleichÜDi^  ^11)  den  Werth  in  t,  and 
^4y'^^(0'-^^>  80  erfaalt«o>M>l|t  di^iiitegtitlghitclKnig':  '      '  ' 

/Äl^-tangy /^feff^'^^i* 
und  hieraus  in  X  dbdx,  so  Wie  in  ff  udd  x  die  Gleichungen: 

Die  Ausführung  der|^qgedettlfet«ti.'lM^^^ffiM»glht,'daConat.  =  Oist 
Arctan.f-ltan«y4  -      '    '  '    "''  i^mW^)*^^äi    ^2) 


*l 

ffir  die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  Sphäroids,  welche  mit  (10) 
verbunden  die  Sphäroidische  Loxodrome  bestimmt;  und 

Arcsinf  =ifa»gy  '^'«(ftHC««-«*)»«)*-«  ., 

figT/dM  iMjrifl|WMW»d»r  PM^Mtibn«n-.aitfld«MiÄ)4*4ii>aM*'-Meneo 
'^Z  und.  F21.  dnrofc  widofar  d^^Ht«^«c%  l^WJ^f^nnne.elKfi&Mf 
y^UkonuMi  b^stwimt  ist^'  .^;;    >  .,.,|,  -,,.,.  ,...■...,,■  -i.-.  . 
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'VoistehoDd^  Gleiofaiiii^Mi  sMlen  hi  äad^mt' Form, '^i^em' imo« 
zludeich  den  AnadmA^  iDDerkaib  der  KlamiMr  mit  'iS' bezeiofaMtt, 
sich  also  dar:  •" 

a:=ytaiig(;taiigy.5), 
ar  =  t7  810  (itangy.S), 
y=zvcoB(itBugf.S): 

Die  GleicbttDgeD  der  Sphärischen  Lozodrome  ergebeo  sich  nao 
ganz  einfach  aus  den  vorstehenden  deichnngen ,  wenn  nnin  In  den- 
selben 6=:a  setzt    Alsdann  findet  man  ans  (12): 
\       "    ;  . 
Are  tang  5=i  tang  y .  log^ .\.  (1^> 

Ibt  «e'^reiehübg  der  li^endelfliche  der  Kngel/'welchd^in^TMilli* 
dang  mit.  (^^)  .diQ  ^^häri|(cbe  lAUCp^me  bestimmt;  an^d^aas^^C^S); 

-     tengy.log  j^. 


.At<.,  sia  J=aj  teDg  y .  log  j^,  j     .,  ^ 

Atccos  J=g.  toog y.  log 5g 

für  die  6leicbiin|*eii  ^er-Projeettopen  auf  den  Goerdinateo-Ebeneo 
XZ  und   FZ,  welche  .ebenfalls  zur  vollständigen  Bestimmung  der 

'Sphärischen  Loxodrome  dienen.  \    ' 

Diese  Gleichungen* in  anderer  Fofm  «lad:  • ' 

/»      >      .a:=P^|^t#fl«(jiW«:f'.4log~^^ 

:•.<.  J    *'-  r^^     -  >•  I  ^*''/'i'  a-4-zK 

\  ..      ;ö^*:5t';W(^5^  tangy.log  ^^,  , 

^.    ,    i.  ^    iy^«V«co6i^ti|ng/.lii«^V 


n|.  ;ilypet:böiö'idisdi'e  L.pK^^r^n^e  erster  Art 

Die  Gjeichnitt  des.c^mmaDteligen  Rotationshyperboloids  (jk 
nappe)  ist  b^tännUicft :'   '  '  ■...  i 

I  :■     :. -'^:r--  ',  ,,,;     ....... 

»     ,:•  "     -"    !     ''^^^«-f»'=Ä-(^*+*'^  .  . -.   .   .  .  (16) 

•(  > '  CMeselhe  goht'Attii«bb«r  aus'dc^fls0%atdtioo«i(li|fMf&  Mirvor^ 
entwickelten  Resultate  auf  der  Stelle  dfe  gesüTÄitiH  ClMähungea 
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dar  Hyperboloidischen  Loxodrone  erst^  Art»  wenn  maD  in  deo- 
aelbeo  6  V — 1  ftir  6  nimmt  Auf  diese  einfache  Weise  erhXlt  man 
tonn,  da  auch  .hier  Const=0  ist:  .  I 

\    ^~       ^^  ^{6*+{«iH6")i*)t-(«M^')?:L  ;  '  ., 

die  GleichuDg  der  Wendelfläche  de«  eininaDteligen  Rotations  -  Hy- 
pecbolqids,  frodurch  in  Verbindung  niit  (X^  di^,  I|^yperbploldi«cfiie 
Lqz<idrome  erster  Art  1»e»timint  ist  ;^  und : 


AroBia 


*^i 


5'*»<wr< 


.  ^ittt^miä  ],',: 


(«H6%_(6^4-(aH^x^H(aH^M 


•og- 


X^H(aHA*)^*)*~(«*+6»)») 


Arccos«=:^tangy  ^    ^6t+(aH6W-« 

die   Gleichungen  der   Projectionen   auf   den  Coordinaten  -  Ebenen 
XZ  und  FZ,  welche  gemeinschaftlich  die  Hyperboloidische  Loxo-  > 
drome  erster  Art  ebenfalls  Vollkommen  bestimmen. 

In  anderer  Form  sind  diese  Gleichungen ,  wenn  man  noch 
zur  Abkürzung  den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  Hi  bezeichnet, 
folgondea     -.  ».  '   ■  •     <i    ■  ■  •.•).;.•!'     .7i 

^==ytang(jta^y,/r,),     .        ,,.:/,,  ,- ;  ;.,,i 

i 

.^^t»  »in  (jtangTt.  üTi),. 

'  Inr  deMf  F«Me{  das»  «fe»  eihmkntdig«  ^otkti^o»Miflrtio)oM  Hdt^; 
der  j^McfaseitlgiM  Hyp^rhel  etitJsttindGn,  M  6^<y;  und  die>&ti9tir^^ 
heMeta  .GWcMli^  «eben. alsdaMte. die  «B^odeo^ibePii    nh-'nA 

■^  •     )  *>i, -■». .!,.-;' .,   -  .   .    *  -..'     j^., in'       •'•»   il-i;  II   'jil»  n-.»u 

-^tanirvrioir<^*iÖi±f      4r^t     (aH^2>«)H1^  2.  »^l  j -^^^> 

die  Gleichung  der  Wendelfiäche  des  gleichseitigen  einmantel^en 
Rotationshyperboloids;  und: 
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Arcsip-  V 


dle'^6leichun^^  der  Projectiopen .  der    eleichiseijCrg -Ib^ 

sehen  Loxodrome    erster    Art  auf  den    CoordinäteD-Ebeben  ^2 

und  rz. 

Für  diese  jGrlrichiHigen  halman  in  anderer  ^orin,  ^enn  man  zu- 
gleich den  Ausdruck  dei*  IClaminer  mit  Gi  bezeiehpet^'dfe  ibfeehdco: 


'    '       y  =  t?'cös|:^tangy.di). 


rV.    Hyperboloidische  Loxodrome  zweiter  Art  .- 

Die  bekannte  GicTicIiiin^  des  zweimanteligen  Rotaüonshyper- 
boloids  {k  deux  nappe6)rnärarich4 

«•'V»»^fi(**-"*') (21) 

geht  ebenfalb  aus  det  .'deer,  R«latioiis«Hips«flds  hervor,  wenn  io 
dieser  a  =  oV— 1  gesetzt  wird.  Wir  gelangen  also  ebenso  leicht 
ziL.,df^  Plf^cbwigfv^rdfsr  flypMbQlpi<U«di#p  JLolcodMw^  zHvit^Art, 
inde^.wir  b  de%  für  die.  g;pbj>iy»ldi»che  L(»ad|^ifni|igetr4Wit|ci|t» 
Ausdracke»  «V^i  «(aitt  a  nehneow  lAlsdkno  lerbtitmaiiii^,  «nded 
man  die  nach  dem  Anfangspunkt  der  Curve  zu  bestimmende  Const. 

^  5^  tangy  (log^ — ^^^^  log  J?)  «etzK;  folgende  Gleidiangeo : 
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1\  /        i"»(iOlLl   -  t.'il 


*i,.f 


IS/'II-S^ 


i  i    ^ 


dle^  GleichiiDgeii   der    Projectionen  auf  den    Coordinateo- Ebenen 
,XZ  und  YZ,  durch  welche  gemeimtchaftlich  ebenfaUs  die  Hyper- 
boloidische  Loxodronie  der  zweiten  Art  bestimmt  wird« 
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In  anderer  Form«  und.-dep  Ausdmck  looerhaib  der  Klammer 
mit  H^  bezeichnend > erhält  man: 

4:  ==:  y  tang  i^  tang  / .  iEfa)  *' 

or^  r  sin  ^  tang'y .'-%) ,. 

y  =  ü  coft  g-  tang  y  :H^. 

Für  den  Fall«  da««  das  cweimantelige  Rotationshyperboloid 
durch  die  gleichseitige  Hyperhel  erzeugt  ist,  verwandeln  sich  vor- 
stehende CHeichungen 9  indem  9ian  6=^  setzt,  in  folgende: 

-  T  w"^'(^«*)*-H)) 

Are  tang -=  ^tar^trl  g'((2«»-^«)i^-V2".»)  [  •  •  •  •  (2*) 


-V2.log- 


(2j«— a«)i— 1^2.« 


die  Gleichung  der  WeadelflScbe  des  gleicbafcitigen  Bweimanteligen 
RotatioDshyperboloids ;  und  i     '..  , 

Are  8» -  =  jtaDgr  -_  ir(Gix'-a«)HV2.»)    ' 


.(35) 


Areeo«J=jtangyj  ir((3zCaf)l-t:V-2 . ,) 

die.  Gleichungen  der  .iProjei^tionen  3er  glächseitig  -  byperboloidi- 
sehen  Loxodrome  töveiter  Art  auf  den.  Coordinaten- Ebenen  XX 
und  YZ,  ^.  _  .    ;        -  ,r 

Den  Ausdruck  id. der  EHammer  ttiitrCrs-jhezeichnendj  hat  man 
fBr  diese  Gieichungjen  Jn  anderer  FormldiedTolgendenc 

«==ytaag(g^  tangy.  GaK- 

'    l  ...      -. 

0;.=:  r  sffi  (g. tangy .  G^) > 

\  ~    1  ' 

jf  =  ücos  (j^tangy.C^), 

.     .   ,..    .' '    •.;♦•.>•.)     "    'I     '.-    i'-njor   •■'!*{      i'ii»      i-.r'jH"»'    !f»    '' 
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'    Vv    ParaMloidii^die  Loxödrt>viie. 
AI«  Gleichuog  des  RotatioDsparaboloids  hat  man  b«kaa»lttob: 

^*+y'  =/>?' (26) 

Dnrch  piCpnp^on  .e^gUbt  fi^li  ^|«^^iu: 

xdx  +  }fdff=^pdz. (27) 

■    ..•>../ 
Daher  arhSlt  man :  ' 

Snbirtit«litiAmDdie«i»  Werth^  wieder  tn  Ae  aligeM^uie 'Gteieh^ig 
(!),  so  fiodet  man  nach  einigen  ReduetloMfD :-' '  -    ■'  '      /     '•  •  ■ 


Bringt  man  diese  Gleichung  in  nacÜistehende  Form : 

substitairt  alsdann  auf  der  rechten  Seite  aus  (27)  den  Werth  in 
2,  und  dividirt  zum  Zvrecke  der  Integration  auf  beiden  Seiten  be- 
züglich durch  a^+ff^=pz,  BQ  eirhält  man  die  Integralgleichung : 

und  fOr  die  Gleichungen  in  x  upd  au  so  wie  in  y  und  z: 
=  g-tangyl (!+—)•, 

Nun  gibt  die:  )it%gratiQii'j  t^^eni  man  jd^i^  *ac||  .^ei»  Anfange  der 
Cnnre  zu  bestimlevde  Genstans  m^tangiykOttg^'' )  setzt: 


7:^äk*i^.^i^a^^i^^ :  Xm 
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ffir  di«  Gleielning  der  Weiid«lttclie  de«  BotAtlojiaparaholoida, 
welche  mit  (26)  yerbuDdeo  die  Paraboloidisciie  Loxodrome  be- 
9liinliA(,iiiid:'-       h  '     '  . '•  :.>! 

Aresin-   *' 

Are  cos  3^ 

ffir  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten  •  Ebenen 
JTZilttfid.rZ^  dflwoli  wekbcr  di^  ParaboliHdi8dMl.oaurirMw  ebte^ 
falls  vollständijg  bestmmt  let       :••>..•  /  ...     - 

Diese  Gleichungen  sind  in  anderer  Form ,  indem  man  zugteich 
den  Ausdruck  der  Klamitier  vffii  P  b^zeichnety  folgende: 

^  -f -y to.ng (^ tangy . P)y  > 
.   ..•     :a:=«siij(^tang^..P),, .      ,      .   ^^^^    ^^  _  ,. 


»nF*^90?%te?8^-^ 


MajL. 

Heber  Iiegeiidre'd  Tlieorein*  Ton  den 
Euler'sdbeii  itetegpraleii  i&wel^ter  Art. 

Von  dem 

Der  sinnreiche  Gedanke ,  den  l^atz  Legendre  s  über  die  Gamma- 
rmictioneil  ^ilitelst  dnes  besttmmteib  Ihtt^tali^«  K^^  ^ÜSr^  ^m- 
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leiten 

TOD 


m,  ^  WM  oSBnf>ali  ter  Id^eitteate,  W«S  ißi^f  -,  Hihrt  bekanntlich 
L e j evcn€ Di f  i chj e t >fer.t  E^  b^rtütdst  bierzu  die  ^rleichang  *) : 

ganz  umnitt^bar^  was  aber  ^eiwaa  ui^qiicanf  ist  '  Vjelif  icht  dfirfte 
folgender  Weg  einfacher  und  leicbter  eein^ 

V  ..i-Iftwk»Ilra.  r(l^/i$t:id«ntt»cb..  .M    m 

MTj^^r^dx  ^,   r^   dx    .  r^  \  i L-^l^ 

indem  sich  das  zweite  Inte^al  gegen  das*  erste  aus  der  Parenthese 
entspringende  hebl  Hierbei  sind  nun  die  beiden. ersten.  Integrale 
Von  (i  unabbätogi^  und  bilden  leine  rein  tniiiyeriscbe  Cbpst^iit^.^lRÄi 
Werth  derselben  kann  man  entdecken,  wenn  matr'die  Wegräl^  ab 
die  Gränzen  betrachtet»  denen  sich  die  Ausdrilcke- 


V. 


ffir  unendliche  wachsende  n  nähern.    Es  ist  nSmlich : 

y^d:v'^^    r»'dx 

Hier  hebt  sich  beiderseits  das  Integral  /    — ,  und  es  bleibt  nach 
geschehener  Integration:  j,.,,i  .  .,1,-.,,^!  i 

1     n   ,  1     7*2      1       n^     ,  .  ,/    ,  «X 

,  -    - ,   „, .  ri,.  4//  .4..  v^  .  **•   f*^«# H  r  ,-..•.  ,♦»:-.       .,.")  . :  \ 

Vr'otür  man   auch,  durch  Zusetzung  der,  GrOesd   In  —  in  schreiben 
lattn:'^      '    '"'•      •' '  •     '     ...   **      '' '    '    '*.         ••'•'=••      '    •'  "'" 


0    ^  t/   0 


a?(l+:r) 


Bekanntlich  hat  man  aber  folgende  unter  allen  Umständen  conver- 


Bekanntlich  hat  man  aber  folgende  unter  all 
ghettito  aeUü^  fitr  denJntegMttog«MrttlüAiis.s 


\^  \  ~  \       *   '' 

*)  Sf.  8.  den  zweiten  Btttfd^iles  ArftbiT»  Nro.  XXV;  "$.  1(.  Formel  (7) 
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lYoriD  C=0, 5772 156  ist.    %tzt  na^ah  hierin  tfr:=r^,  soer^btdch 

..  I  i ...       \  i,        ■  '  I 

aod  folelicb«  wenn  man  dieses  Resnlt&t  in  die' vorig« 'Betiraditinig 
eioführt ,  , 

Gf^benVir  io  -dieser^  fdr  jedes  n  geltenden  Gleichung  rar  GrSoze 
iu;r^iieniiU«jch. wachsende.»  über»  so  .>vi|:d 

Da  aber  nach  der  DefinHion  d^s  Integrallbgarith;niis 

'  >'.=/-t  r  ■  ■■    ■ 

ist,  so  folgt  für  «=0,  //(0)si=Ö,  mithtn 

.'.  M  1,.-  •   .     :  r     . 

Durch  Benutzung  dieses  Resultats  geht  die  Gleichung  (2)  in  die 

folgende  über: 

Dieselbe  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man|— -  =  i 

4  J 

setzt,  woraus  a;==-^^  und  dä:  = $- folgt;  ist  femer  j?=qo  und 

z  a» 

xz=0  geworden  9  so  hat  z  die  Werthe  z=0  und  2=1  angenommeo« 
und  daher  ist  auch  ^ 

2 

»/..'•.  •  ..    '.  .••■-.:  ^'    ♦    • 

oder  wenn  man  die  Gränaeo  vertauscht  undwieder^fiiifiSQliraibt: 

^=-C+r!=^**r.  (3) 
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Diese  Gleich^Dg»  welche^  man  tuch  apf  ai^dere  Weise  abi 

hat,    ist  es,   dl^  man  i^^eioeni.  sehr  etmacUen  Qeweise  des  Le- 

gendre'scheo  Tbeoremes  benutzep  -kaim.  *  ^ 

Setzt  man  in  der^elbcfei  fi-|--'^iir^>>.  wobei  k  and  n  ganze 
positive  Zahlen  bedeuten  niOgeo ,  so  witd 

•  :  *^f\}.a.  .,  xVo   ,.  i-?.;  'j-A 

*odeT  für  a:=z": 


^? -^+V,  — mr-&. 

Denkt  man  sich  in  diesem  C^eichnng'  für'  A*  der  Reihe  nach 
0,  1»  2,  3,  ...n — i  geschrieben  uqd  alle  .so . entstehenden  Gleir 
chungen  addirt,  so  erschfeifatlclie  Glefchüngr  '''       ' '  '     ''  ' 


i/o  1-^2" 

oder  weil  >';...'  :  .  •  \  ■  ■    *'  i 

>    .     /       *        t        I.       X 

•     .  ...  I  1 

tot: 

d/t  r(^)  r(^+l)  r(,.+|) . . .  r(,t+.!!^V) 

.     ^  ,.  t..f  ,       .  ' ::-* ,-^- ,  .-  .1   IM  I  .■■■   if  ^■.. 

rff* 


• ..    1  . 


Setzt  man  femer  in  der  Gleichung  (3)  z  und  itit  fCir  x  und  fi«  so 
tritt  n Jft  an  die  Stellei  von  cffi»  u|id  tiacb  beiderseitiger  Multipli- 
kation mit  n  tki  dann  \^    .      :  ^  •    ■.      ,  '  \      /  ^      ..  /  ' 


rffl  J  0  1—2 


M-   i     I.-.  -r     ),' 


^ 


Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergibt  sich 
jetzt  »  '■ 
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'•'1  '■:,;;  '■:::!  '':\fQ^tiM%-;Ai^^'^'':::  .':":•: .: 


Der  Werth  dieses  Integrales  ist  aber  sehr  l<»icht  zu  finden;  denn 
man  hat  durch  anbfBsäamite  h^ration  ]  >   . '  >    > 

folglich       ... 

Demnach  ist  jetzt  in  GemSssneit  .des  .Tortgen: .  j.  ; .. 

Multiplizirt  W^P   bejderi^eit«  mit  ^d^i  JntegrW^  und  Dennt  Igr  die 
^  hinzuzufti^^eBde  CoMtahtfe^  60'wird  I    ^ 

«• 

(r(^)r(,»+i.)r(^+|)...r(^+?=l)|     •,.,.  ..:... 

woraus  folgt:  . 

Die  CoDstaDte  q  be^ttmiit  siob  laicht,  wenn  liian  11=-.  setzt  und 

n 
bemerkt,  da«s  P(l)==l  ist.    Man  hat  dann 

UDd  weil  nach  dem  ton  finl^r'' gefundenen  Satse  die  linlce  Seite 
ist,  "  i.-'»; 
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q  =  (2«)  a   «J . 


So  wird  denn 


uad  diess  bt  der  von  Legendre  zuerst  bewiesene  Säte. 


IJelber  die  Terwandlnnir  der  Fank- 
tioiien  einer  Teränderltchen  InRelbeii, 
welche  naeb  steitrenden  Potenzen 
dieser  'Feründerllehen    fortschreiten. 

Von  dem 

Herrn  J)octor  O.  Schlomilch, 

PrtTatdocenten  an  der  Univenität  la  Jena. 


ÜDter  die  scbunsteD  Arbeiten  Gaucliy's  gebort  gewiss  die 
AufBDduns  des  Kennzeichens,  wonacb  man  jeder  Funktion  auf  den 
ersten  Blick  ansehen  kann,  unter  welchen  Bedingungen  sich  die- 
selbe In  eine  conyergente  nach  steigenden  Potenzen  Ihrer  Verän- 
derUcben  fortschreitende  Reihe  verwandeln  lässt.  Dasselbe  spricht 
sich  in  folgendem  Satze  aus: 

,,Sei  F{po)  die  gegebene  Funktion  und  um  voiliger  Allgemein- 
heit willen  ;r=r(costi-|-1^ — Islnuj),  in  welcher  Form  alle  denk- 
baren reellen  und  imaginären  Wertne  von  vorenthalten  sind.  Bleiben 
nun  die  Funktion  F{x)  und  ihr  erster  DMFerenzialquotient  Fi^x) 
endlich  und  stetig  für  alle  Werthe  von  x^  deren  Moduli  innerhalb 
des  Intervalles  0  bis  R  liegen,  wo  R  eine  durch  die  Natur  der 
Funktion  F(pc)  selbst  bestimmte  Grosse  ist,  so  kann  man  F{x) 

Thleiim  23 
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für  alle  diese,   aber  auch  nur  für  diese  Wertfae   Ten  x  io  eine 
convergente  Reihe  'von  der  Form 


A+Bx'i-Ca:^  +  . 


er  zeigt:  für  Ä>r>0  und  en.=^Sy   wo  n  ganz  und  positiv 


verwandeln;  die  Gränzen  für  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der 
Funktion  und  ihres  Differenzialquotienten  sind  mithin  zugleich  die 
für  die  Entwickelbarkeit  der  Funktion/' 

Cauchy  beweist  dieses  merkwürdige  Theorem  dadurch»  daa» 

eeigt:  für  i2>r >0  und  6 
Ist ,  hat  man  die  Gleichung : 

FC.)  =  Bim  L[^F(r) +^  F(er)+ ^F(eV)+ .  . 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachsen  von  tt 
bezieht  9  so  dass  Lim  9=:]  wird  ^). 

Hier  wird  sich  gewiss  Jedem»  der  den  Gang  des  Beweises  ver- 
folgt ,  die  Frage  autdrängen ,  wie  wohl  der  geistreiche  französische 
Analytiker  zu  dieser  Betrachtungsweise ,  die  von  der  bisherigen 
völlig  verschieden  ist,  gekommen  sei«  und  wie  dieselbe  mit, ande- 
ren oekanoten  Methoden  zusammenhänge.  Hierauf  ist  die  Ant- 
wort: hinter  der  ganzen  Untersuchung  steht  ein  sehr  allgemeines 
bestimmtes  Integrd»  dessen  Werth  die  beliebige  Funktion  F  dar- 
steUt,  nämlich  £is  Theorem: 

welches  unter  den  nämlichen  Bedingungen  richtig  bleibt«  unter 
denen  sich  F{a)  in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  und 
convergente  Reihe  verwandeln  lässt. 

yfit  wollen  nun  zuerst  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  beweisen 
und  dann  zeigen»  wie  er  mit  Caucfay's  Untersuchungen  zusammen- 
hängt. 

L    Lemma* 

Für  alle  diejenigen  Werthe  von  r«  für  welche  sich  F(r)  io 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  r  fortschreitende  und  conver- 
girende' Reihe  verwandeln  lässt«  ist 

wobei  i  zur  Abkürzung  für  V^  gebraucht  wird. 


*)    Moigno,  Le^ons  de  calcul  diif^rentiel  etc.  SVII^mm  lo^n  o^a 
Archiv.  ThelTl.  8.364. 
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N»A  doB  Maelaarin'seheii  Theorane  hat  man  rtmllch : 

F(r)=F(0)  +  ^r+iJ^^>r«  +  ....  (2) 

wa  aber  nur  so  lange  rich^  bleibt«  als  cBe  Reihe  rechts  eonver- 
gtrt,  well  ausserdem  die  lunktion  und  die  Reihe  einander  nicht 
gleich  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  es  auch  erlaubt» 
Ti^  =:r(emt+imni)  filr  r  zu  setzen,  indem  sich  dann  die  Reihe 
in  sw«i  andwe  zerlegt,  nSmlich 

F(q)+^^rcos#  +  ^^r«cos2#+... 

+    £J^^rsin*  +  ^r.sin2l+...|, 

welche  ebenfalls  noch  conTergiren ,  wenn  die  Reibe  (2)  convergirt. 
Multipliziren  wir  jetzt  die  Gleichung 

F(r««0=^(0)+^^^re«'  +  ^r«^+ 

'  J  !•/ 

mit  er^^dt  nnd  iotegriren  nach  f  zwischen  den  Grinsen  1=0, 
f=2«,  so  ergiebt  sich 

F(0)f^  e-^  dt+ZJ^i^e-f^Dttdt  (.(3) 

Bin  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  wäre  etwa 

q|^^/^e-<— )«Ä.       ■  (4) 

\ 

wobei  m  eine  positiTe  ganze  Zahl  bedeutet  und  es  sich  noch  um 
den  Werih  des  bestimmten  Integrales  bandelt    Dasselbe  ist  auch 

=s  /      cos  (n—m)  t  dt — if      sin  (n^m)  idt 
J  0  %/  0 

Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden :  ob  nämlich  die  willkflr- 
liehe  Zahl  m  ron  der  gM^ebenen  n  Terscbieden  ist,  oder  nicht 
Im  ersten  Falle  hat  man 

/•cos(i.-m)«  itt-<^n(i»^)«Ä=2lafi^        ^o^(n-m)t 
folglich,  weil  auch^  »— m  eine  ganze  Zahl  ist; 


23* 
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t/o  t/ 0 

Für  m=zn  dagegen  ist 

/       co8(n—m)tdt'^i/       8in(n— m)W*  =  /       di=i2ic. 
/  0  i/a  t/o 

Es  verscbmiideD  also  io  der  Reihe  (3)  alle  diejenigeii  CHieder, 
io  denen  die  fortiaafenden  Zahlen  m=zi,  2,  3  ,••.  von  n  verschie- 
den sind»  und  es  bleibt  demnach  btoss  das  Glied  fibrig»  in  welchem 
m=^n  ist,  d.  h,  gemäss,  des  Ausdruckes  (4)  die  GrOsse 

1.2...n     •     ' 
folglich  haben  wir  nach  (3) 

womit  das  aufgestellte  Lemma  bewiesen  ist. 

IL 

Wir  kennen   hieraus   leicht  unser    im  Anfang  aufgestelltes 
Theorem  beweisen.    Es  ist  nSnflich; 

r 
Dabei  iSsst  sich  der  unter  dem  Integralzeichen  sehende  Bruch 

1 


r 


nach  der  bekannten  Formel 
1 


in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln,  sobald  ^  wie  tf  unter  der 

•  Einheit  liegt >  also  hinsichtlich  der  absoluten  Werthe  a^r  ist 
Dann  wird 
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Bcctimnit  man  hier  die  Werthe  slmditficlier  Integiale  rädito 
mit  Hfilfo  von  Fonnel  0),  «o  ergiebt  sich  t&t  aK,r 

^y^p^F(re«)Ä  =  F(0)+jF'(P)+^F?(0)  +  ....     (5) 

Nun  war  aber  frfiher  vorausgesetzt,  dass  die  Reihe 

F(p)  +  fF(0)  +  ^F'(0)+.... 

coDver^re  nnd  F(r)  zur  Summe  habe;  da  nun  a<,r  ist,  so  muss 
die  Reibe  in  (5)  un  so  mehr  conrergiren  und  F(a)  zur  Summe 
haben;  daher  ist  ' 

und  diess  eilt  für  alle  solche  Werthe  von  r,  fSr  welche  sieh  F(r) 
in  eine  nacn  steigenden  Potenzen  fortschreitende  und  convergirenae 
Reibe  verwandeln  lässt. 

Es  liegt  nun  der  Gedanke  sehr  nahe,  diese  ganze  Betrach- 
tungsweise umzukehren.  Konnte  man  nSmlich  unabhängig  vom 
Maclaurin'scben  Satze  die  Richtigkeit  des  in  Nro.  (6)  aufgestellten 
Theoremes  erweisen  und  die  Bedingungen  ermitt^,  unter  welchen 
dasselbe  gilt,  so  wären  hiermit  auch  die  Bedingungen  gefunden, 
unter  welchen  man  eine  Funktion  Ffa)  in  eine  nach  Potenzen  von 
a  fortschreitende  und  converglrende  Reihe  verwandeln  kann.  Nun 
hat  man  aber  den  Satz 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  nnbegrSnzte  Wachsen  von 
dem  ganzen  positiven  n  bezieht.    Hiemach  ist  flir 

F(«)  =:  Lim  1  i^F(c)  +  -^^  F(«?') 

re  n    — a 

^< 

F(r6^')  +  ... 


oder  far  c«   —  ö: 


F(.)=Li»lj^F(0)+^^F(er)+^F(e^)+...| 
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Dieser  Sats  wftre  m  also  eiffentiich^  den  man  bew6i«0D  ndaste^ 
woraus  dann  Nro^  (6)  und  das  Maclaurln'acbe  Theorem  anmittelliar 
folgen  würden.  Diesen  Weg  hat  sich  in  der  That  Cauehy  ge- 
brochen ,  wobei  er  auch  die  Bedeutung  der  vorigen  Gleichuog  iiir 
die  Integralrechnung  ganz  verschweigen  konnte»  wenn  er  seine 
Untersuchungen  als  xur  Differenzialrechnung  gehörig  daislelleD 
wollte. 


Velber  eine  Anwendungr  des  in  der  Ab- 

handlunff  Tbl.  H.  ISro.  ILSLT.  ^  3. 1b<v 

wiesenen  Hauptsatzes  der  GPlieorle  der 

Ibegtlmmten,  Integnrale«! 

Ton 
dem  Herausgeber. 


Der  In  der  Abhandlung  Tbl.  II.  Nro.  XXV.  (.  3.  bewiesene 
bekatinte  Hauptsatz  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  scheint 
mir  nicht  immer  in  seiner  ganzen  Wichtigkeit  erkannt,  wohl  selbst 
zuweilen  für  einen  gewissermaassen  bloss  näherungsweise  rlchti^n 
Satz  gehalten  zu  werden,  was  eine  völlig  unrichtige  Ansicht  ist. 
Namentlich  scheint  es  mir ,  dass  dieser  Satz  in  den  Lehrbüchem 
der  höheren  Analysis  noch  nicht  allgemein  genug  zur  Entwickeinng 
der  Grundformeln ,  auf  denen  die  Anwendungen  der  Integralrech- 
nung auf  Geometrie  und  Mechanik  beruhen,  benutzt  wird,  da  doch 
nach  meiner  Ueberzeugung  gerade  der  in  Rede  stehende  Satz  den 
eiffentlichen  und  wahren  Grund  aller  dieser  Anwendungen  enthalt. 
Ich  habe  mir  daher  yorgenommen  ^  in  verschiedenen  nach  und  nach 
auf  einander  folgenden  kleinen  Aufsätzen  die  Anwendung  dieses 
wichtigen  Satzes  etwas  näher  zu  erläutern,  tind  werde  cnnfichst 
auf  den  folgenden  Seiten  eine  Entwickeinng  der  bekannten  Formeln 
zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  ebener  Curvenstücke  mitthellen, 
welcher  man,  wie  ich  hoffe,  wenn  -dieselbe  auch  weitläufiger  als 
die  gewöhnliche  Darstellung  ist ,  doch  Tollige  Strenge  und 
Evidenz  nicht  wird  absprechen  können. 
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Zmttat  .miläseo  wir  die  fo^^eode  Aufgabe  anflSseD« 

Den  Schwerpunkt  eines  Trapesiums  ABCD(th(.\h 
Pi'g.  1.)»  dessen  parallele  Seiten  AC  und  BD  sind,  zu 
finden. 

Um  diese  Aufgabe  aufzulösen,  halbire  man  die  paralieleB 
Seiten  AC  und  BD  des  Trapeziums  in  E  und  F,  und  uehe  EF, 
SD  ist  diese  Linie  nach  l>elcannten  al^emeinen  Sätzen  vom  Schwer- 
punkte ein  Durchmesser  der  Schwere  des  Trapeziums.  Zieht 
man  femer  die  Linien  DE  und  AF,  und  nimmt  EG=\DE  und 
FH=slAF,  so  sind  G  und  H  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
ACD  und  ABD,  und  es  ist  also  auch  die  Linie  GH  ein  DuVch- 
meseer  der  Schwere  des  Trapeziums.  Folglich  ist  der  Durch- 
schnittspunkt  S  der  Linien  £jr  und  GH  der  gesuchte  Schwerpunict 
des  Tra|>eziums. 

Lc^en  wir  nun  durch  A  eine  auf  den  parallelen  Seiten  des 
Trapeziums  senkrecht  stehende,  durch  S  eine  denselben  Seiten 
parallele  gerade  Linie,  und  bezeichnen  den  Durchschnittspunkt 
dieser  beiden  Linien  durch  K,  die  Entfernung  der  beiden  parallelen 
Seiten  des  Trapeziums  Ton  einander  oder  die  sogenannte  Hohe 
desselbeti  aber  durch  AL,  so  ist  nach  bekannten  allgemeinen 
Sitsen  vcm  Schwerpunkte 


oder 


^p  _iAL.  ^ACD+^  AL.  ^ABD 
^^'^  ^ACD^^ABD 


..c^^ABD 
^^-  ^ABD  ^'^^ 


atso,  wie  «gleich  «rhellet: 


Weil  aber  offeDlnr 


ist,  «o  ist  aach 


AK_AJ 


Ferner  ist  offenbar 

AB:BF~AE=AJ'.SJ-AE, 
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ABl  i(^^-^0=^^clßDy  ^^=^-4^*^' 
•ieh 


^-*^^ WiiüTim — ' 

«od  hioraat  aadb  gehörig»  EnfwidLehiiig 

^_Aa^±Ac^ßD±Bjnß 

HAC+BD) 

etgiabt 

Id  Taf.  VI.  Flg.  2.  «ei  jetzt  ABCD  eis  anfrechtwiiA^Goor- 
dinaten  bezogenes  Cmreiistuck ,  m  welciieDi  aUe  Ordioatea  sjj^tehe 
Vonmchen  nabeo.  Denkt  man  sich  nim  AB  in  n  gleiclie  Theile 
getheilt,  zieht  dorch  alle  TheUpnnkte  aenkre^te  Ormoateo,  Yerbin- 
det  deren  Eadimnkte  durch  Sehnen  der  Corre  mit  einander,  wo- 
dorch  man  it  Trapeze  erh&lt,  und  iiezeichnet  die  den  sSnuntlicheo 
Tbeiljmnkten  von  AB  mit  Einachlnaa  von  A  und  B  entsprechenden 
Abscissen  und  Ordinaten  durch 


f =3fo>  9i»  y%f  y$9  54»  ••••y»-^»  s^  —  ßt 

die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  CnrvenstAdcs  ABGD  aber 
durch  7  und'F,  so  ist,  wenn  der  Kfirze  wegen»  indem  man  sich 
n  in's  Unendliche  wachsend  denkt: 


U.  fi.  w. 


+''-+ä^Sfe'^''<^'^^, 


und 
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S«Mtxt  wild,  bmA  dM  Ldm  ▼«■  Sehwvcpadrte 


woMmnidainraBkoaiKt,  dieGrSssea  MmdiV^Ba 
E«  ist  aber 

+  «!(»+»«)     ( 

o.  s.  w,         I 
+  1^  •  i(^)*l3to+3»i+3«i+?Ä+..+3*^+%lil 

+«.Ä+(*4-~)3f« 
n.  8.  w. 

+ ^«•-1  y»-i  +(*• ^^9*  j 

+  Lim .  l(~?)*(yo+»i+Ä-»*+...+y-) 

--  Um .  ^  (*6yo +«i.y«) 
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-Lim .  4(*=?y  (|b+ Ji!+»+3fk  +  -  .+»*) 

+  Llm.4(5rü)V 

+  Lim  .  1  (^y  (go+9i  +9t+9»+"  +3h) 

-Ll«,j(*=«y(2^+^) 

=  Lim  .  ^(«oyo+^Sfk+*5»»i+^»i+"*+*'»»^ 
-Lim  .  ^(aa+6/?)+Lin>.l(^)*(»-l'); 

und  folglich,  weil  offenbar 

Lim .  ^ («a+6(J)=0,  Lim .  J  (^)* («H»)  =  » 

ist: 

alflo  nach  dem  Archiv.  *Thl.  11.  S.  275.  bewiesenen  aligemeiiMa 
Satze  von  den  bestimmten  Integralen  offenbar: 


/¥=/    ajfdx. 


Ferner  ist 


—Lim .  ^(yo+yi+»+Ä+-  +jr*0 
-tim.^(a+/J).  ,    ^ 

and  folglicb,  weil  offenbar 

Lim.^(«+ft=0 

ist: 

N=zLim  .  ^(yotyi+*fe+ys+    •+3N.); 

also  nach  dem  Jd  Rede  stebetiden  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen : 


Digiti 


izedby  Google 


363 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Setsen  wir  ferner 


n.  8.  w. 


3(y— i+y») .   ****-»^"^ 

so  ist  nach  der  Lehre  ▼om  Schwerpunkte 

WO  es  nun  auf  die  Bestimmni^  der  GrSsse  if  ankommt 
Es  ist  aber 

jlf'=Lim  .  *=2  j»o"+2sfi«+2V+2»i«+.  ..+2^,»W«  1 
und  folglich,  weil 

!fB9*=!fB(lfi—!h)+3h*, 
n.  s.  w. 


ist: 


M'  = 


6«  '+yo(yi-»o)-hri(^-i!ri)+yaC%— »«)+"-f*«-i(y<.-y»-i)l 
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Nach  dem  schon  vorher  aogewandten  Satze  von  den  bestfanniten 
Integralen  ist  nnn 

and  nach  dem  Archiv.  ThL  I.  S.  292.  S.  45.  bewiesenen,  ebenfalls 
sehr  wichtigen,  Satze  von  den  MittdgrSssen  ist«  weil  nach  der 
Voraussetzung 

Jfo»  9i*  Ä8>  ys»  ••••3N 

sSmmtlich  einerlei  Vorzeichen  liaben,  wenn  wir  eine  gewisse  Mit- 
telgrosse zwischen  den  Grossen 

yi  — yo»  y«— yi »  ä— yi  •  •  •  •  •  y«— y»-i 

durch  fft  l)ezeichnen: 

yo(yi— yo) +yi  (ysi-yi)+ys(y8--ya)+- .  • +y»-i  öN--yii-t) 
=  f*  (yo+yi +y«+yii + •  •  • +y»-i)- 

Also  ist 

Lim .  ^  {SfoÖ^--»iO-»yi(»«— «i)4*tCllk-ir*)+"Hi(ta-iöto-3hi-i)>: 
n 

=  Lim .  fi -=5  (yo+yi +y»+yi+ •  •  - +yi»-i) 

=:Llm  fi.Lim.-^(yo+yi+yt+Ä  +  -..+y«) 

—  Lhn-f*|J-^. 

Weil  nun  aber  nach  dem  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von 
den  bestimmten  Integralen 

Lim.^(yo+yi+yi+y5+..+yn)=y]*yAr 

ist,  und,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  d^  GrSsSten 

yi—yo»  y»""yi»  y!i"^y8>  •••ys-"y»-i; 

also  natfiriich  auch  die  Mitteigrusse  u  zwischen  denselben ,  sich 
der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Graue  nähern ;  so  ist  offenbar 
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Lim fft . Lim . -=^  (S^-l-2/i +9«+.%  + . . . +9«)  =  0. 

Und  weil  dqd  offenbar  ancb 

Luii.f*^^=0 
Ist,  80  ist 

Lim.  -^{yo(yi--»öH^i(y*-^iHy«(3f5— »J[+^ 

Nimmt  man  hierzo  endlich  noch,  dacis  offenbar 
Lim,^(««+2lJ«)  =  0 
ist  9  8o  folgt  aus  dem  Obigen 

also 

Durch  die  FormelD, 

flydw  '  '  ßydx 

ist  nun  die  Lage  des  Schwerpunkts  Tollkommen  bestimmt. 

Hätte  man  die  Coordinaten  Xy  Y  des  Sckwerpunkts  eines 
Fiächenstficks  wie  ACEDB  in  Taf.  VL  Fig. 3.  zu  best'mimen,  so 
wäre,  wenn  wir  die  Abscissen  der  Punkte  A,  B  und  jErespectiye 
durch  a,  b  und  e  bezeichnen,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpimkte 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 

Jydx-^-j    ydx 


Y: 


r,y^ 
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d.  i. 


Weil  nun  aber  nach  der  Lettre  tob  den  bestfanmteo  IntanilM 
(Archiv.  TW.  II.  S.  268.)  ^ 

ist,  so  erhält  man  wie  vorher  aach  jetzt  wieder: 

ßvdx  '  '    Jlndx 

Das  Vorhergehende  ist  für  nnsem  ^etsigen  Zweck  hinreicbend. 
ierhio  hoffen  wir  auf  andere  ähnliche  Anwendaniten  too  dem 


len  obigen  Betrachtangen  hanptsächlich  zum  Grunde  Begendeo 
wichtigen  Satze  von  den  bestlniroten  Integralen  zarOcIuEakomiiieD. 
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Velier  swel  Siltee  aus  der  Algebra  und 
aus  der  ZaMenlelire» 

Nach  der  Abhandlniig :  Röflexions  8iir  les  principes  fonda- 

Buentaux  de  la  throne  dei^  nombres  par  M.  Poinsot  in  dem 

Journal  de  Mathämatiqaes  pures  et  appliqu^ea  publik  par  J. 

Liouville.    Janyier  et  Fäyrier.  1846.  frei  bearbeitet 

Ton 

dem  Herausgeber. 


8.1. 

■  Darch  leichte  Rechnung  (Iberzeagt  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  folgenden  Gleichnngen: 

Ax+B 

s=  (a? — a)A 
+  Aa+B, 

Ajfl+Bx+C 
=  («— a){     Ax 

■k-Aa-^B 

A3B*^Bfi*\-Ca!^D 

=  («-«){     Aa*  \ 

+  (Aa+B)w      [ 

+Aa*-I^Ba*+Co^D» 


i 
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ila?*+ Aar»  +  Cä*+ Dar  +  JE 

+  i4a*  +  Äa»+ Ol« + Z>a + £?, 

n.  s.  w. 

und  fibersiebt  bier  aucb  schon  das  Gesetz,  nach  welchem  diese 
Ansdrficke  fortschreiteo,  auf  völlig  uozweideutige  Weise. 

Nehmen  wir  nun  dieses  Gesetz  ftSr  jede  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  (n— l)sten  Grades  als  gfiltig  ao,  so  ist 

+  (Äa«+Oi+Z>); 

^    u.  s.  w. 
+  (Äa^»+Cö'»-*+...+Jfa+X)ar 

+  Äd»-i+Gi»-«+Da^»  +  ,..+ia«+ilfa+2¥: 

Addiren  wir  jetzt  auf  der  rechten  Seite  des  GieichbeitszeicheDS 
die  GrOsse 

und  bemerken  >  dass 

A  (ä«-^) = A  {x^a)  (dr^H-fiur*^Ho*^«J^'+  •  •  •  +ö»-*.r+ö^M 
ist,  so  erhalten  wir 

=  (a?-a)(    Aaf^^ 

+  (Ja» + Äa«+  Ca+Z>)  a:»-« 
u.  s.  w. 

+  J«"+ ÄÄ^i  +  Ctt^-«+ . . . + ia« + Ufa + jY  , 

und  sehen  also  hieraus,  dass  das  bemerkte  Gesetz  f&r  jede  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  »ten  Grades  gilt,  wenn  es  fflr 
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jede  ganze  rationale  alsebraische  Fnnetion  des  (m— l)8ten  Grades 
gilt,  nach  dem  Obigen  folglich  offenbar  alleemein  gültig  Ist* 
Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Saiz : 

Lehnati.  Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  alse- 
braische  Fanction  des  nten  Grades  ist,  so  ist  für 
jedes  a  immer 

A^)=(^«)AW+/(ö). 

wo  A(dr)  eine  ganze  rationale  algebraische  Fnnction 
des  (n — l)sten  Grades  bezeichnet»  deren  höchstesGlied 
denselben  Coefficienten  wie  das  höchste  Glied  der 
Function /(ar)  hat  *). 

ö.  2. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daas  f(x)  eine  beliebige  ffanze 
rationale  aleebraische  Fnnction  des  nten  Graaes  sei,  deren  nöoistes 
Glied  den  Coefficienten  A  hat,  und  dass 

Ol,  02,  0$,  04,  •.•.a» 

n  ganz  beliebige  Grössen  seien.  Dann  ist  nach  dem  im  vorher- 
gehenden  Paragraphen  bewiesenen  Satze: 

A^)  =  (a;-ai)A(a:)  +  /(öi), 

A(*)  =  (^t-Ob)/»  (jr)+/,(aa), 

/3  (.t)=(j:— «4) /4(*)+A  (o*)* 
u.  s.  w. 

wo  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

fiix),  f^(a;),  fsia:),  U(x),  ....fn{w) 

ganze  rationale  algebraische  Functionen  respective  vom  Grade 

fi — ^1,  «—2,  n— ^,  «^^,  •...0 

sind,  deren  höchste  Glieder  sämmtlich  den  Coefficienten  A  haben, 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  constante  Grösse  fn(x) 
z:zA  sein  muss. 

Durch  successive  Anwendung  der  obigen  Gleichungen  erhalten 
wir  aber  leicht  für  f(x)  den  folgenden  Ausdruck: 

f{x)  =     f(ay)    $   '        . 


*)  Eine  andere  Darsteünng  des  BeweUet  diesee  Satxet  s.  nt.  ArchiT. 
.  II  ~ 


Thl.  IL  S.  354. 
Thleil  VII  24 
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+  (^1^— Ol)  («--««)/«  (fli) 

U.   8.   W. 

+ (^— Ol)  (d^-aa)  (a>-^) . . .  (:r--^am^fm^  («n-i) 

+  (a^--al)  (a^— Oj)  (ar--«3) . . .  (or— Or-^Co:— a»-|)/L-i(aii 

+  -4  (ä— «i)  (JT— Ha)  (ar— a»)  (o:— «4) . . .  (o?— o«), 

Too  welclieiii  sich  nnn  die  folgenden  Anwendnngeii  machen  lassen. 

$.  3. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen  >  dass  die  n  GrSssen 
öl»  ö«>  «s»  «4»  ••••ö« 
s&nnntlich  anter  einander  ungleich  sind. 

bt  dann/(aji)=0,  so  ist  nach  dem  Torhergehenden  Paragraphen 

f(x)=     (J?— a,)A(aj) 

+  (or— Äi)  {x~a^f^  («3) 

+  (J?— Ol)  (a:— da)  (j:— 03)/3  («♦) 

n*  8.  w« 
+  (av-Oi)  (^iv- o«)  (a?— «,) . . .  (a?— fl«^/W-f  (oä-i) 
+  (o?— Ol)  (o:— oj)  (a:— «s) . . .  {x--an-^  (a— a«-.,)/'»-|(a«) 
+  >l(a:— Ol) (o?— <ia) («?— «3)  (;r— «4) . . .  (a:— o«) , 
also 

/{«a)  =  («a-«i)/i(flt)» 

wid  folglich,  wenn  f(a^=zO  ist,  weil  die  Grössen  Oi  and  1%  vn* 
gleich  sind,  also  nicht  Ox— cfi  =0  ist»  jederaeit  /,  (aa)=:0. 
Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

/•(j:)=    (a:-ai)(:r-aa)/a{a3) 

+  (ar-di)  (ar-oa)  (or— a^)  /i  («4) 

u.  s.  w. 
+  (a:— Ol)  (o:— IIa)  (av-Hig) . . .  (Jf— fliH-ay»-«(«ii-i) 
+  («—«1)  (x-oa)  (ar— Ob)  . . .  (af--a»^  (s>-^th^{)fi^iM 
+  -<l  (o:— ai)  (ar— cfa)  (-i^— «s)  (^—«4)  •  •  •  (a?— o«) , 
also  * 

/  («s)  =  («3— «1)  (oa— aa)/f  (o») » 

and  folglich,  wenn  f{a^)^=.Q  ist.  weil  die  Grossen  Oj,  Oa»  ira  anter 
einander  ungleich  sind ,  also  nicht 
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ist,  jederBeU/s(ii,)=:0. 

Daher  ist  nach  dem  VorhergehendeD 

f{x)  =     (a:— «i)  («— «TjO  (^— «8)/i  («•) 

+  (ä— öi)(^»-fla)  (J>-a»).  • .  (a^-OiH-a)  Z«-«  («i^-i) 

+ il  (a^-al)  (a>- ii,)  (a:— o,)  (or— 04) . . .  (Ä^-a„) , 
also 

f  («4)  =  K— Ol)  (a»--<it)<«4— «a)/»  («4) » 

aod  folglicb,  wenn  f(a^=:0  bt,  da  die  Grössen  th,  a^,  a.,  a^ 
unter  einander  ungieich  sind,  also  nicbt 

(«4— ffi)(«4-ffa)(ö4— «s)  =  0 

ist,  jederzeit  /j  (04)  =  0. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  Idar,  und  man 
flbersieht  aus  dem  Vorhergehenden  auf  der  Steile,  dass,  wenn  die 
n  Grusseo 

«1*  «1»  «b»  «4»  ••••«« 
sSmmtiieh  unter  einander  ungleich  sind  und 

fM  =  0,  f{a^  =  0,  /(o.)  =  0,  A«4)=0,  ...f(an)  =  0 
ist ,  jederzeit  auch 

ft(^=0,  A(fl.)=0,  ft(a^-0,  U(a^)^0,...f^(an)^0 

ist   Dann  ist  aber  nach  dem  obigen  idlgemeinen  ffir  die  Function 
/(.r)  gefundenen  Ausdrucke 

f{x)  =  A  (ar—ai)  (ä— oj)  (x-^a^)  (ar— a^) ....  (ar— o«), 
und  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrtatz.    Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function /(jr)  des  nten  Grades,    deren    höchstes  Glied 
den    Coeflicienten   ^    hat,   jederzeit    Terschwindet 
wenn  man  für  or  nach  und  nach  die  n  sämmtlich  unter 
einander  ungleichen  Grössen 

^19    ^9    0^9     049     ••-•Olt 

setzt,  so  dass 

Afli)=0,  A«2)=0,  A«3)==0,  /(a4)=0,  .../•(c„)=0 
ist;  Bo  i«t 
/(^r)  =  A  (x-ot)  (or-Oa)  (ar-Oj)  (or— «4) . . .  (a>-^«). 

24* 
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Könnte  es  ausser  den  sämmtlich  von  einander  Tersehiedeoeo 
Grössen 

«1»  «»>  «8»  ^9  ••  ••^ 
liSr  welche 

fM=0,  A«a)=0,  A«s)=0,  Afl4)=0»  ..•Afl«)=0 

ist,  noch  eine  von  diesen  Grossen  verschiedene  Grösse  er  geben, 
f&r  wetche 


ch  dem  v 
isetzung 


wäre,   so  milsste,  weil  nach   dem  vorhergehenden  ParBgraphen 
nnter  der  gemachten  Voraussetzung 


ist, 

A  (er— «i)  («— Ot)  («— «^)  (»—«4)  •  •  •  («-"<*i)  =® 

sein,  welches  ungereimt  ist,  da,  weil  nach  der  VoraossetjRNig  a 
keiner  unter  den  Grössen 

fll,  O2,  08»  ^»  •••«« 

gleich  Jst,  also  keiner  der  Factoren 

«—Ol  t  « — Ö51 9  «—  03 ,  « — 04, .  • . .  flf— o« 

verschwindet,  und  natürlich  auch  der  Coefficient  A  des  höchsten 
Gliedes  der  Function  f(a)  nicht  verschwinden  kann ,  weil  dieselbe 
sonst,  wie  doch  angenommen  wurde,  nicht  von  dem  nten  Grade 
sein  könnte.  Dies  rahrt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be- 
kannten Fundamentalsatze  der  Algebra: 

Lehrsatz,  Die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Werthe  derGrösse  x,  für  weicheeine  von  dieser 
Grösse  abhängende  ganze  rationale  algebraische 
Function  verschwindet,  kann  nie  grösser  sein  als  der 
Grad  dieser  Function. 


§.5. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  idle  im  Obigen  gebrauchten 
Symbole  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  dass  die  n  Grössen 

«1*  «2»  o»*  Ö4,  ••.«  On 

in  Bezug  auf  eine  gewisse  Primzahl  p  als  Modulus  sSnuntUch  onter 
einander  nicht  congment  seien. 
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Ist  dann  f(fli)  durch  p  theilbar,  d.  h 

/•(ai)=0(Mod.  p), 
8o  ist,  weil  nach  $.  2. 

+  (««— «i)/i(a^ 
ist,  weoD  auch  f^a^i  durch  p  theilbar,  d.  h. 

f(a^  =  0  (Mod-p) 
ist ,  offenbar  auch  (a^-^-iii)  fi  (ox)  durch  p  theilbar,  d.  h. 

(«2-fli)  A  («r«)  =  0  (Mod.  p). 

Well  aber  n.  und  er*  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug  auf  die 
Prlmsahl  p  als  Modulus  nicht  congjruent  sind,  so  gehtp  in  a% — a^ 
nicht  auf,  und  muss  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Primzahlen  in  /|  (o^)  aufgehen ,  d.  h.  es  muss 

/i(at)=0(Mod.p) 

sein.    Nach  §.  2.  ist  ferner 

+  («•-«!)  AK««) 

+  (^— «i)  («8— %)  /« («a) » 
und  wenn  also  jetzt  auch  f(a^)  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(aa)=0(Mod-p) 
ist,  so  muss  offenbar  auch 

{ö8-^i)(a8— «•)/«(a8) 
durch  p  theilbar ,  d.  h. 

(<«s— Ol)  («i-fl^Ä) /« (ös)  s  0  (Mod.  p) 


selD._  Weil  aber  Oi,  am,  tu  qiich  der  Voraussetzung  in  Bezug  aul 
ModuU 

len  Oj— «£ ,   o«— a^ , 

demselben  Satze  von  den  Primzahlen  wie  vorher  in  /s(<it)  auf- 


die  Primzahl  o  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht  p  in 
'"iffe 


keiner  der  Differenzen  o,— a^,   n^— a^  ^^f«  ^^d  muss  also  nach 
demselben  Satze  von    "       -^  ' 
gehen,  d.  h.  es  muss 

A(«s)=0(Mod.p) 

jsein.    Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  in  §.  2.  tiewiesenen  Sake 
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+  (a4-«i)/i  (aa) 

+  (ö4-«l)  («4— «2)  /«(«s) 

+  (<t4— «l)  («4— O«)  («4—^)  A  (Ö4)  » 

und  weoD  also  jetzt  auch  /*(a«)  durch  |9  theilbar,  d.  h. 

f{a^)  =  0  (Mod. ;?) 
ist»  so  mu8s  offenbar  auch 

durch  /i  theilbar^  d«  b. 

(«4— «1)  («4-«'«)  («4— ß8)/8  (04)  =  0  (Mod  p) 

nein«  Weil  aber  a^ ,  o^ ,  cts  >  ^  n^^  der  Voraussetzung  in  Bezug 
auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht  p 
in  keiner  der  Differenzen  o« — cii»  et« — a^,  a^ — a^  auf,  und  muss 
also  nach  dem  vorher  schon  mehrmals  angewandten  Satze  Yon  den 
Primzahlen  in  /^(a«)  aufgehen,  d.  h.  es  muss 

/i(a»)=0(Mod.p) 

sein.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  jetzt 
keinem  Zweifel  mehr,  und  man  übersieht  aus  dem  VorhergeliendeD 
auf  der  Stelle,  dass,  wenn  die  n  Grössen 

0X9  o^y  (h9  04*  ••••fl« 

in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  unter  etoander  nicht 
congruent,  und  die  Grossen 

/(fli),  f(fl^»  A«3)>  /(o»),  .../(«•) 
säromtlich  durch  p  theilbar  sind,  d.  h« 

Aai)  =  0(Mod.p), 

f{a^  =0(Mod.p), 

'  /^(a3)  =  0(Mod.p), 

/(a4)=0(Mod-p), 

tt.  s.  w. 
f{an)  =  0  (Mod.  p) 

ist:  dann  jederzeit  auch  die  Grossen 

fi(ot),  h(^)s  h(Oy  UM>  •••/»-i(««) 
durch  p  theilbar  sind ,  d.  h. 
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A(fft)sO(Mod.p)» 
/i(a,)=0(Mod.p), 
/i(a4)  =  0(Mod.p), 
/4(o.)  =  0(Mod.p), 

a.  8.  w. 
^-.i(a.)  =  0(Mod.p) 

•t    Dann  ist  aber  nach  §.  2«  offenbar  auch  die  Differenz 

f{x) — A  (a;— tti)  (x— Ot)  («— fli)  («:— 04) . . .  (a:— «■)     , 
durch  p  theiibar,  d.  h. 

f{x)  ^  4  (a:— Ol)  (o?— Oj)  (ar— Oj)  (or— o^) . . .  (a^-^o»)  (Mod.  p), 

und  wir  gelangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze : 

Lehrtaii.  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function /(o:)  des  nten  Grades,  deren  höchstes  Glied 
den  Coeff icienten  A  hat^  jederzeit  einen  durch  die 
Primzahl  p  theilbaren  Werth  erhftlt,  wenn  man  für  x 
nach  und  nach  die  n  in  Bezug  auf  denModulusp  sämmt-> 
lieh  unter  einander  nicht  congruenten  Grossen 

Of,  a^9  Ogi  a^i  •••o« 

setzt»  so  dass  also 

Aöi)  =  0(Mod.p), 
/(a,)sO(Mod.p), 
/•(ii3)  =  0(Mod.p), 
Aa4)  =0(Mod,p), 

U.  s.  w. 
Afli.)^0(Mod.p) 

ist»  so  ist  jederzeit  für  jedes  x 

f{x)  ^  A  («—Ol)  (d?— at)(a>-a$) (.if— ^ . . .  (x~a^(fAoA.p\ 


§.  6. 

Könnte  es  ausser  den  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Mo- 
dulus  sfinuntlich  unter  einander  nicht  congruenten  n  Grössen 

«1>   öt>   «•»  «4^    •••Oü 

für  welche 
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A"i)sO(Mod.p), 
f(a^  sO(Mod.p). 
/(fls)ÄO(Mod.p). 
A««t)  =  0  (Mod.  p), 

/(ci,)=Ö(Mod.p) 

ist,  noch  eine  diesen  Grossen  in  Bezug  anf  denModulus  p  night 
congraente  Grosse  a  geben,  f(ir  welche /(a)  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(«)  =0  (Mod.p) 

wäre,  so  mflsste,  weil  nach  dem  vorbeigehenden  Paragraphen 
unter  den  gemachten  Voraussetningen 

I 

fix)  =  A  (or— Ol)  («^-HaX«— «3)  (ar— 04) . . .  (a^On)  (ftlod.p) 

Ut,  offenbar 

A  («— Ol)  (a— «TjO  (cfr— ^3)  («*-  «4)  • .  •  (« — o«)  S  0 (Mod. p) 

sein»  welches,  wenn  die  Primsahl  p  in  A  nicht  aufsieht »  nach 
dem  oben  schon  mehrmals  angewandten  8atze  von  den  Primzahlen 
ungereimt  ist,  da  p  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch 
in  Keinem  der  Factoreo 

«—Hl,  a— «2»  «— «3»  «—«4»  ..•«—0« 

aufgehen  kann.  Dies  fuhrt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be- 
kannten Fundamentaisatze  der  Zahlenlehre: 

Lehrsatz,  Wenn  /(«)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  nten  Grades  von  x  ist,  und  die 
Primzahl  p  in  dem  Coefficienten  des  hCchstenGliedes 
dieser  Function  nicht  aufgeht>  so  kann  es  nie  mehr 
als  n  in  Bezuff  auf  den  Modulusp  unter  einander  nicht 
congruente  Werthe  von  x  geben,  fiir  w«4che 

f(x)  =0  (Mod.p) 
ist. 

Andere  Beweise  dieses  Satzes  haben  Gauss  (Disquisi- 
tiones  arithmeticae.  p.  40.),  Lagrange  (Mem.  de  TAcad. 
des  sc.  de  Berlib.  1767.  p.  192.),  Legendre  (Bist  deTAcad. 
des  sc.  de  Paris.  1785.)  und  Euler  (Nov.  Comm.  Acad. .sc* 
Petrop.  T.  XVIII.  pag.  93.),  letzterer  Jedoch  nur  für  einen  be- 
sonderen Fall,  gegeben.  Auen  s.  m.  das  Mathematische  Wör- 
terbuch. Art.  Zahl.  Nr.  19.  und  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik.    ThI.  II.  S.  5. 
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Die  oben  im  Wesf  otlichen  nacb  PolDiiot  gefiihrteo  Be- 
weise der  beiden  Sätae  in  §,  4.  und  dem  vorliegendeo  Paragraphen 
bieteo,  wie  es  uns  scheint»  Torzuglich  deshalb  ein  besonaeres 
loteresse  dar»  weil  dorch  dieselben  die  beiden  genannten  Theoreme» 
welche  als  die  Fundamentalsätze  der  Algebra  und  der  Zahlenlehre 
betrachtet  werden  können»  auf  eine  gemeinschaftliche  Quelle  zu- 
rOckgeftthrt  werden » welches  auch  der  wichtigste  Grund  ist»  welcher 
aD9  veranlasst  hat»  dieselben  hier  mitzutheilen.  Ausserdem  ver- 
dienen dieselben  wegen  ihrer  Deutlichkeit  und  Strenge  gewiss 
überhaupt  recht  sehr»  bei  dem  Unterrichte  in  der  Algebra  und  in 
der  ZahleDlehre  benutzt  zu  werden. 


5. 7. 

Wir  wollen  jetzt 

setzen»  und  annehmen»  dass  es  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
als  Modnius  sfimmtlich  unter  einander  nicht  congruente  Werthe 

«1»  O^f   ^9$  «4»   ••  .Oft 

▼OD  X  isebe»  ftir  welche 

rioi)  =  0  (Mod.  p), 

t(a^  sO  (Mod.p), 
/(a,)=0(Mod,p), 
/(ö4)  =  0  (Mod.p), 

u.  s.  w. 
f(an)  ^  0  (Mod.  p) 

ist    Dann  ist  nach  $.  5.  für  jedes  a 

f(x)  =  A  (x-üi)  (ar— flt)  (.T-aa)  (x--^^ . . .  (x-  o»)  (Mod.p), 

Bezeichnen  wir  aber  überhaupt  die  kie  Klasse  der  Combina- 
tionen  ohne  Wiederholungen  fflr  die  Elemente 

Oxf  c%>  «9»  a« a» 

durch 

»*  ; 

{oi,  a^,  flt  9  •  •  •  ^) 

so  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 
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(j>— ai)  (ar— Os)  (jp— <%)  («—-Oft) .  •  •  (^— o») 

(oi,  Os»  a3,...afi) 
a.  8.  w. 

und  folglich  nach  dem  Obigen  fflr  jedes  x: 


=  Aaf^  ^  A  .  jKi 

(«i,  a«,  a^,  ...o«) 

^  A  .  Ä8  .  a^« 

(«if  «»>  «iV  •••«•) 

(«1»  öj,  Os«  ..-o«) 
U.  8.  W. 

+  M)— 1  .  A  .  JU-i  .  X 

+  (-t)»     .  ^  .  S«  (Mod.  p). 

Also  ist»  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
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/!(«)  =  Mi  +il.  Ä,  |_^j 

'  («1  .  <%.  Of .  •  •  •  <«•)     ' 

(«1»  «i»  Oj>  •••Oa) 

u.  8.  w« 

(^1 «  ^s ,  Og , . . .  a«)     ' 
+  An-  (-1)»      .  J  .  K« 

setzen,  iür  jedes  x 

fi  ix)  =  0  (Mod.  p). 


Folglich  ist 


A(ai)  =  0(Mod.|i), 
A(fl2)  =  0(Mod.p), 
A(a.)  =  0(Mod.p), 
A(a4)  =  0(Mod.p), 

u.  s.  w. 
A(a«)  =0(Mod.p). 


Dies  könnte,  da  n  die  Anzahl   der  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
als  Modnlus  sfimmtlich  unter  einander  nicht  congruenten  Grossen 


Oif  a^,  a^,  a^f  ...  On; 

der  Grad  der  Function  fi  (x)  aber  nur  n— 1  ist,  nach  dem  in  6. 
bewiesenen  Lehrsatze  nicht  der  Fall  sein,  wenn  die  Primzahl 
in  dem  CoeiRcienten 

Ai+  A.  Ä, 

(«1,  Ot»   «!>•••«») 

nicht  aufginge,  d.  h.  wenn  nicht 

Ji  +  il  .  Äi  s  0  (Mod./i) 

wäre.    Also  ist 
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At  i^  A  .  Xi  =0(Hod.p), 

vnd  folgUeb  nach  der  Lebre  tob  den  CoDgraemen  fir  jedes  x  vuh 
Ml  +  ^ 


(a,,  «s,  <i^,...cki)   ) 


Aas  dieser  Congmenz  und  der  CoDgmenz 
/i(«)  =  0(Mod.p) 

folgt  nach  der  Lehre  yos  des  CoBgroenxen,  wcno  wir  der  Eine 
wege» 

I  ,  . . .  Ite)     } 


+   lii3    +^   • 


U.  8.  W. 


I 


(«1.»  «t»  %,-..a») 

+  ^.    -  (-1)«  .  J  .  K« 

(«1»  ff»»  «3...«a«) 

setzen ,  fOr  jedes  a: : 

/i(^)  =  0(MoA/i); 
also: 

A(ai)=0(Mod.p), 

/a(fla)  =0(Mod.;?), 

/i(a,)  =0(Mod.p), 

/2(a4)  =  0(Mod.p>, 

U.   8.  W.) 

A(fl«)  =  0(Mode»; 

welches  ans  ganz  äbniichen  Gründen  wie  vorher  nach  {.6.  wieder 
nicht  möglich  ist,  wenn  nicht 

A^^  A  .  ». 

durch  die  Primzahl  p  theilbar ,  oder  nicht 

A^-^A.  :&^  =0(Hod.|i) 
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i«C     Abo  ist 

-4  —  i^  .  Ä.  =0  (Mod.  p). 

M^ie  man  auf  diese  Art  weiter  eehen  kann,  *  ist  non  schon 
klar,  und  wir  werden  daher  jetzt  zu  dfem  folgenden  Satze  gefühfrt: 

Idehtiaiz.    Wenn 

fix)  =  ila!"+^ia:«~i+-iaa-^-*  +  ...  +  4»-ta:+-4« 

und  für  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modnius 
unter  einander  nicht  congruente  Grossen  Oi,  o^,  Os^a«» 
...Om  als  Werthe  Ton  x 

/(ai)  =  0(Mod.p),1. 
/(a3i)  =  0  (Mod.p), 
/(o.)  =  0  (ModJp), 
f{a^  =  Q  (Mod.|i),i 

u.  s.  w. 
/•(o,)  =  0  (Mod.  p) 

isty  ao ist  jederzeit 

Ji  +  il  .  »1  =0  {Mod.p), 

(«1 »  Oa .  «8  >  •  •  •  <*«) 
2la  -  i4  .  Sa  ^0  (Mod.p), 

(«1,  Ha»  Ot»***^) 
J3  +  il  .  Äs  =0  (Mod./?), 

(^1  j  «r« »  «s , . . .  rt«) 
u.  s.  w. 
i4i.^-(-l)»-^^  .  Än-n  =  0  (Mod.  p), 

(«i  >  ««  »   fl»  *  •  •  •  On) 

^«    —  (—1)»   .  ^  .  Ä«  =0  (Mod.p). 

(«1>  fl»>  «8,. -.Oh) 


S.  a 


Es  seien  jetzt 


Ot  6^  C5  dy  f  9 .. •• 
alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  die  beliebige  Zahl  p  und  zu  der 
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selben  relative  Primzablen  sind,  und  »  sei  eine  gaai  beliebke 
Zahl,  welche  mit  p  relative  Primxahl  ist.  Dann  sind  auch  cue 
Prodncte 

ax  f.  bx  f  cjs,  dx ,  ex ,  •  • .  • 

nut  p  relative  Primzablen >  weil»  wenn  dies  nicbt  der  Fall  wSre> 
und  also  eine  die  Einbeit  flbersteigende  Primzahl  z.  B.  in  ax  and 
p  aufginge,  nach  einem  bekannten  Satze  diese  Primzahl  entweder 
in  a  oder  ib  x  aufgeben  mfisstef  so  dass  also  entweder  a  oder  x 
mit  p  nicht  relative  Primzahl  sein  würde,  was  gegen  dte  Voraus- 
setzung streitet-    Setzen  wir  jetzt 

cur  =  op  -f  Ol, 

te  =  ft»  +  *i , 
car  s  TP  -f  C| , 
dx  r=i  6p  ^  dij 
«?ar  =  ip  +  «1 , 
U.   8.  W, 

WO 

öl  >     ©l  >     Cly     dl,     ^1  ,    •  •  •  • 

sSmmtUch  kleiner  als^  sind,  so  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass 
diese  Grössen  s&mmtiich  zu  p  relative  Primzahlen  und  sämmtlich 
unter  einander  ungleich  sina.  Wäre  nämlich  z.  B-  «^  nicht  mit 
p  relative  Primzahl,  und  ginge  folglich  eine  die  Einheit  überstei- 
gende Primzahl  itt  %  und  p  auf ,  so  würde  wegen  der  Gleichung 

ax  =^  ap  -t-  Ol 

diese  Primzahl  auch  in  aar,  folglich  nach  dem  schon  vorher  ange- 
wandten Satze  entweder  in  a  oder  in  x  aufgehen,  und  es  wfirae 
also  entweder  a  oder  x  nicht  mit  p  relative  Primzahl  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Wäre  ferner  z.  B.  ai^iii,  so 
wäre  wegen  der  beiden  Gleichungen 


offenbar 


und  folglich 


ax:^€qf  +  aiy  dx  =  öp  +  di 
ax^ap^=zdx'^^dp, 
(o— ii);r=  (a^-S)p. 


Also  ginge  p,  welches  mit  x  relative  Primzahl  Ist,  in  (o— iQ^r 
auf,  una  mflsste  folglich  nach  einem  bekannten  Satze  in  a^d 
aufgehen,  was  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  der  ab- 
solute Werth  von  w^d  offenbar  kleiner  als  p  ist.  Weil  nun  hier- 
nach die  Zahlen 
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deren  AnzaM  der  Anxahl  der  Zahlen 

a,  69  €,  df  e 9  •  •  .• 

gieich  ist,  sämmtlich  kleiner  als  p,  unter  einander  nnffleicb  und 
zu  p  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  klar,  dass  ohne  Kücksicbt 
auf  die  Ordnung  die  Zahlen 

a,  bf  c,  (If  e; ,,.. 

und 

Ol»  f^f  ^19  di9  eiy  »•.* 

von  einander  nicht  verschieden  sind,  und  dass  also  jederzeit 

abcd€ .  • .  •  =  cr^  6|  Cj  d|  ^1  •  •  •  • 

ist. 

Bezeichnen  wir  aber  die  Anzahl  der  Zahlen 

a,  6,  c,  <2,  ^, ••••  , 

welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relative  Primzahlen  sind,  durch  n, 
so  folgt  aus  den  Gleichungen 

ax  =  ap  -f-  ^19 
ba:^ßp  +  bi, 
ca:  z=  yp  +  ci, 
da:  z=i  dp  -{-  dl,  ^ 
ejp  =  Bp  +  ei, 
tt.  s.  w. 

durch  Multiplication  auf  ^er  Stelle,  dass  die  Differenz  der  Prodncte 

a^  abcde.. .  und  Oi 6| <^  il| «ii . . • , 

d.  lu  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  der  Producta 

a^abcde,..  und  aAcde.., 

durch  p  theilbar,  oder  dass 

(o?" — 1)  abcde ....  ^  0  (Mod«  p) 

ist.    Weil  nun  aber 

a^  bf  Cf  dy  Cy , . .• 

mit  p  sflmmtlich  relative  Primzahlen  sind,  so  muss  nach  einem 
bekannten  Satze  p  in  sf*^i  aufgehen,  d.  h.  es  muss 
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««—1  =  0  (MocL/i) 

aein,  wobei ^  Dach  dem  ObigeD  Torao^gesetzt  wird,  daas  x  ud  p 
relative  PrimzahIeD  sind,  and  n  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet, 
welche  kleiner  als  p  und  za  p  relative  Primzahlen  sind, 
bt  p  eine  Primzahl,,  so  sind 

1,  2,  3,  4,  ö,.., ,  p—l 

die  simmtlichen  Zahlen ,  welche  kleiner^  als  p  nnd  zu  p  relative 
Primzahlen  sind.  Wenn  also  nur  die  Primzanl  p  in  x  nicht  auf* 
geht,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  jederzeit 

«P->— 1  =0  (Mod,/i), 

d.  h.  anter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  X^^ — 1  immer 
durch  p  theilbar,  welches  bekanntlich  der  Fermat*sche  Satz  ist 


5.   9- 

Wenn  wir  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  eine  Primzahl 
ist,  fSr  jedes  x 

setzen,   so  ist  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewie- 
senen Fermat'schen  Satze 

/(l)  =  0(Mod.|i), 
/(2)=0(Mod./j), 
/(3)  =  0  (Mod.p), 
/•(4)  =  0(Mod./i), 
u.  s.  w. 
f(p^i)  =  0(Mod.p); 

und  folglich  nach  dem  in  (•  5.  bewiesenen  Lehrsatze  Ar  jede«  x: 

f(x)^  a:F->— l  =  (ar— l)(a>-2)(a?-3).,.(Ä— (p— l))(Mod.p). 

Für  x=zQ  ist  also 

-1  =  (-l)(-2)(-3)..,(-ö^l))(Mod.|i), 
d.  h«,  weil  p^l  offenbar  eine  gerade  Zahl  ist, 

—1  =  1.2.3.4...(p— l)(Mod.|i), 
folglich 

1  + i,2.3.4...(fh-*t)sO(Mod.p). 
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Wenn  alsop  eine  Primiahl  ist«  so  ist  die  GrQsse 

1.2,3,4.,.(p— 1)+1 

jederzeit   durcb  p  theilbar,   welches  bekanntlich  der 
A¥ilson*sche  Satz  ist. 

Man  sieht  hieraus ,  wie  leicht  sich  auf  diese  Weise  mit  Hülfe 
der  oben  bewiesenen  allffemeinen  Sätze  aus  dem  Fermat'scben 
Satze  der  Wilson'scbe  Satz  herleiten  iSsst,  welche  Herieitong 
von  PoiHsot  a.  a.  O.  wenigstens  in  der  obigen  Art  nicht  gege- 
ben worden  ist,  so  wie  denn  überhaupt  die  Darstellung  in  diesem 
Aufsätze  mehreres  uns  Eißenthümliche  enthält,  wie  man  bei  der 
Vergleichung  beider  Arbeiten  finden  wird. 

i.  10. 

Uebrigens  ist  endlich  noch  zu  bemerken«  dass  das  Wilson'scbe 
Theorem  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  §.  7.  bewie- 
senen Satzes  ist 

Wenn  wir  nämlich  ganz  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
jetzt  wieder 

f(x)  =  ji»-i— 1 

setzen,  so  ist  in  $.  7.  der  Exponent  n^p — 1,  und 

^  =  1,  Ji=0,  A^=0,...Aj^=0,  J,-t=:-l; 

femer 

«1=1*  «2=2»  03  =  3,  ...ap-i=p— 1. 

Also  hat  man  nach  dem  in   §.  7.  bewiesenen  Satze  offenbar  die 
folgenden  Congruenzen: 

Äi  =0(Mod.p), 

(1,  2,  3,...,p— 1) 

Ä,  =0(Mod.|>), 

(1,  2,  3,...,p-l) 

2)^9  =0(Mod.p), 

(1,2,  3,...,/?— 1) 

u.  s.  w. 

Ä^,  =6(Mod.p), 

(1.  2,  3,...,p-l) 

.    H.(-.l)|H.i  .  Ä^  =  0  (Mod.p). 

(1,  2^  3,...,p— 1) 
TheUTU.  .  25 
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Aber 

»,-,  =  l.S.3.4...(p-J), 

(1.2,  3,. ..,!»— 1) 

und  folglich 

1  +  1.2.3,4...(|»-l).(— 1)P-»  =  0  (Mod.;!). 

Ist  nnn  die  Primzahl  p  grösser  sIs  2,   s«  ist  p— 1  eise  gerade 
2<abl,  also 

1  +  1.2.3.4...(p— 1)  =  0  (.Mod.|>), 

wobei  aber  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  diese  Congroenz  auch 
für  p=2  gilt,  und  daher  allgemein  ist. 

Alle  vorher  aus  dem  in  §.  7.  bewiesenen  Satze  hergeleiteten 
Congruenzen  sind  übtigens  an  sich  wichtig  und  interessant. 


AppUcatloms  des  tbeoremes  relatifis  a 
la  th^orie  dc^  firactions  partielles. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Gronlngue. 


§.  I. 


Pour  qu'on  poisse  suivre  avec  plus  de  commoditä  les  appli- 
cations  suivantes^  nous  reproduirons  dabord  le  thäoröme  IIL  dn 
Nro.  XXXV.  T.  VIL  de  ce  Journal. 

Th^or^me.    Soit  /#  une  fonction  rationnelle  et  entiöre  de  x  dn 

degrö  p. 

Soit  Fs  une  fonction  rationnelle  et  enti^re  de  x  da  degrö  9» 
repräsentäe  par  i'^quation 

Fm  =s  (ar-"ro)«*-'(a?-ri)«i  (x--t^  .  .•  {p>^Tm)Fm, 
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(mq — s),  »19  %» ...fiM  ^tant  dm»  nombrea  entiera  et  positifs,  et 
v'o»  T%9T%,  .»•Tm  Im  racines  iDÖgales  de  T^quation 

r^solne  par  nqpport  k  Xy  dont  r^  soit  toujoara  ^gale  \  z^ro,  en- 
sorte  qae  «o — f=0,  lorsque  Tf^quatioo  F;r=sO  n'anra  paa  iioe 
racine  <$gale  ^  zt&ro. 

Soit  9«  une  fonction  aaxUiaire,  li^e  ä  F«  par  T^quation 

9*  =  (^— ^o)*  '^  » 

s  ^tant  an  nombre  entier  et  poaitif,  pris  de  mani^re  a  salisfaire 
a  la  conditioD 

Soit  enfio,  ponr  abn$ger, 

r*  =  nk  — — ^  , 

h  et  k  ^tant  des  nombrea  eatiers  et  positifa.    Od  aara 

(1)  ^=2?^  ^8.*     n-i- 

^#        ft=o      fc=o    *  (ar— rir       yjr*5 

Ajoatona  encore  que  8*  if^x  d^signe  la  d^r^v^,  et  87*  ^x  l'ia- 
t^grale  de  l*ordre  it  par  rapport  ä  x  dnoe  fonction  quelconqne  i^«, 
eniiorte  qae 

(2)  ^'*'  =  ^^'    87***=y  V*»"- 

Cela  poa^,  on  voit  qae  par  la  formale  (1)  tonte  fonction  ration- 
nelie  et  fractionnaire  de  x  sera  r^daite  aax  expreaaions  de  la  forme 


h  Mnt  an  nombre  entier  et  positif*   II  aniBt  done  de  aaToir  appli- 
quer  ane  op^ation  relative  k  x  aox  expreaaions 


ponr  mi*on  puiase   applioner  cette  oi»^ration  k  toute  fonction 
tionneue  et  uactionnaire  de  x.    On  aait»  par  exemple. 


ra- 


26* 
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en    d^signant   le  proäait    1.2...n  par  n\.     Donc  la  formale  (1) 
doDoera 


Pareillement  od  a 

S'    ^=7-(«_J)!      1'^^-'^     *     2      •*•      n-l\, 

et 

Co,  di,...en-^   ^taot  des  constante«  d'inMgratioo.    Donc  oa  tire 
de  la  (oTmuIe  (1) 

Ce  n'est  pas  tout.  La  lettre  ar  ^tant  generale  peut  ^tre  remplacäe 
par  une  caract^ristiaue,  et  la  forranle  (1)  fournit  le  moyen  de 
trouver  Top^ration  iDdi^u^e  par  une  fonctioD  rationnelle  et  fractioD- 
naire  de  cette  caracteristique.  £otrons  ä  ce  sujet  dans  quelques 
dätailn. 

§.  II. 

Substituons  d'abord  la  caract^ristlque  B^e  k  a  daos  Is  formule 
(1),  alors,  en  d^signant  par  tpx  uue^  fonction  quelconque  de  la  Ta- 
riable  a;  a  laquelle  se  rapporte  le  signe  dx ,  on  aura 

et  la  recherche  de  Texpression 

ff.''"' 
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Mta  rMuite  k  la  rechercbe  des  ezpressions 

Mals  /x  4tant  uDe  foDction  rationnelle  et  entidre  de  x,  on  tronvera 
directemeot  /^    ^g .    Noas  faisoos  donc  pour  plus  de  simplidM 

f.  =  i. 

de  Sorte  qn'oD  peut  prendre  «=0  et  no=0.    Dans  ce  cas  la  for- 
male (1)  §.  I.  se  iMuira  k 

et  Täquation  j[l)  §.  IL  deviendra 

i4  et  F«  <tant  d^termin^  par  les  tfqoatioas 
(4)  '  Rk=      "* 


Posons  rnuatenaDt 

(«)  9=§^,'^" 

OD  aura 

(3*— r»)  y  =  9>* » 
ou 

^quatton  differentielle  ji  laquelle  on  satis&it  en  penaot 

et  sabstitiiaiit  cette  valeur  de  y  dans  T^quatioD  (6)  on  tronvera 
-5-—-  g)x  =  e*"**  /  e""V  9c  Ar, 

Cx — Tk  t/ 

Donc  r^uation  (3)  se  changera  en 
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(7)  ^<p*  =^*3?J~* ft  e'^J*e  ^^,p.dx, 

et  la  aecherche  de  TexpresgioD 


d^pendra  d'operations  connnes. 

Les  constantes  d'int^ation  sont  comprises  implicitement  dans 
le  second  membre  de  l'^nation  (7).  Four  les  avoir  explicites, 
Doas  rappelons  la  formule 

X  ^taDt  une  valehr  particuliere  dejr,  et  C  d^sig^ant  nne  qaantitö 
iod^pendante  de  x^  mais  du  reste  arbitraire  et  foDctioD  de  tootes 
les  variables  autres  qoe  x  qut  soient  centeDiies  daos  la  fonctioa 
^s.    Dapres  cela  la  formule  (7)  sera  mise  sous  la  forme 


(8) 


h'^^X'^^^'f'^'^'^  *'"^'+''' 


dans  laquelle  od  a  pos^,  pour  abröger, 

C  ^tant  fonctioa  arbitraire  de  r  et  £,  mais  iDd^pendante  de  or. 
D'ailleurs  od  a  suivaat  voe  formale  conDue 

ttp  eV  CRk  =  ^*  (« A)  3?,  eV  8?*"*^  CA» , 
fc=o 

ou 

a?*--^  eV  CA*  =  ^*  (n*4-l)  /*'  X  a>-*-*  CA» , 

A  f^taot  OD  Domfare  «itter,  et  (n»— 1)  ^tuitdätennio^fwrtfqitatiM 

(«*-*>  = 1.2-3.4...     h 

Or,  pnisque  {mr^Y)  et  Rk  sont  ind^pendante  de  ^^  et  que  C  r»> 
pri^sente  une  quantit^  arbitraire  mais  ind^pendante  de  x^  od  sab- 
stituera  simplement  C  ä 

(«*^l)8?*~*"^CiB», 
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•  qvi  fdt  d^pendre  C  de  hx  donc  on  aura 

et  r^quatioD  (9)  ee  r^duit  k 

(10)  ir=^*^"*cV;r*C 

Les  Operations  iDdiau^es   dan«  le  second  membre  de   cette 
;tioD   soDt  relatives  a  /:  et  /i.     D'apr^s  ce  qui  a  öte  dit^  la 


Mtre  C  sera  par  saite  eenstfe  fonction  de  k  et  A,  et  pour  exprimer 
cette  dt^peodaDce y  ooiis  rempla^oos  C  par  Ck,h*  Avec  cette  dL- 
etiDction  nous  substitnons  la  valeur  de  £  de  l'öqoatioD  (10)  dans 
la  formule  (8),  et  il  viendra 

En  vertu   d*uDe   formale  connue,   on   ddveloppera  «ncore  la 

a2)  P=:d7j[''RkJl'/'^^'^'^9M'daf, 

de  mani^re  qa*on  ait 


on 


(13)  P  =*F '  ÖM  r*  (ar-xO*  ii^*-^  V*'  «t*» , 

*=o  t/  * 

en  posant,  ponr  abtiger, 

ou,  suivant  l'^quation  (4), 

(U)  QtA=  (niX-i)nkä'rf' 


8?»  F,, 

L'^auatioo  (13),  jointe  ä  requation  (12),  traneformera  la  for- 
male  (11)  en 
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+  /^  **  Cm 


Les  fonnoles  (11)  et  (15)  sont  ^o^rale«  et  sobsistent  ponr 
tonte  foDction  ratioDDelle  et  enti^re  Fx  et  pour  tonte  fonction  ^x* 
EUes  se  simplifieront  en  attribnant  ä  Fg  noe  foime  particiili^iew 

1«    Loraqne  l'^nation 

r^solne  par  lapport  a  x,  n'a  pas  de  meines  ^lee,  ceet-ä-dire 
qn*on  a 

«i  =  ««  =  ---  =  ««=l» 
la  formnie  (11)  Be  rMnit  ä 

(16)         ^tps  =  i*^*  i^v/i'""'* '^^  ^s'daf  +  e'^^Ck]. 

2.  Loran'on  fait  m=l  et  qu'on  substitne  simplement  n  et  r 
k  fti  et  Ti  9  ta  formule  (II)  donnera 

(17)    -j^g), = ar '  Äi^' /  ^'^'^  9*'  <te' +^ /'a*  c* . 

Or,  ponr  ce  cas  l'^quation  (5)  se  r^nit  it 
(18)  F,  =  («-r)", 

d'ojk  il  sidt 

«t 

3?F,  =  n!;      , 
donc  OD  anra,  en  ^gard  k  l'tfqnation  (4), 

»  __5_— _J_ 


pU18 


-J,      (n-l)l    *  9''''^' 
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Getto  tfqnation  jolnto  i  r^quation  (tSf  ebai^  la  fwmalfl  (17)  en 

3.    Ed  preoEDt  r=:0  dans  la  pr^cMente»  od  obtient 

fonnule  par  laqaeUe  uoe   ioMgrale  multiple  sera  rameoäe  a  une 
Int^aie  simple. 

II  est  bon  d'observer  qu'en  n^solvant  parTapportätcräquatioo 
dmreiitielle 


OD  anra 


1 
«  =  ^  9* . 

et  oue  par  suite  la  valenr  de  u  eera  exprim^  par  le  second  membre 
de  Ja  lormule  ^11)  ou  (15).  Ob  vdtt  que  cette  valear  de  «  com- 
prend  des  quantit^s  arbitraires  doet  le  nombre  est  ^al  k 

oo  ^al  au  degr^  de  la  foDction  Fx  par  rapport  k  x. 

§.  lU. 
Seit  ^M  an  sigoe  d*op^ration  df^termin^  par  Ti^quation 

a)  ^,f,=fi^i=fi.. 

Substitaons  ^s  k  x  dans  la  formnie  (2)  $.  II«,  et  appliqaons  les 
Operations  ä  une  fonction  fpx  •    On  aura 

(2)  {F^j^  <p.  =  J^'^r'  *»  s;^  vx . 

Or,  en  posant 

1 

llsuit 
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tfqMfioB  am  UMitmutm  Mm,  qid  mm  veA&ie  eo  pfcnmt 


Ott 


X  tftant  nne  Faleor  particoli^re  de  :r,  le  signe  £  ae  rappoitaot 
k  la  variable  off  dont  l^accroiasemeDt  est  repriSeeiit^  psir  e,  et 
IIs  4iant  une  fonctioD  qui  ne  cbange  paa ,  ai  Tod  attribae  k  x 
raccrotsflement  b,  maia  da  reste  arbitraire  et  fonctioo  de  r  et  ^. 
Od  aura  par  anite 

ce  qai  change  la  formale  0t)  en 

(3)     ('•A^'*<?-=^*S?*-*j^2(^+«»)^^"+if. 
daos  laqaelle  od  a  fait»  poar  abröger. 


Salyaot  ooe  formale  coDoiie  od  dMait  de  celle-d 

K  =  "F^'  ^*  (niXl)  ^r^  (l+£n)7  a?*""'"^  Ä*  TU 
et  comme  od  a 

U  yieodm 

h 

Or»  7rr — or  ®^  ^^^  ^^"^^  iDdependaots  de  o;,  et  il«  repr6- 

seotaDt  one  foDctioD  arbitraire  des  variables  autres  qae  x,  od  sub- 
stituera  simplemeot  Us  k 
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tmipiUHt  Mpmin  JUM  kt  done  oo  ran 


K=:  £     *  JE  '  j:  (*— »)  (ar-2«) . . .  (ar— iT^f)  (Hn»)7 Jt . 

Cwt  cette  valenr  de  K  qa'ii  bot  snbstitner  dans  la  formale 
(3),  et  ponr  mettre  en  i^yideoee  qae  U,  dopend  de  A  et  A,  od 
ponrra  lettre  JIx,*^  au  lien  de  IXr.  Avec  cette  distinction  U  viendra 

+  -2         Z    «{«— €)(a?— 2fi)-.(ar— A— U)(l+«n)7n:r^^. 

RemarquoDs  qa*on  peat  faire  sabir  k  la  fennole  (4)  des  traos- 
formatioiia  et  des  eimplifications  semblables  k  Celles  que  Tod  a  fait 
sabir  k  la  formale  (11)  §.  II.  Observons  de  plus,  queo  r^solyaot 
par  rapport  k  u  r^oatioD  auz  differences  fioies 

le  sigine  ^s  tftant  tonjours  d^termio^  par  r^quation  (1)«  on  aura 

tt = e^^r*  9s  • 

DoDC  la  Talenr  de  u  sera  exprunee  par  le  iecond  merobre  de 
r^nation  (A),  et  Ton  yoit  qu'elle  cootlendra  des  fonctioiis  pMo* 
diques  dont  le  nanibfe  est  ^gal  k 

«i  +  Wj +  •••+«», 

oa  tfgal  an  i6gr6  de  la  fonction  F«  par  rapport  &  x,  Ajoutons  oa*eu 
▼erta  de  TäquatioD  (I)  le  signe  ^x  se  rt^aira  an  sigoe  ds  $  lors- 
qn'on  fait 

«  =  0, 

et  que  pa?  GOosöqaeDt  la  formiile'(4)  r^produirala  formnle  (11)  j»  H 


§.  TV. 

En  adoptant  les  m^mes  notations  qae  dans  les  paragrapbes 
pr^Ments,  et  rempla(ant  x  par  le  signe  -r-  dans  la  iormole  (2) 
§.  U.,  U  Tlent  ' 


ra'=r"««-'*c5 


^jr-rjk^' 
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Soit  tpM,^  iioe  foDCtion  des  variables  x,py  aicrqaellas  ae  rap- 
portent  les  signes  d^r»  dy.    Od  dMuit  de  l'^qnation  pr^cMeDte 

et,  en  yertu  des  priocipes  ^tabiU  daos  le  {•IL*  cette  fonnule 
mise  sous  la  forme 

D'aillears  od  a  g^D^ralemoDt  , 

(2)  csar  ^yzs^H^«, 
et       ^ 

(3)  dj+«'  -^if+a  =  85  ify^a , 

ce  qui  cbaDge  la  pr^cödeDte  od 


da" 


fononle  qui  fait  voir  conuneDt  l'opöration 

peat  ^tre  appllqa^e  a  uoe  foDctioD  quelcooqae  de  x  et  jf.    Posoi» 
maiDteaaDt 

(5)  9*,»  =  ^/5r,f» 

p  tftaot  ie  degrtf  de  F«  par  rapport  ä  ar.    Od  anra 

8sr  9*'»»  =  87   ^    /i'»»^ 
et,  eo  vertu  de  la  formnle  (20)  §,  IL, 

y  ötaot  uoe  valcnr  particnli^re  de  y »  et  Bh  desigoaot  oDe  quaiitittf 
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indöpeDdante  de  v,  mais  du  reste  arbitraire  et  fonctioD  de  k  et  x. 
De  plus  OD  tire  ae  la  pr^ciklente,  eu  ^gAfi  k  la  formule  (3) » 

(6)1  "^^    »^1  ^^^ 

Ed  substitnant  les  valeun  de  91«,  y  et  ^  9>«',94-rj^«-n«')  tir^es 
des  ^quatioDS  (5)  et  (6)  daos  la  fonnule  (4),  il  viendra 

la  valeur  de  i7  ^tant  fournie  par  requation 


Puis  OD  a 


[y+r*(a:-a:')?  =  -£      (A)  y       rj<a?-a:')»  . 

"=0 


n  ^tant  ud  nombre  entier:  donc 
equatioD  qu'oo  peut  mettre  sous  la  fonne 


ayant  fait»  poar  abr^ger, 

ou  bien^  suivant  l'öquatioa  (4)  $•  11.^ 


^  *    8?^F,, 
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Hais,  en  vertu  da  tfitforöme  V.  da  Nr.  XXXV.  T«  VIL  de  ce 
Journal  9  ob  b 

toonr  tout  nombre  entier  et  positif  n  ioMriear  aadegr^  de  la  fooctioD 
Tx  diminaö  de  l'uDitiS«    Od  aura  par  coos^queot 

lorsque  n  sera  ud  Dombre  entier  et  poeitif  införieur  k  p — !•  Or, 
n  est  DOD  söuleoient  un  nombre  entier,  mais  i'^<yiation.(8)  fait 
Iroir  que  n  repn^sentera  an  des  nombres  0,  1»  2,  ...A,  et  A  an 
des  oombres  0»  1,  2,  .,.p — 2,  de  Sorte  que  n  sera  toujours  in* 
ttrieor  k  p^^L    Donc  oo  aura 

iV  =  0, 

et  par  soite 

i5r  =  0; 

ce  qui  montre  qae  les  fonctions  arbitraires  Bk  comprises  dans  It 
disparaitront  de  ia  formale  (7),  iaqaeiie  sera  en  coos^aence 

fcn      »=« 
Remarquons  que  lorsque  l'^uatton  anx  diriTtfes,  particUea 

dans  Iaqaeiie  d^^  Fd    repr^sente  ane  fonction  homogene  da  d^r^ 

i 

p  par  rapport  aux  caractMstiqaes  dx»  8f »  sera  r^solae  par  rapport 
a  u,  il  viendra 

d*oü  il  sait  que   Ia  valeur  de  u  sera  exprimte  par  le  second 
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membre  de  la  fonnule  (9).    Ajontoos  que  cette  valeur  de  u  com- 
prend  des  foDctions  arbitraires,  doDt  le  nombre  est  ^gal  ä 

oa  ^gal  an  degrö  de  la  fonction  Fx  psLT  rapport  k  x. 


La  formule  (1)  \.  IV.  n'est  qa'nn  cas  particulier  de  la  fonnule, 
plus  g<^D^rale 


•y««» 


(1)        f^^)   9..,...»  =  4*'3?rÄgÄ-^9'*„. 

Sr  ^lant  une  fonction  Ai^b  signes  dy,  ds,..o  «t  fpx,^y%,,„  uae  fonctton 
es  Yariables  x^  y,  s,..»  auzqnelies  se  rapporteot  les  signes 
dx.  df;  &,...  Cette 'formale  se  dMuit  de  la  formule  (2)  §•  II.  en 
substituant  le  sigoe  dr  ä  j?  et  appliquant  les  op^ratioos  ä  la  fonction 

9«»i»ay-  •    D*apr^  ce  qui  a  M^  dit  dans  le  $•  IL  oo  cd.  dMnil 

(2)  S 

C  tftant  ind^pendant  de  x^  mais  du  reste  arbitraire  et  fonction  de 
A>  A>  y»  a;,..  .    Cette  formule  fera  d^pendre  Topöration 

d'uae  Operation  de  la  forme 

(3)  «"^Ä,....  . 

Lorsque  le  sigoe  v  repr^seote  une  fonction  du  premler  degrä 
par  rapport  aux  caracttfristiques  8^,  d«,..»  seit 

on  aura 

«     /»>»  =  «    »'^*     /if,«,..=^/H-«,»+^v 

Mais  le  eigne  v  pa^Bant  le  premier  degrö«  il  ne  sera  plus 
possible  d*expnmer  Texpression  (3)  en  forme  finie.  Toutefbis »  en 
r^uisant  en  s^rie,  on  a  gdni^ralemenl 
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•  Haan  M  afamkn  citier.  et  f  m  Msbi« 
pait  faire  MxnMre  jnqa'a  H^W:  f am  Hai 


(4)  e*^  Ä,^..  =  Ü*  ^Ä..,..  +  Ä. 


Od  oe  cama  dooe  d^tennucr  g^n^ralcnMot  la  Talcor  de  rop^isfioa 
e*v^^,s,..  paar  tonte  fooctioD  ^s,...  et  ponr  tontes  les  TaiciirB 
qn'oo  attribne  ans  variables  jf,  s,.:  Ifaiii  la  fonction  i^s,..»  ctaat 
latioDDelle  et  eotiere  |iar  rapport  a  jf»  :,...,'Oii  da  ownis  d^felop- 
pable  en  a^rie  coDVtfgente  poor  timte  valcnr  des  variaUes  jf,  z » - -9 

5  =  0, 


loraqa'on  attriboe  k  s  one  Taleor  infiiuiaeat  gmide,  oe  ipii 
r^qoEttioD  (4)  eo 

formale  qaa,  joiote  k  la  formale  (2),  fera  connaStre  la  valeor  de 
rexpressioD 

Dans  qaelqaes  cas  od  parvient  m^me  a  d^rminer  Fexpressioo 
(3)  k  i*aide  d'iati^g^es  d^fioies.    En  effet,  partant  del'eqaation 

et  rempla^ant  ü  par  t^fi,  od  en  conciut 

T»,/— OD 

eo  suppoaant  que  (i  oe  soit  pas  lofiDi^  oa  bien,  cd  sopposaot  qoe 
ie  produit 

soit  Dul  pour  i=i:x.    Pnis  on  a  pareiUemeot 
^«         1    /*»     -^.  j^y 


Digiti 


izedby  Google 


401 

et  par  suite 


^^-'^yiC'-^'"'"""^- 


Ott 

«OD         /»OD 

-OD 

et  ainsl  de  »uite.    Ed  posaot,  pour  fixer  les  idtfes» 

et  appUtfaant  ies  op^^ratioos  k  voe  foDcflon  de  y  et  s,  oa  fire  de 
la  pr^cMieDte  « 


e 


oa 


e 


iUoutoDS  toutefoia  qne,  d'apr^a  ce  qa'on  yient  de  dire,  cette 
fonaale  eubsistera  aealement,  lorsque  rexpreaeioo 


e'^aooaira  poar  <s=i:<3D  et  «sdb<^- 
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Ein  paar  einfache  Anwendungren  der 

geometrischen  Darslellnng:  imagrinftrer 

Zalilen,  inishesondere  auf  cubische 

C^leichungren. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

SQ  iluinoTer«^ 


Die  durch  Gauss  begründete  Theorie  der  complexen  Zahlen 
würde  Dach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  eine  viel  schnellere  An- 
erkennung und  Verbreitung  gefunden   haben ,    wenn   es  dem   be« 
rühmten  Geometer  gefallen   hätte ,  zugleich  recht  zahlreiche  An- 
wendungen jener  Theorie  zu  ^eben ,  und  wir  glauben  selbst ,  dasa 
es  jetzt  noch  nicht  zu  spät  sei ,  solche  Anwendungen ,  so  yiel  sieb 
ihrer  darbieten  wollen  und  so  einfach  sie  auch  an  sich  sein  mögen, 
aufzusuchen  und  bekannt  zu  machen.    Am  nächsten  li^en  die  An* 
Wendungen  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  wozu 
wir  bereits  Tbl.  VI.  8.  225.  des  Archivs  einen  Beitrag  zu  geben 
versucht   haben;   ein  paar  der  einfachsten  wollen   wir  hier  noch 
folgen  lassen 9    indem  wir  die  Voraussetzung  machen»   dass  die 
Einfachheit  der   Gegenstände  in   dem   angegebenen  Grunde    ihre 
Rechtfertigung  finden  werde.     Vielleicht  dürften  sie  Lehrern  zur 
Benutzung  beim  Unterricht  willkommen  sein. 


1. 

Es  sei  die  Gleichung 

a«  —  a  =  0  (l) 

Segeben,    wo  a  eine  positive,  negative  oder  imaginäre  Zahl  he- 
euten  mag,    so  ist  die  vollständige  Auflosung  derselben  io  der 
Gleichung 
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enthatten.  Denn  man  eonstnure  die  Zahl  a  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen ,  und  sie  nehme  daselbst  die '  Gestalt  an 
0(cos9>-f  tsina>)y  wo  9  einen  zwischen  0  incl.  ond  2;c  enthaltenen 
Winkel  darstellt;  so  wird  der  Gleichune  (1)  jeder  complexe  Werth 
fSr  X  genügen 9  dessen  Modulus,  zur  Potenz  n  erhoben,  s^.nnd 
dessen  Winkel ,  n  mal  gesetzt,  entweder  g>  selbst  oder  einen  um 
ein  Vielfaches  von  Stc  davon  verschiedenen  Werth  liefert,  d.  h. 
man  wird  haben 


a:  =  9«  (cos^    -  ^  +  »sin^       ^> 


wo  für  k  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder 
Null  ji^esetzt  werden  &r(,  Dass  dieser  Ausdruck  übrigens  nur  n 
von  einander  verschiedene  Werthe  darstellt,  die  in  der  £bene  der 
complexen  Zahlen  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Peripherie  eines 

Kreises  vom  Halbmesser  gn  liegen»  ergibt  sich  aus  der  Con- 
stmction  des  Ausdrucks  unmittelbar. 

So  entsprechen  z.  B.  der  Gleichung 
x^—1  =  0, 
wo  p=Kf  und  9>=s0  zu  setzen  Ist,  die  drei  Wurzeln: 
y  =  co80-h<sinO=l, 
y'=  cos'^  +  .sin^=-t+ii^=:3  *), 

mt  i^    .     •      .      ^^  i  1   Ar       h 

ar^  cos-o-  +  »flm^=— j— 2  ^"^5 

welche  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  Taf.VI.FIg.4.,  vraAX 
die  positive  reelle  und  il  Fdie  positive  imaginäre  Einheit  oezeichnet, 
durch  die  Punkte  X,  B,  C  dargestellt  werden.  Diese  Werthe 
wurden  erhalten,  indem  man  ^  =  0,1,2  setzte;  wollte  man 
A  =  3  etc.  annehmen ,  so  würde  man  nur  wieder  zu  den  nämlichen 
Pvnlclen  der  Ebene  gelangen. 

Oder  der  Gleichung 

ar»+l  =  0, 
wo  ^  =  1  und  9  =  »  zu  setzen  ist,  entsprechen  die  drei  Wurzeln: 


«}    Wir  verstehen,  nach  Cauchy,  ininer  die  poittive  Worael, 
wenn  wir  ein  einfache«  Wurzelzeichen  MtseD. 

26* 
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.^ «—       5»  ...   5«     1      1  ^  -ö 


in  Taf.  VI.  Fig.  5.  B,  C,  D. 

Ebenso  entsprechen  der  Gleichung 


^»-4  +  j^-3)=0, 


wo  9  =  1  und  9=^  i«t>  die  drei  Wurzeio: 

ar'  =  cos  J  +  «  sio  ^    =   0,9397+  t.0,3420, 

x"  =  co8^  +  »sin^=— 0,7660 +«.0,6428; 

:c"'=  cos^+tsin^=-0,1736-i.0,9848; 

in  Taf.  IV.  Fig.  6.  B,  C,  />.  In  allen  diesen  Fällen  fährt  jeder  der 
Bdgen  XBy  XC,  XD,  wenn  man  ihn  von  X  aus  dreimal  aaf  der 
Kreisperipherie  abträst,  genau  wieder  zu  demjenigen  Punkte  der- 
selben, der  dem  Winkel  w  der  gegebenen  Zahl  a  entspricht,  näm- 
lich in  Taf.  VI.  Fig.  4.  zu  JT,  in  Taf.  VI.  Fig.  5.  zu  C,  in 
Taf.  VI.  Fig.  6.  zu  M\  die  Punkte  B,  Cy  D  selbst  aber  li^;eo 
um  je  120  Urade  aus  einander. 

Wenn  der  Modulus  q  von  a  verschieden  von  Eins  ist,  so  geht 

die  vorstehende  Operation  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  p« 
vor  sich,  worüber  es  keines  Zusatzes  weiter  bedarf.  Ebenso  be- 
darf es  kaum  der  Erinnerung,  dass,  wenn  die  complexe  Zahl  a 
in  der  Form  a+t^  gegeben  ist,  man  ^  und  9>  durch  die  Gleichungen 

z,u  bestimmmen  hat.  Man  vergleiche  übrigens  den  schon  aoee^ 
führten  Artikel  Tbl.  VI.  S.225.  des  Archivs,  besondeiB  §.3.n.$:i. 


2. 

Es  sei  ferner  die  Gleichung 

x^+qx+r=zO  (2) 

gegeben,  so  werden  bekanntlich  ihre  Wurzeln  nach  der  Cardani- 
sehen  Regel  durch  die  Gleichung 
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gegeben .  wo  y  und  x  an  die  Bedingangeo  gebanden  sind : 


»*  =  — 3; 

▼on  welchen  drei  Bedingangsgleichungen  die  letzte  nur  aussagt, 
das«  das  Product  der  zusammengehörigen  Werthe  von  y  yna  z 
reell  sein  müsse,  wenn  nämlich,  wie  wir  hier  annehmen  wollen, 
die  CoeiBcienten  der  Gleichung  (2)  gleichfalls  reell  sind. 

Die  Werthe  von  y*  und  z'  werden  reell  oder  imaginär,   je 
nachdem 

Ö)'i-(0"-'(l)'<-(0'' 

die  beiden  ersten  von  jenen  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich 
demnach  im  ersten  Falle  auf  die  Formen 

im  zweiten  Falle  auf  die  Formen 

In  beiden  Fällen  lässt  sich  demnach  tlie  Aufsuchung  der  drei 
Werthe »  deren  sowohl  y  als  z  fthig  ist,  immer  nach  der  vorhin 
angegebenen  Behandlung  der  Gleichung  (i)  leisten,  und  es  tritt 
mithin  der  sogenannte  Casus  irreducibuis  hier  nicht  in  den  Rang 
eines  Ausnahmefalls,  sondern  es  wird  ihm  im  Geiste  der  Theorie 
der  complexen  Zahlen  genau  die  nämliche  Behandlung  zu  Theil, 
wie  jedem  andern  in  der  Car^nischen  Formel  enthaltenen  Falle. 

Statt  die  bekannten  allgemeinen  Formeln  zu  entwickeln,  die 
uns  keine  bestimmten  Constructionen  eestatten  würden ,  ziehen  wir 
es  vor,  die  Sache  an  numerischen  Beispielen  zu  erläutern. 

Es  sei  1)  gegeben : 

«»-184?  + 12=0, 
so  hat  man 

y»= -6+1^^=480,    z5= -6-1^1:580, 
= — 6 + 1 .  13,416,      =— 6  - 1 .  13,416 ; 

welche  beiden  complexen  Werthe  in  Taf.VI.  Fig.  7.  constmirt  sind,  wo 
AX  die  Richtung  der  positiven  reellen  und  A  Y  die  Richtuns  der 

?08itiven  imaginären  Zahlen  bezeichnet;  iljB =—'6,  £C=t.  13,416, 
?D  =  -*  t,  13,416.    Um  von  lyieraus  zu  den  Formen 
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y*  =  ff (coBip  + 1 sin 9») ,    *»  =  tf'  (cos «p'+  i sin 9') 
flbenEttgehen,  bat  man 

^  =  9'  =  V"P+l33l^  =  U,Ö96; 

fFelctfe  GrOsiwn  gleichfalls  io  der  Figur  siebtbar  sidcI»   nämlich 
AC—Q,  XAC^^>,  AD:=:q',  XADisitp'. 

Die  Weitbe  Ton  y  und  z  selbst  finden  sich  nun  nach  Anlei- 
tung der  oben  gegebenen  Auflosun|i^  der  Gleichung  (1).  Man  con- 
struirt  aus  dem  Punkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
^£=pi= 2^449  eioen  Kreis  und  schneidet  auf  dessen  Peripherie 
von  E  aus  sowohl  von  EF  ein  Drittel  ^=^ELy  als  auch  von  EG 
^in  Drittel  ^z=.EU  ab;  alsdann  geben  die  Punkte  h  und  JJ  resp. 
zwei  Werthe  j^  and  J  von  t^  und  z ;  und  geht  man  von  diesen 
Punkten  um  je  120^  und  3i0®  weiter ,  so  erhält  man  die  beiden 
andern  Werthe  von  y  so  wie  von  z,  nämlich  y"  und  y"^  in  üf  und 
iVy  und  z"  und  t!"  in  üf  und  K*  Diese  sechs  Punkte  liefen, 
wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  der  Achse  AX\  nämlich  es  entsprechen  einander  h  und  2V, 
ilf  und  Jlf.iVund  h\ 

Um  endlich  x  zu  finden,  hat  man  diejenigen  Werthe  von  t/ 
und  z  zusammen  zu  suchen,  deren  Product  reell  ist.  Aber  zwei 
imaginäre  &hlen  sehen  nur  dann  ein  reelles  Product,  wenn  die 
Summe  ihrer  Winkelzahlen  Null  oder  ein  beliebiges  Vielfaches 
von  9r  aasmacht  *) ;  folglich  lehrt  ein  Blick  auf  die  Figur ,  dass 
man  x  zusammenzusetzen  habe 

entweder  aus  h  und  iV',  oef  '=^  y'  -\-  z'"\ 
oder  aus  üf  und  Jf',  ar"  =  y"  +  2"; 
oder  aus  iV  und  i',    af"  =  y^+  z* 

Folglich  hat  man  unmittelbar  in  Betracht  der  symmetrischen  Lage 
jener  Punkte 


**)  Man  kann  dies  analjtiseh  beweisen,  indem  das  Product 

Q  (  cos  9  -|-  i  sia  ^) .  (»'  (cos  9 '  -|-  £  sin  9')  =  ^p'  (cos  9+9'  +  i sin  9+9') 

nnr  dann  reoll  wird ,  wenn  sin  a+y'  =  0  ist.  Aber  auch  aaf  geonietri- 
■ehem  Wese  ergibt  es  sich  leicht,  indem  die  mit  dem  einen  Factor 
nach  Vorsciurift  des  andern  Factors  Torcnnehmende  Drehung  genau  in 
die  Achse  der  reelles  Zahlen  überführen  muss. 
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«'  =  2^Jco»|  =2. 2,449. cos  38'!' 54*=  3,8587. 
j"  =  2ptco82:^=2.2,449.co8l58«'l'64*=-4,5433. 
j:*=  2^;  co8?±-=2.2,449.co8278»l'64*=    0,6848. 

Es  sei  2)  gegebeo 

x»  + 18a: +  12  =  0, 
«o  hat  man 

jy»  =  _6+t^252,    23  =  _6_ir255, 
=  9,874  =--21374; 

welche  beiden  reellen  Werthe  durch  die  Punkte  B  and  C,  Taf.  VI. 
Fig.  8.,  der  Achee  der  reellen  Zahlen  dargestellt  werden  mugea, 
indem  ^Ifi  r=  9,874  und  ^Cr=: —  21,874.  Will  man  dieaelbea 
unter  den  Formen 

jf*  =  ^(cos9-f £fün<)p),    *'  =  q' (cosp'+iskkip) 

darstellen,  so  hat  man  su  setzen 

p  =  9,874,    ^'  =  21,874; 
9  =  0,  9=». 

Die  Werthe  von  ff  finden  sich  nun  nach  dem  Obigen,  indem 
man  aus  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  2<Z>=^^=2,14^ 
einen  Kreis  construirt  und  diesen  von  />  aus  in  drei  gleiche  Tfaeile 
theilt;  die  Theilpunkte  />,  £,  F  entsprechen  alsdann  den  drei 
Werthen  y,^  y,  y^  von  y. 

Ebenso  finden  sich  die  Werthe  von  z,  wenn  man  gleichfalls 
aus  A  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  ilG=  p'i  =  2,7967  con- 
struirt und  diesen  von  H  aus  in  drei  gleiche  Tneile  tb^ilt;  hier 
entsprechen  die  Theilpunkte  J,  H,  K  den  drei  Werthen  2',  z^,  z*^ 

von  z. 

Die  zusammengehörigen  Werthe  von^  und  z,  deren  Summe 
X  ausmacht,  sind  hior  wieder  durch  die  i^dingung  diarakteilsirt, 
dass  ihr  Product  reell  sein  soll.  Mit  Rücksicht  darauf,  das«  nach 
dem  Obigen  in  diesem  Falle  die  Summe  der  Winkelzahlen  von  y 
und  z  Null  oder  ein  Vielfaches  von  n  betragen  rauss,  ist  also  x 
zusammenzusetzen 

entweder  aus.  D  und  H,  j;'  ==:  jy'  -f  a(* ; 
oder  aus  E  und  /,  o:^  =  y*'  +  z' ; 
oder  aus  F  und  AT,  j/"  =  y*  +  z*^ ; 

folglich  erhält  man  unmittelbar  aus  der  Figur 
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af  =  ^*+  ^'*  cos  «  =-0,6614, 

=  03257+1.4,2799, 


a:«'  =  ^4co«^+^'*co8j  +  t(9f8lD^  +  ^'*«lD|) 


««'ss  ^T  COS  ^+  ^*  C0S-^  +  «(^*81D-y  +^'*  Sin  --) 

=  03257  — t.  4,2799. 

Welche  Abkürzaneen  sich  bei  dieser  Rechoung  aDbrineeii 
lassen ,  und  wie  sich  daran  eine  allgemeine  Behandlung  der  Gtr- 
,  danischen  Regel  knfipfen  lässt,  das  ist  ohne  Mühe  klar.  Bemerken 
wollen  wir  nur  noch,  dass,  so  wie  in  der  symmetrischen  Lage  der 
Werthe  von  y  gegen  die  von  i  in  Taf.  VI.  riff.7.  der  Grund  zu  er- 
kennen  ist,  wesshalb  bei  der  Addition  die  rein  imaginären  Theile 
verschwanden  und  alle  drei  Werthe  von  x  reell  wurden ,  ebenso  in 
der  Verletzung  dieser  Symmetrie  in  Taf.  VI.  Fig.  8.  der  Grund  gesucht 
werden  muss,  wesshalb  hier  die  imaginären' Theile  in  zwei  Fällen 
stehen  bleiben  und  nur  Ein  reeller  Werth  von  x  erscheint.  Wenn 
die  beiden  Kreise  in  Taf.  VI.  Fig.  8.  einander  decken,  während  alles 
übrige  ungeändert  bleibt,  d.h.  wenn  y'= — z',  so  tritt  eine  symme- 
trische Lage  jener  Werthe  gegen  die  Achse  AY  ein,  und  es  ver- 
schwinden mitnin  aus  den  Werthen  von  x  die  reellen  Theile; 
doch  ist  dieser  Fall  der  stillschweigenden  Voraussetzung  entge- 
gen, dass  r^O  sein  soll. 


3. 

Man  hat  eine  Formel,  vermittelst  deren  man  die  Quadrat- 
wurzel aus  einer  complexen  Zahl  a-^-ib  auf  algebraischem 
Wege  findet,  nämlich 

^7J?T!»  =  V((^i^  +  H  ((^^^^)).     (») 

Diese  Formel  finden  wir  durch  geometrische  Betrachtung  wie  folgt. 

Wir  fibertragen  die  complexe  Zahl  '  a  -f  t6  auf  die  Form 
^(cos^-f  tsin^),  indem  wir  setzen 

%xi  werden  nach  Vorschrift  der  Grleicfaiing  (1)  die  beiden  WerAe 
von  V((a+t6))  dargestellt  durch 

^*  (cos 2+ «sin |)  und  ^i(cos|+»+t»D|+'K)^ 
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^    •   .•  .5«  ^\ 


r((a+ib))  =  ±  ^4  (cos  I  +  i  «in  ^) 

nisammeogefasst  werden  können.  Hierin  sind  nur  (Qr  cos  ^  und 
sin  s-  die  bekannten  Ausdrücke  durch  cos  q>  an  die  Stelle  zu  setzen, 
um  zu  der  Gleichung  (3)  zu  gelangen.    Man  hat 


^C08^)   = o  > 


,.c.|=V((5^^±s))= 

und  durch   Substitution  dieser  beiden  Werthe  fiir  q^  cos  ^  und 

^i  sin  j  entsteht  uumittelbar  die    obige  Formel.     Man   überzeugt 

sich  auch  leicht^  dass  trotz  der  mehrfachen  doppelten  Zeichen, 
welche  durch  die  Rechnung  hineingekommen  sind,  die  Formel  (3) 
dennoch  nur  zwei  Werthe  enthält;  denn  die  beiden  Theile  auf' der 
techten  Seite  der  Gleichung  (3)  müssen  einerlei  oder  Terschiedene 
Zeichen  besitzen^  je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  Ist. 

Wollte  man  eine  ähnliche  algebraische  Formel  für  Cubikwurzel- 
ausziehung  haben,  so  würde  man  setzen 


^  .  .-  .:„  9^^ 


V((a+t6))  =  0*  (cos^  +  i  sin  f) , 

und  =  gl  (cos  2:^+ 1  sin  2-^) , 
und  =  Qi  (cos  2+£!E+  i sin  2+lff); 


und  hier  würde  es  nothwendig  werden  ^  für  cos  %  und  sin  %  Aus- 
drücke durch  cos  tp   und  sin  q>  an   die  Stelle  zu  setzen.     Aber 
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solche  Ausdrücke    existiren    oicht;   denn  die  AuflSmmg  der  be- 
kannten Gleichungen 


cos  I 


liefert  nach  der  Cardanischen  Regel 

coS5-=  g^  ^((cosg)+i«ing)))  +  ^  ^^((cos^— isin^))), 

<D         1    »  i     ^ 

und  diese  Ausdrücke  fordern  genau  wieder  die  Auflösung  desjeni- 
gen Problems  y  von  dessen  Losung  wir  ausgegangen  sin£  so  dass 
wir  uns  im  Cirkel  bewegt  haben. 

Aber  man  erkennt  leicht»  dass  diese  Schwierigkeit  mit  jener 
andern  zusammenhängt,  dass  man  nicht  im  Stande  ist,  durcn  die 
Hflifsmittel  der  Elementar -Geometrie  einen  Winkel  in  drei  gleiche 
Theile  zu  theilen;  —  denn  wäre  eine  Construction  zu  diesem 
Zwecke  vorhanden ,  so  brauchte  man  ihr  nur  mit  der  Rechnung  zu 
folgen,  um  auch  für  jenen  Fall  die  gesuchte  Formel  zu  erhalten; 
—  und  es  zeigt  sich  somit,  wie  die  Unauflösbarkeit  des  berühmten 
Problems  von  der  Trisectio  anguli  unmittelbar  die  Unausfährbar- 
keit  der  algebraischen  ^  Cubikwurzelausziehung  aus  complezeu 
Zahlen  zur  Folge  hat,  ja  mit  ihr  bei  unserer  geometriechen  Auf- 
fassung der  complexen  Zahlen  eines  und  dasselbe  ist. 
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XIiVJL 

Velber  die  geometriscHe  BarsCeimng: 
oomplexer  Functionen« 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  WittBtein 

fa  HimnoTer. 


1. 

Wenn  man  sich  von  dem  Laufe  einer  Function  y=f(a:),  wo 
ff  und  X  nur  reeller  Werthe  Dlhig  sind ,  ein  anschauliches  Bild 
entwerfen  will,  so  pfleget  man  in  einer  Ebene  die  AVerthe  von  a: 
und  ,iy  als  rechtwinklige  Abscissen  und  Ordinaten  zu  coostruiren 
und  die  Endpunkte  dieser  letzteren  durch  einen  Zug  zu  verbinden, 
der  sodann  die  geometrische  Darstellung  jener^  Function  abgiebt. 
Diese  Veraoschaulichung  hört  aber  auf  anwendbar  zu  sein»  sobald 
für  X  und  y  auch  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen, 
und  so  pflegt  man  z.  B.  überall,  wo  fär  eewisse  reelle  Werthe  von 
jr  die  Werthe  von  y  ins  Imaginäre  fallen,  die  betreflfende  Curve 
als  geschlossen  anzusehen  nna  darüber  hinaus  von  einer  geome- 
trischen Darstellung  der  gegebenen  Function  nicht  weiter  zu 
reden.  So  schätzbar  nun  aber  -^  und  zwar  nicht  für  Lernende 
allein  —  selbst  zur  Lösung  rein  analytischer  Fragen  jenes  geome« 
trische  Uülfsmittel  ist,  eben  so  wichtig  wird  die  Frage,  ob  und 
wie  dasselbe  auch  auf  imi^näre  Functionen  Ausdetinnng  finden 
könne:  eine  Frage,  welche  in  der  von  Gauss  gesehenen plliglich* 
keit,  ima^nären  .Zahlen  eine  geometrische  üeoeutung  Bfoziwe* 
winnen,  eine  befriedigende  Antwort  zu  versprechen  scMint  Wir 
wollen  nachstehend  einige  Untersuchungen  darüber  anstellen,  wie 
weit  man  hierin  gelangen  kann ,  und  welche  Anwendungen  sich 
daraus  sowohl  für  die  analytische  Geometrie,  als  auch  rückwärts 
ftir  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  ziehen  lassen. 


Wollte  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  sowohl  für  j;  als 
auch  flir  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen ,  allgemein 
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die  Aufgabe  stelleD^  die  FaDction  y  ==f('3!)  nach  Analogie  der 
reellen  Functionen  geometrisch  zu  constniiren ,  so  ist  nicht  schwer 
zu  übersehen,  dass  dieser  Aufgabe  io  ihrem  vollen  Umfange  nicht 
Genüge  geleistet  werden  kann  Denn  offenbar  würde  man  als 
Analogon  der  Abscissen- Achse  in  der  Ebene,  hier  die  Ebene  der 
complexen  Zahlen  —  gleichsam  eine  Absei ssen-Ebene  -—  an- 
zuseilen haben,  als  Analogon  der  Ordinaten- Achse  aber  eine  mit 
jener  rechtwinklig  verbundene  zweite  Ebene  der  complexen  Zah- 
len, —  eine  Ordinaten-Ebene,  —  zu  welcher  sodann  durch  den 
Endpunkt  einer  jeden  Abscisse  eine  Parallele  gelegt  werden  konnte, 
die  zu  dem  festzulegenden  Punkte  hinführte.  Welche  Lage  man 
nun  auch  der  Ordinaten-Ebene  geben  wollte,  so  würde  dennoch 
immer  zwar  zu  jedem  complexen  Coordlnateapaar  .ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes,  aber  nicht  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  des 
Raumes  ein  bestimmtes  Paar,  sondern  eine  unendliche  Menge  von 
Paaren  complexer  Coordinaten  geboren;  und  damit  ist  die  Unzu- 
länglichkeit dieser  geometrischen  Versinnlichung  hinreichend  dar- 
gethan.  Wenn  man  nun  die  Ueberleguog  macht,  dass  zwei  com- 
plexe  Coordinaten  jederzeit  vier  von  einander  unabhängige  reelle 
Grossen  enthalten,  während  deren  drei  schon  zur  Festlegung 
eines  Punkted  im  Räume  hinreichen,  so  liegt  der  Schlnss  nahe, 
dass  erst  in  einem  Räume  von  vier  Dimensionen  ausführbar 
sein  würde,  was  uns  der  thatsächlich  vorhandene  Raum  von  drei 
Dimensionen  versagt. 

Aber  die  genannte  Unausführbarkeit  zieht  noch  eine  andere 
Folge  nach  sich.  Nimmt  man  nämlich  für  den  Augenblick  einen 
Raum  von  vier  Dimensionen  als  zulässig  an ,  so  kann  man  in  dem- 
selben ebenso,  wie  in  der  Ebene  die  beiden  reellen  Coordinaten 
a:  und  y  durch  die  einzige  complexe  Zahl 

x+iy 

dargestellt  werden,  auch  die  beiden  complexen  Coordinaten 
ar=:a/  +  w?*  und  y=y'+iy"  in  die  eine  —  wir  machten  sagen 
hypercomplexe  Zahl  zusammenfassen 

wo  J^=i*=— 1  sein  muss,  indem  /  eine  neue  imaginäre  Einheit 
bezeichnet,  die  den  rechtwinkligen  Uebei^ang  aus  der  complexen 
Abscisse  in  die  complexe  Ordinate  zu  vermitteln  hat.  Dieses  findet 
eine  merkwürdige  Bestätigung  durch  eine  Untersuchung  von 
Hamilton*).  Derselbe  stellt  nämlich,  um  aus  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  in  den  Raum  überzugehen,  hypothetisch  die 
dreltheilige  Form  auf 

a  +  ib+jc, 

als  deren  Modulus  die  positive  Quadratniirzel  aus  a^-f&^-fe^ 
anzusehen  ist,   und  gelangt  durch  arithmetische  Operationen  an 


*)  S.  d.  Abhandlang:  ,,Oii  Qiiaternions ,  or  on  anew  System  of  Ima> 
ginaries  in  Algebra.  By  Sir  W.  B.  Hamilton''  ia  dem  PJiUosophical  Haea- 
zine  für  1844  und  1845 ,  wo  dieselbe  bis  jetzt  noch  nicht  geschlossenist 
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dieser  Form,  und  mit  Feethaltung  des  Gesetzes,  dass  der  Moddas 
eines  Products  gleich  dem  Producte  der  Modnli  der  Factoren  sein 
müsse,  zu  dem  Resultate,  dass  jedes  Product  sich  unter  der 
viertheiligen  Form 

a+ib+jc+kd 

darstelle,  wo  man  ij:=z^ji=ik  und  /:^=— 1  zu  setzen  und  die 
positive  Quadratwurzel  aus  a^-f  6^-f-^Hh<^  ^^  Modulus  derselben 
anzusehen  habe.  Das  Rechnen  mit  diesen  viertheiligen  Formen 
(Quatemions)  liefert  aber  wieder  nur  viertheilige  Formen,  deren 
Entwickelung  den  Gegenstand  der  augelfihrten  Abhandlung  aus- 
macht, und  damit  scheint  in  der  That  unsere  oben  aufgestellte 
Form  einer  hypercomplexen  Zahl ,  als  nächster  Fortschritt  von  der 
complexen  Zahl  aus ,  so  wie  die  Forderung  eines  Raumes  von  vier 
Dimensionen  zur  Ausföhrung  der  Operationen  an  diesen  Zahlen, 
vollkommen  gerechtfertigt  zu  sein. 


3* 

Aus  dem  Vorstehenden  Ifisst  sich  ohne  Mflhe  der  Schluss 
ziehen,  dass  der  Raum  von  drei  Dimensionen  in  allen  denienigen 
Fällen  zur  geometrischen  Construction  der  Function  y=f(x)  hin- 
reichend sein  muss,  wo  entweder  nur  jp,  oder  nur  y  imaginäre 
Werthe  annehmen  kann,  während  die  andere  Veränderliche  reell 
bleibt 

Es  sei  erstens  nur  x  imaginärer  Werthe  ßihig,  so  wird 
man  die  Ebene  der  complexen  Zahlen  als  Ebene  der  o?,  und 
eine  im  Nullpunkte  derselben  errichtete  unbegränzte  Normale  als 
Achse  der  y  anzusehen  haben.  Jedem  complexen  Werthe  von 
0?  gehört  sodann  vermöge  der  Gleichung  yz=if(x)  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes  zu,  und  mn^ekehrt,  und  das  Continuum  aller 
dieser  Punkte  von  x=-^(X>  bis  x^=^-\-co  bildet  eine  Fläche, 
welche  mithin  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 
darstellt. 

Es  sei  zweitens  nur  y  imaginärer  Werthe  föhig,  so  wird 
eine  beliebige  im  Räume  gezogene  Gerade  die  Achse  der  j:,  un4 
eine  im  Nullpunkte  derselben  normal  damit  verbundene  Ebene 
der  complexen  Zahlen  die  Ebene,  der  y  abgeben.  Hier  gehört 
jedem  reellen  Werthe  Ton  x  ein  bestimmter  Tunkt  des  Raumes 
zu,  und  umgekehrt,  und  das  Continuum  aller  der  Function  v=/(:r) 
entsprechenden  Punkte  von  ^=:  —  qo  bisj;=:-|*(30  bil^t  eine 
Linie,  welche  als  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 
anzusehen  sein  wird. 

Setzt  man  im  ersten  Falle  x^zix' -^-ix^ ,  so  dass  mithin  die 
Achse  der  x'  als  Achse  der  reellen  Zahlen  und  die  Achse  der  af 
als  Achse  der  imaginären  Zahlen  in  der  Ebene  der  x  betrachtet 
wird,  Bo  hat  man 

y^f{x'-\rian 
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oder,  wie  man  im  Geißle  der  aoalytiecheo  Geometrie  schreibeo 
wOrde, 

als  Gleichung  der  resaltirendeo  Fläche 

Setzt  man  ebenso  im  zweiten  Falle  y=y'+^  ^oxA  zerftllt 
f{x)  in  die  beiden  Thelle  ^>{pc)^\f^{x)y  so  sind  gleichfalls  im 
Geiste  der  analytischen  Geometrie 

die  beiden  Gleichungen  der  entstehenden  Linie. 


4. 

'  Es  liegt  auf  der  Hand^  dass  die  beiden  angegebenen  Con- 
structionsmethoden  auch  dann  noch  anwendbar  bleiben,  wenn  f3r 
beide  veränderliche  x  und  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  wer* 
den,  aber  zugleich  eines  von  den  vier  Bestimmunesstflcken  dieser 
beiden  coniplezen  Werthe  in  der  Construction  unoeachtet  bleiben 
darf.  Mit  niilfe  dieser  Bemerkung  sind  wir  im  Stande,  die  Mehr- 
zahl der  bis  jezt  gegebenen  Beweise  des  Satzes : 

dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mltEioer  Un« 
bekannten  durch  einen  complexen  Werth  dieser 
Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann,. 

an  dem  Faden  der  genannten  Coostmctionsmethoden  systematisch 
zu  reprodnciren« 

Es  sei  die  Function  y=:f{x)  von  der  Form 

arw  +  aia:^*  +  a,aj^*+ -fo^» 

und  man  erhalte  durch  die  Substitution 

a:  =  p-\-iq^=:  r(cos^4-^'sinQ 

das  Resultat 

yz=iP^iQ  ^  Ä(cos  y+isin  T), 

so  ist  zu  beweisen»   dass  man  durch  schickliche  Wahl  von  x  zu 
dem  Resultate  ^=0,  d«  h.  entweder 

Ä  ;=  0, 

wobei  7  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  oder  gleichzeitig 

pz=zo,  e  =  o 

gelangen  könne. 
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Beweis  von  Caocliy*)* 

Am  Dfich^teD  dürfte  es  lieeen,  da  in  dem  ffeforderfen  Eod- 
resultate  der  Werth  vod  T  gleichgültig  isti  die  wusse 

als  Function  von  x  zu  constmiren,  wobei  nach  der  ersten  der 
obieen  Constructionsmethoden  zu  verfahren  sein  würde.  Die  ent- 
stellende Fläche  liegt,  da  R  nur  positiv  ist.  Vollständig  auf  Einer 
8eite  der  Ebene  der  x\  ferner,  wenn  x  über  eine  gewisse  Grösse 
hinaus  wächst ,  so  entfernt  sie  sich  immer  weiter  von  der  Ebene 
der  x\  folglich  rouss  sie  in  der  Nähe  des  Nullpunkts  dieser  Ebene 
nothwendig  wenigstens  Ein  Minimum  besitzen. 

Dass  nun  dieses  Minimum  nicht  von  Null  verschieden  sei, 
wird  von  Cauchy  auf  rein  analytischem  Wege  gezeigt.  Wie  man 
zu  demselben  Resultate  auch  durch  eine  geometrische  BetrachtuM 
gelane^en  kOnne,  bei  welcher  der  bis  dahin  vernachlftssiffte  Werth 
von  i^  wieder  in  die  Construction  hineingezogen  wird ,  haben  wir 
in  einem  früheren  Artikel  zu  zeigen  gesucht;  doch  gehOrt  diese 
Betrachtung  im  Grunde  nicht  hieher,  weil  sie  das  bisherige  gl»o- 
metrische  Bild  verläast,  iind  findet  besser  weiter  unten  ihren  Platz. 


Dritter  Bevveis  von   Gauss**). 
Nicht  90  unmittelber  scheint  es  sich  darzubieten  >  die  Grosse 

'•=»*((?)) 

als  Function  von  x  nach  der  ersten  Methode  zu  construiren,  welche 
GrSsse  nämlich  für  den  in  Frage  stehenden  Fall  durch  die  Bedin- 
gung charakterisirt  wird,  dass  sie  eines  jeden  beliebigen  (reellen) 
Werthes  muss  ßihig  sein.  ^  Im  Allgemeinen  ist  T  eine  vielformige 
Function  von  Xy  der  für  Jeden  Werth  des  x  unendlich  viele  um 
je  n  von  einander  verschiedene  Werthe  zukommen;  folglich  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  jeder  complexen  Abscisse  unendlich  viele 
um  je  n  von  einander  verschiedene  Ordinaten ,  und  die  resultirende 
Fläche  besteht  demnach  aus  einem  Systeme  über  einander  ÜM^en- 
der  Schichten,  die  um  einen  Abstand  von  je  tk,  diesen  im  Smne 
der  Ordinaten  gemessen,  von  einander  entfernt  sind.  Nur  für 
solche  Werthe  von  Xy  welche  f(x)=:0  machen,  muss  nach  dem 
oben  Gesagten  die  ganze  Ordinate  in  die  Fläche  hineinfallen; 
von  welcher  eigenthfimlichen  Beschaffenheit  der  Fläche  man  sich 
etwa  dadarch  ein  BUd  machen  kann,  dass  man  sie  mit  einer 
Schraubenfläche  vergleicht,  welclw  sich  um  jene  Ordinate  wie  tm 
eine  Spindel  henuBwuidet;  oder  auch  ao,  dass  jede  einzelne  Schicht 


^    Analyse  algöbrique.  Chsp.  \. 
**)    Commentatione«  tec.  reg.  Gottiag.  reoentierei.  Tom.  UL 
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der  Fläche  an  dieser  Stelle  das  Ansehen  eines  Wasserwirbels  oder 
Wasserstrttdels  erhält  Die  Existenz  solcher  Stellen  der  Fläche 
wären  also  nachzuweisen. 

Zum  Behafe  dieser  Nach  Weisung  führt  Gauss  die  genannte 
Eigenthümlichkeit  auf  die  analytische  Thatsache  zurüde«  dass  an 
den  betreffenden  Stellen  die  Grosse 

unendlich  gross  wird»  und  beweist  nun,  dass^  wenn  man  für  r  einen 
hinlänglich  grossen  Werth  Tq  an  die  Stelle  setzt,  die  Gleichung 

t/o        t/o  t/o       t/o 

aufhSrt  richtig  zu  bleiben ,  dass  mithin  V  innerhalb  der  Gränzen 
der  Integration  eine  Unterbrechuog  der  Continuität  erleiden  miiss, 
welche  sodann  unmittelbar  die  verlangte  Folge  nach  sich  zieht. 


Erster  Beweis  Ton  Ganss  *)• 

Zieht  man  statt  12  und  T,  welche  in  den  beiden  vorhereehen- 
den  Beweisen  betrachtet  wurden,  die  beiden  Grossen  P  una  Q  in 
Betracht,  und  construirt  dieselben  als  Functionen  von  j;  gleichfalls 
nach  der  ersten  der  in  §.  3.  angegebenen  Constructionsmethoden« 
so  erhält  man  zwei  Flächen ,  von  denen  leicht  nachgewiesen  werden 
kann,  dass  sie  beide  die  Ebene  der  a:  schneiden. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Durchschnittscurven  sind 

/>  =  0,  Q  =  0, 

und  es  kommt  mitbin  jetzt  noch  darauf  an  zu  zeigen ,  dass  beide 
Curven  auch  einander  schneiden  müssen,  damit  man  gleichzeitig 
habe  jP=0  und  Q=0.  Dazu  führt  aber  eine  specielle  Betrach- 
tung der  beiden  Curven  selbst,  wie  sie  Gauss  a.  a.  O«  anstellt 


Beweis  von  Deahna^). 

Um  die  comnlexe  Zahl  y  nach  der  zweiten  Constmctions« 
methode  des  $•  i,  in  einer  Ebene  für  sich  dargestellt  zu  erhalten, 
dürfte  der  einzige  brauchbare  Wee  darin  bestehen ,  dass  man  die 
Achse  der  x  als  Achse  der  r  ansient  und  zugleich  für  jeden  Werth 
von  r  den  Winkel  t  (der  in  der  Construction  nicht  sichtbar  wird) 
alle  Werthe  von  0  bis  2yt  durchlaufen  lässt.  Alsdann  erhält  man 
als  geometrisches  Bild  der  gegebenen  Function  nicht  eine  Linie, 


*)    Demonitratio  noTS  Theorematis  etc.    Heimttodii.  1790. 
**)    Greile'a  JouniaL  9».  Band.  S.  SSr. 
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wie  in  §.  3.,  sondern  jedem  einzelnen  Werthe  von  r  entspricht 
schon  in  der  sugehurigen  Ordinaten-Ebene  eine  geschlossene  Curve, 
deren  Radius  vector  =R  und  Eloneation  =  7^  ist,  und  das  Con- 
tinuum  aller  dieser  Curven  vonr=0  bisr  =  Qo  bildet  eine  krumme 
Fläche,  die  eine  Art  von  kegeiförmigem  Raum  umschiiesst.  Dieser 
Raum  ist  im  Sinne  der  wachsenden  r  offen ,  und  läuft  mit  r=0  in 
einen  Punkt  aus ,  dessen  Lage  auf  der  Ebene  der  y  durch  das 
letzte  Glied  On  der  Gleichung  f{a:)=0  festgestellt  wird. 

Der  in  Frage  stehende  Beweis  verlangt  nun  die  Nachweisung, 
dass  die  entstandene  Fläche  nothwendi^  Einen  Punkt  mit  der 
Achse  der  r  gemein  haben  mu8s>  und  dieses  wird  nachgewiesen 
sein,  sobald  sich  zwei  zur  Achse  der  r  normale  »Schnitte  lener 
Fläche  angeben  lassen,  von  denen  der  eine  ganz  ausserhalb  der 
Achse  liegt,  der  andere  aber  diese  Achse  umschiiesst.  Als  den 
einen  Schnitt  kann  mau  aber  die  Spitze  der  kegelförmigen  Fläche 
für  r=0  ansehen,  welche  niemals  mit  der  Achse  zusammenfallen 
kann;  und  den  andern  weist  Deahna  dadurch  nach,  dass  für  ein 

hinlänglich  grosses  r  der  Werth  von  -^  stets  positiv  bleibt,  mit- 
hin T  zugleich  mit  t  wächst,  und  folglich,  während  /  von  0  bis 
2n  sich  ändert,  T  gleichfalls  das  nämliche  Intervall  durchlaufen 
muss. 

Der  hier  angegebenen  Form  des  Beweises  können  wir  sogleich 
noch  eine  andere  Fassung  desselben  zur  Seite  stellen ,  durch  welche 
wir  wieder  auf  den  Beweis  von  Cauchy  zurückgeführt  werden. 
Um  nämlich  zu  zeigen ,  dass  die  genannte  Fläche  nothwendig  Einen 
Punkt  mit  der  Achse  der  r  gemein  haben  muss,  nehmen  wir  will- 
kürlich einen  ausser  der  Achse  liegenden  Punkt  in  jener  Fläche  * 
an;  und  kOnnen  wir  nun  nachweisen,  dass,  wie  auch  dieser  Punkt 
gewählt  sein  mag,  man  immer  einen  zweiten  Punkt  jener  Fläche 
angeben  kann,  der  der  Achse  näher  liegt,  so  ist  gleichfalls  der 
in  Rede  stehende  Satz  bewiesen.  Diese  Nachweisung  haben  wir 
aber  auf  geometrischem  Wege  Th.  VI.  Nr.  XXXV.  des  Archivs 
geliefert,  indem  unsere  dortise  Ebene  der  comptexen  Zahlen  als 
identisch  mit  der  jetzigen  Eoene  der  y  angesenen  werden  kann, 
nachdem  auf  diese  die  "beiden  betrachteten  Punkte  der  krummen 
Fläche  projicirt  worden  sind. 

Die  Reihe  dieser  Beweise  scheint  uns,  so  weit  die  geometri- 
sche Darstellung  der  Sache  in  Betracht  gezoeen  wird,  ein  voll- 
ständig in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  zu  bilaen,  wovon  wir  na- 
mentlich das  als  Beweis  anführen  mochten,  dass  wir  in  der  That 
den  Beweis  von  Deahna  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  selbst- 
ständig gefunden  und  erst  hinterher  uns  überzeugt  haben,  dass 
dieser  Beweis  im  Wesentlichen  nicht  neu  war. 


5. 

Die  analytische  Geometrie  beschäftigt  sich  in  ihrem  planime- 
trischen  Theile  mit  Linien  in  der  Ebene,  und  in  ihrem  stereome- 
trischen Theile  mit  Linien  im  Räume  und  mit  Flächen;  sie  drückt 
jede  Linie   in   der  Ebene    durch   eine  Gleichung  zwischen    zwei 

Thcil  VII.  27 
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Veräoderiicheii  ans,  jede  Linie  im  Uaume  durch  swei Gleichno^en 
zwischen  drei  Veränderlichen,  jede  Fläche  endlich  durch  eine 
Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen.  Gestützt  auf  die  in  §.3. 
entwickelten  Constructionsniethoden  sind  wir  aber  jetzt  im  Stande, 
in  jenen  drei  Fällen  die  betreffende  Linie  oder  Fläche  immer  dufch 
Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen 

darzustellen,  uiid  zwar  bedeutet  diese  Gleichung  entweder  eine 
Linie  in  der  Ebene,  oder  eine  Linie  im  Räume,  oder  eine 
Fläche,  jenachdem  x  und  y  reell  sind,  oder  nur  x,  oder  nur  y 
reell  ist« 

Was  zunächst  die  analytische  Möglichkeit  der  beiden  letzten 
Fälle  betrifft,  so  wird  die  Linie  im  Raiime  offenbar  nur  da- 
durch  zu  Stande  kommen  kennen,  dass  die  Function  fip:)  entweder 
complexe  Constanten  in  sich  schliesst,  oder  Operationen  angezeU^ 
enthält,  deren  Resultate  gleichfalls  complexe  Zahlen  «inoL  So 
ist  z.  B. 

wenn  a  und  b  complexe  Zahlen  sind,  aber  x  nur  reeller  Werthe 
fähig  sein  soll,  die  allgemeine  Gleichung  einer  geraden  Linie  im 
Räume;  und  ebenso  ist 

wo  a  reell  sein  mag  oder  nicht,  die  Gleichung  eines  Systems  von 
drei  congnienten  ebenen  Curven,  deren  Ebenen  einander  in  der 
Achse  der  x  unter  Winkeln  von  120^  schneiden.' 

Eine  Fläche  dagegen  würde  dadurch  entstehen  müssen,  dam 
die  Function  /  {x)  mit  der  complexen  Veränderlichen  ,x  nur  solche 
Operationen  vorzunehmen  fbrderte,  welche  stets  ein  reelles  Re» 
siutat  ^ebcn.  Dies  lässt  sich  aber  durch  keine  der  bekannten 
Operationen  allgemein  leisten,  weil  jede  Operation  an  einer  com- 
plexen Zahl  im  Allgemeinen  wieder  eine  complexe  Zahl  liefert ;  es 
wird  jederzeit  nur  eine  gewisse  Gruppe  complexer  Werthe 
för  X  angegeben  werden  können ,  fiir  welche  f{x)  reell  wird ;  und 
da  diese  Werthe  von  x  in  der  Ebene  der  x  im  Allgemeinen  eine 
Linie  bilden  werden,  so  stellt  in  dieser  Beschränkung  die  Gleichung 
y^f{x)  auch  nur  eine  Linie  im  Räume  dar.  Man  darfte  in  der 
Thftt  kein  anderes  Ergebniss  erwarten,  da  diese  Auffassung  der 
Linie  im  Räume  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Coordinaten  vertauscht  sind. 

Es  sei  z.  B. 

ij'=:aX'{'b 

so  hat  man,  damit  y  reell  werde,  die  Bedingun^leiduing 
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a^ar^  + «•!:'  + 6^  =  0, 


welche  beiden  Gleicfanngen  zwischen  den  drei  reellen  Veränder- 
lichen a?  ^  af  y  y  eine  gerade  Linie  im  Räume  darstellen.  Wollte 
man  aber  die  gegebene  Gleichung  für  x  auflösen,  so  wflrde  man 
haben 


folglicb»  indem  man  x-=.af  -{^ia!*  setzt, 

als  die  beiden  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume,  welche, 
wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  mit  den  beiden  zuerst  gefundenen 
Gleichungen  zwischen  x*,  x"y  y  identisch  sind« 

Wir  kennen  hieraus  allgemein  den  Schluss  ziehen,  dassjede 
Gleichung  zwischen  einer  reellen  undeiner  complexen 
Veränderlichen 

stets  eine  Linie  im  Räume  bedeutet,  und  zwar  stets 
die  nämliche  Linie,  man  mag  v  als  Function  von  x  an- 
sehen oder  umgekehrt;  ^  sobald  nur  bestimmt  angegeben  ist, 
.  welche  der  beiden  Veränderlichen  reell  und  welche  imaginär  sein 
soll.  Eine  Vertauschung  in  dieser  letzteren  Beziehung  wird  im 
Allgemeinen  eine  andere  Linie  hervorbringen.  Am  bequemsten 
aber  bleibt  es  in  allen  Fällen,  die  imaginäre  Verändeniche  als 
Function  der  reellen  aufzufassen  und  zu  construiren,  wie  wir  es 
anfangs  gefhan  haben,  weil  man  alsdann  in  einer  einzigen  Glei- 
chung ausgesprochen  erhält,  wozu  man  sonst  deren  zwei  nöthig 
haben  würde. 

Was  nun  aber  die  bis  hierher  noch  unerledigte  Frage  nach  der 
Gleichung  einer  Fläche  betrifft,  welche  für  jeden  complexen 
Werth,  den^an  dem  x  beilegen  mag,  stets  nur  einen  reellen 
Werth  für  y=/(a?)  hervortreten  lassen  soll,  so  gelangt  man  zu 
derselben  nur  durch  Einführung  einer  neuen  Art  von  Function, 
welche  eben  durch  die  hier  geforderte  Eigenschaft  charakterisirt 
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trird.  Die  Gnmdformeii  dieser  Faactfonen  sind  schon  in  $.  4. 
bei  den  dort  construirten  Flächen  in  Anwendung  gekommen;  e» 
sind  folgende  vier: 

y  =  Mod.  X  5 

y  =:  Are«  x, 

y  =  Co<^.  real.  Xy 

y  =  Coöff.  imag.  x  *)  J 

welche  dadurch  compücirter  werden  können ,  das»  man  statt  x  eine 
beliebige  complexe  Vunctioo  von  x  und  statt  y  eine  beliebige 
reelle  Function  von  y  an  die  Stelle  setzt.  So  würde  z.  B.  die 
allgemeine  Gleichung  der  Ebene  durch 

y  =  Coöff.  real.  {ax-\-b) 

dargestellt  werden  können ,  wo  a  trnd  6  allgemein  complexe  Zahlen 
bezeichnen ;  denn  diese  Gleichung  lost  sich  auf  in 

y  =  Co€ff.  real.  \{a' ^-ia'^ix^ix'')  +  A'  +  i6'^! 

welches  die  gewöhnliche  Form  dieser  Gleichung  ist. 

Hiernach  können  wir  alßo  allgemein  sagen,  dass,  obgleich 
eine  Gleichung  zwischen  zwei  complexen  Veränder- 
lichen 


F(a:,y)=:0 

an  und  für  sich  einer  geometrischen  Deutung  nicht 
fähig  ist,  dennoch,  wenn  man  sie  für  eine  der  Verän- 
deriichen  auflöst,  und  statt  dieser  comprlexen  Verän- 
derlichen nur  einen  ihrer  reellen  Bestandtheile  inBe- 
tracht nimmt,  die  Gleichung  stets  eine  Fläche  bedeute: 
jedoch  im  Allgemeinen  eine  verschiedene  Fläche,  jenachdem  man 
die  eine  oder  die  andere  Veränderliche  als  abhängige  Verändef- 


liehe  ansieht. 


Gestützt  auf  die  hier  entwickelten  Grundgesetze  ergiebt  sich 
nun  eine  neue  und  höchst  eigenthümliche  Behandlung  der  Objecte 
der  analytischen  Geometrie,  welche  nicht  nur  der  bisherigen  ana- 
lytischen Geometrie  vollkommen  parallel  läuft,  sondern  auch  in 
mehr  als  einer  Hinsicht  durch  Einfachheit  und  Eleganz  ihrer  Ent- 


•)  £•  %t\  x:=flc'  +  i*"  =  ^(coay +i  sui^),  «o  U%  Mod*  x=^, 
Are.  3c=:9>,  Coeff.  real.  x=33c',  Coelf«  ima^.  xi=x''.  Wir  haben  dme 
Beseichnnngen  ihrer  leichten  Verständlichkeit  wegen  gewählt,  obgleich 
■ie  sich  wenig  durch  £infiichheit  aoNeichnen. 
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nick^oneeii  solche  Vorzüge  besitzt,  dass  wir  hoffen  därfen,  sie 
bald  io  den  Unterricht  und  die  betreffenden  Lehrbücher  aufge* 
nommen  zu  sehen. 

Untersuchen  wir,  um  an  einem  einfachen  Beispiele  den  Geist 
dieser  neuen  Behandlung  anschaulich  zu  machen,  die  Bedeutung 
einer  Gleichung  vom  ersten  Grade  zwischen  zwei  Veränderliche^ 

Ay-{^Bx+  C  — 0, 

so  können  1)  für  reelle  Werthe  der  Goefficienten  A,  B,  C  auch 
die  Veränderlichen  x  und  y  im  einfachsten  Falle  nur  reeller  Werthe 
nUiig  sein,  und  die  Gleicnung  stellt  in  diesem  Falle  eine  gerade 
Linie  in  der  Ebene  xy  dar,  wie  bekannt. 

Werden  dagegen  2)  für  A,  B,  C  auch  complexe  Werthe  zu- 
gelassen, so  kann  die  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  von  den  bei- 
den Veränderlichen  x  und  y  mindestens  die  eine  gleichfalls  com- 
plexe Werthe  annehmen  darf.  Es  sei  y  diese  Veränderliche«  so 
findet  man  durch  Auflösung  für  y 

B         C 

wofür  man  zur  Abkürzung  schreiben  kann 

y:=zax+b, 

wo  a  und  b  im.  Allgemeinen  wieder  complexe  Zahlen  sind.  Zur 
Constraction  dieser  Gleichung  legen  wir  nun  eine  Achse  der  x 
und  eine  Ebene  der  ^  zum  Grunde;  dass  die  Gleichung  alsdann 
aber  eine  gerade  Linie  im  Räume  darstellt,  lässt  sich  genau  eben 
so  zeigen,  wie  man  es  in  der  Ebene  zu  thun  pflegt« 

Es  ist  nämlich  der  Quotient  ^       =  a,    also    constant;   folg- 

X 

lieh  bezeichnet 

wo  fOr  den  Augenblick  y— 6  als  Ordinate  angesehen  werden  mag, 
eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gehende  gerade 
Linie,  die  in  einer  durch  die  x  Achse  eelegten  Ebene  zu  Stande 
kommt,  welche  gegen  die  Ebene  xy*  eine  Neigung  =  Are.  a  be- 
sitzt; die  Neigung  dieser  Linie  gegen  die  x  Achse  selbst  wird 
durch  einen  Winkel  bestimmt,  dessen  trigonometrische  Tangente 
=  Mod.  a  ist.  Dieser  letzte  Winkel  kann ,  da  Mod.  a  stets  po- 
sitiv ist,  nur  zwischen  0  und  ^  oder  zwischen  n  und  -^   enthal- 

ten  sein;  doch  liegt  darin  keine  Beschränkung,  da  Are.  a  eines 
jeden  Werthes  zwischen  0  und  2;v  föhig  ist. 

Die  Gleichung 

y^=:  ax-t-b 
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selbst  stellt  non  eine  Parallele  mit  jener  Greraden  dar»  welche 
durch  einen  Punkt  der  Ebene  der  y  ffihrt,  dessen  compiexe  Coor* 
dlnate  =  b  ist. 

Nimmt  man  j?=:0,  so  liefert  die  Glmchung 

eine  zur  x  Achse  parallele  Gerade »  und  ist  ausserdem  C=0, 
mithin 

so  WM  die  Gerade  mit  der  x  Achse  asnsammen. 
Ist  aber  ^  =0>  so  kann  die  Gleichung 

mit  der  hier  geforderten  Beschränkung»  A9BB  x  nur  reeller  Wertfae 

fähig  sein  soll»  nur  noch  bestehen,  wenn  -^  reell  ist;  siebezeich» 

net  aber  unter  dieser  Voraussetzung  nicht  mehr  eine  Gerade» 
sondern  eine   zur  Achse  der  x  normale  Ebene»    weiche  diese 

Achse  in  dem  Punkte  a?  =  — -^  schneidet;  mithin  die  Ebene  der 

V  selbst»  wenn  C=0  und  folglich  jr=0  ist.  Dieser  Ausnahme- 
fall gehurt  indessen  streng  genommen  nicht  hieher»  da  hier  die 
von  Yorn  herein  vorausgesetzte  Möglichkeit»  y  als  abhängige 
Veränderliche  anzusehen»  aufgehoben  Ist. 

Werden  für  die  CoefBcienten  A,  By  C  reelle  oder  complexe 
Werthe  gesetzt»  so  kann 

3)  die  Gleichung 

Ay+Bx+C:=:0 

als  solche  auch  noch  bestehen»  wenn  für  beide  Veränderliche  x 
und  y  complexe  Werthe  zugelassen  werden ;  soll  aber  die  Gleichung 
in  diesem  Falle  einer  geometrischen  Deutung  föhig  sein,  so  muss 
man  sie  für  eine  der  Veränderlichen  auflösen  und  von  dieser  Ver- 
änderlichen sodann  nur  einen  ihrer  reellen  BestandtheUe  in  Betracht 
ziehen.  Es  sei  y  diese  Veränderliche»  so  kann  man  als  einfachste 
Formen  der  resultirenden  Function  —  insofern  nämlich  die  Ab* 
hängigkeit  zwischen  y  und  x  noch  durch  eine  lineare  Gleiehuiig 
dargestellt  werden  soll  --«  ansehen 

y  ==  Coeff.  real,  (ax+b) 


und 


y  =  Co($ff.  imag.(4i;r-f  6)» 


B  C 

wo  a  =  —  -^    und  6  =  —  --7    im   Allgemeinen    noch    complexe 

Zahlen  sein  weiUen.    Beide  Gleichungen  construiren  wir  fiir  eine 
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Ebene  der  j;  imd  eine  Achse  der  y;  das«  die  durch  dieee 
beiden  Gleichunffen  dargestellten  Flächen  aber  Eben  eil  sind,  be- 
weisen wir  wie  folgt« 

Betrachtet  man  zun&chst  die  erste  Gleichung 
y  =  Co«ff.  real,  («ar  +  6) , 

so  sieht  man  aus  der  Natur  dieser  Gleichung  unmittelbar  den 
Schluss»  dass  die  GrOsse  Coßff.  imag.  (nw+b)  jeden  beliebigen 
reellen  Werth  muss  annehmen  k5nnen,  während  x  alle  complexen 
Werthe  in  der  Ebene  der  a:  durchläuft;  setzt  man  id>er,  inaem  u> 
eine  willkürliche  reelle  Constante  bedeutet , 

Co^ff.  imag«  (ax-i-b)  =  w, 

so  wird  durch  die  Beschränkung,  ^welche  man  hiemit  denWerthen 
Ton  a:  auferlegt,  der  Umfanf|^  der  obigen  Gleichung  aufgehoben, 
und  durch  die  Vereinigung  beider  Gleichungen  entsteht 

welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  die  mithin  mit 
allen  ihren  Punkten  in  der  obigen  Fläche  liegt.  Bringt  man  diese 
Gleichung  auf  die  frflher  betrachtete  Form,  wo  die  com pl exe 
üoordinate  als  Function  der  reellen  aufgefasst  wurde,  so  hat  man 

1      .i«— 6 

^  =  ;r»+ — -— . 
c  a 

und  hier  erkennt  man  aus  dem  CoeSicienten  —  die  Lage  der  ge- 

raden  Linie  und  aus  dem  Coefficienten ihren  Durchschnitts* 

a 
punkt  mit  der  Ebene  der  x. 

Lässt  man  nun  to  sich  ändern ,  so  nimmt  diese  gerade  Linie 
successiv  andere,  der  urspraoglicheo  parallele  Lagen  an,  indem 
nur  die  Lage  ihres  Durchschnittspunkts  mit  der  Ebene  der  x  sich 
ändert;  und  bezeichnet  man  mit  Xq  alle  der  Annahme  $=0  ent- 
sprechenden Werthe  von  x ,  so  hat  man 

als  Gleichung  der  Linie  der  Durchschnittspunkte  jener  Geraden 
mit  der  Ebene  der  x.  Diese  Gleichung  aber  ist,  wegen  der  Will- 
kfirlichkeit  von  w,  identisch  mit  der  folgenden : 

Coeff.  real,  (axo-^-b)  =  0, 

und  bezeichnet  demnach  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene  der  jr, 
deren    Coordinaten   der   reelle  CoeflBoient  x'   und  der   ittagin&re 
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Coefictent  od'  der  complexen  Zahl  x^af  -{-iaf  and*).  Man kaou 
mithin  in  der  durch  die  Gleichung 

y  =  Co^flf.  real,  (a  a:  +  6) 

dargestellten  Fläche  unzählig  viele  eerade  Linien  angeben,  die 
einander  parallel  sind  und  deren  Durchschnittspunkte  mit  der  Ebene 
der  X  wieder  eine  gerade  Linie  bilden;  jene  Fläche  ist  folglich 
eine  Ebene. 

Dass  man  ebenso  die  Bedeutung  der  zweiten  Gleichung 

y  =  Co^ff.  imag.  {ßx  \  b) 

nachweisen  kann ,  Hegt  auf  der  Hand ;  diese  Gleichung  stellt  also 
gleichfalls  eine  Ebene  dar. 

Setzt  man  Ar=0^  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Formen  ao 

y  =  Co($ff.  real,  b,  y  =  Coeff.  imag.  6  , 

und  jede  stellt  in  diesem  Falle  eine  zur  Ebene  der  x  parallele 
Ebene  dar;  und  ist  ausserdem  C=0,  folglich 

y  =  0, 

so  hat  man  die  Elbene  der  x  selbst.  Dies  ist  genau  derselbe  Fall, 
der  oben  bei  der  Discussion  der  geraden  Linie  unter  der  Annahme 
^=0  eintrat;  denn  dort  hatten  die  Buchstabien  x  und  y  die  um- 
gekehrte Bedeutung  von  ihrer  jetzigen. 

Nehmen  wir  aber  hier  A:=0,  so  zerftllt  die  Gleichung 

Bx-^C  =  0 

sofort  in  die  beiden 

Co«ir.  real.  {Bx  +0=0, 
Co«ir.  imag.  (Ä  j?  +  C)  =  0; 

von  denen  jede  eine  durch  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  darstellt. 


Der  Gang  unserer  Untersuchung  hat   uns   von    vorn    herein 

f leichsam  von  selbst  darauf  geführt,  bei  der  Betrachtung  der 
iinie  stets  von  einer  Achse  der  x  und  einer  Ebene  der  y; 
dagegen  bei  der  Betrachtung  der  Fläche  von  einer  Ebene  der 
X  und  einer  Achse   der  y  zu  sprechen.    'Obgleich  diese  Ver- 


*)  Beiläufig  erhalten  vir  hier  noch  ein  nenes  Mittel ,  um  die  Glei- 
chunr  einer  Linie  in  der  Ebene  darzustellen ,  worauf  vir  jedoch  gegen^ 
V  artig  nicht  weiter  eingehen  wollen. 
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taiUM^Bg  der  Coordinaten  allerdings  einiges  Unbequeme  hat,  na- 
mentlich sobaM  man  Betrachtungen  der  einen  Art  in  solche  der 
andern  Art  hineinziehen  will ,  so  wollen  wir  ihr  dennoch  ffir  unsem 
gegenwärtigen  Zweck  bis  zu  Ende  treu  bleiben. 

Untersuchen  wir  nun,  um  von  unsern  zuletzt  gewonnenen  Re- 
sultaten ^ini^e  Anwendung  zu  machen «  zunächst  die  Lage  zweier 
geraden  Linien  gegen  einander,  deren  Gleichungen  seien 

ff  =  CX+  d; 

so  wird  die^  Existenz  eines  Durchschnittspunktes  beider 
Linien  an  die  Bedin^^ung  gebunden  sein,  dass  die  gleichzeitige 
Gültigkeit  beider  Gleichungen  nothwendig  für  die  veränderliche 
X  einen  reellen  Werfh  zu  liefern  habe.  Da  nun  die  Gleichsetzung 
^=y  liefert 


d-6 


so  ist 


Co«ir.  imag.  (^)  =  0 


die  ^suchte  Bedingungsgleichung;   und  wenn  diese   erfallt  i»t, 
80  sind 

^^undyrz?'^*^ 


a-^c         ^       a — c 

die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes. 

Jene  Bedinsungsgleichung  wird  z.  B.  erffillt,  wenn  alle  Con- 
fitanten  reell  sind,  wie  bekannt;  femer  wenn  man  hat  ^^6,  denn 
alsdann  schneiden  sich  beide  Gerade  in'  der  Ebene  der  y\  sie 
wird  auch  erfüllt,  falls  man  die  Sache  so  ansehen  will ,  wenn  man 
hat  a'=^c^  denn  alsdann  sind  beide  Gerade  einander  parallel.  Ist 
gleichzeitig  </=6und  a^c^  so  decken  die  Linien  einander. 

Um  den  Winkel  l  zu  finden ,  den  jene  beiden  geraden  Linien 
mit  einander  einschiiessen ,  denken  wir  uns  zu  beiden  durch  den 
Nullpunkt  des  Systems  Parallelen  ffelegt;  ausserdem  werde  a^s 
diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  :=  I  eine  Ku- 
^elfläche  construirt,  auf  welcher  sowohl  die  Durchschnittspunkte 
jener  beiden  Parallelen  als  auch  der  Durcbschnittspunkt  cfer  po- 
sitiven Seite  der  Achse  der  x  vorkommen.  Alsdann  ist  der  ge- 
suchte Winkel  l  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks;  und  setzt  man 


so  wird 


a  =  p(cos9)-f  tsing)), 
c  =  ^'  (cos  qf + 1  sin  g)') ; 
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oder 

Sollen  beide  Liolen  auf  eiDander  rechtwinklig  stehen,  so 
hat  man  cos  A  =  0,  folglich 

qq'  cos(9— 9')  =  — If 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

wenn  a  =  d'+ta*  und  c=s  c'+icf  gesetzt  wird. 

Um  hievon  eine  Anwendung  zu  macheb»  wollen  wir  die  Auf- 
gabe lösen:  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  normal 
zu  der  Geraden 

eine  Ebene  zu  legen. 


Bezeichnet  man  mit 


=  (c'+tc^a? 

eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gelegte  Gerade,  so  wird 
diese  in  der  gesuchten  Ebene  enthalten  sein/  wenn  man  gieidi- 
zeitig  hat 

d'c'+a"c''  =  — 1. 

Eliminirt  man    mit  Hülfe  dieser   Gleichone  eine  der  beiden 
unbestimmten  c'  und  cf,  z«  B.  die  erste,  so  ernftlt  man 

cf^-f  a-  =  toc^ar, 

und  da  hier  cf  noch  jedes  beliebigen  reellen  Werthes  kann  fthig 
sein,  insofern  die  Gerade  y=ca:  eine  beliebige  Lage  innerhalb  der 
gesuchten  Ebene  haben  darf,  so  umfasst  die  Gleicnung 

Co«ir.real.5J^t£  =  0 

alle  Ls^en  der  Geraden  y=^ca:,  welche  dieselbe  normal  zu  der 
Geraden  tf^ax+b  annehmen  kann,  und  ist  folglich  die  Gleichung 
der  gesuchten    Ebene.      Man    kann   dieselbe,    um   die   reelle 
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Coordiaate  x  als  soldie  grtiwl  henrortraton  m  lamm,  auch  auf 
die  Form  briagea  *) 

Co€ir.  real,  (j-^  =  —  « .  Co«ff.  real.  AY 

H&tte  man  oben  €f  statt  e'  eliminirt,  so  wflrde  man  als  Gleichiing 
der  Ebene  schliesslich  erhalten  haben 

« 

Co«ff.  imag.  ^ü!^)  =  x  Co«ff.  Imag.  ^-Y 

Beide*  Gleichnogea  aber  sind  identisch,  denn  sie  lassen  sich  auf 
die  Form 


ar  =  —  («'•  +  O  •  Co«f-  roal.  (^ 


svrftckfilhreB. 


Man  kann  hierans  einen  Schluss  aiehes,  welcher  der  Discvssien 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Ebene 

y  =  Co«ff.  real,  (cur  ^b) 

in  {.  6.  (wo  die  Coordisaten  die  umgekehrte  Bedeutung  haben 
wie  vorhin)  zur  Ergänzung  dienen  kann.  F&llt  man  nämlich  auf 
diese  Ebene  aus  dem  Nullpunkte  des  Systems  ein  Perpendikel,  so 
bezeichnet  Mod.  a  die  trigonometrische  Tangente  des  AVinkels, 
welchen  dieses  Perpendikel  mit  der  Achse  der^  einschltesst;  und 
fc — Are.  a  den  Neigungswinkel,  welchen  eine  durch  dieses  Perpen- 
dikel und  die  Achse  der  y  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  afy 
bildet.  Folglich  ist  zngleicn  Mod.  a  die  tr^onometrische  Tangente 
dee  Neigungswinkels  der  Ebene 

y  £=:  Co%t,  real.  {ast-{-b) 

mit  der  Ebene  der  x\  und  ^  —  Are.  a  derjenige  Winkel,  welchen 

die  Schnittlinie  jener  Ebene  mit  der  Ebene  der  x  in  dieser  Ebene 
mit  der  reellen  Achse  der  x'  eioschliesst.  Die  Gleichung  jenes 
Perpendikels  selbst  aber  wird 

a 
wo  y  seine  reelle  und  x  seine  compleze  Coordinate  bezeichnet 


•)    Durch   Anwendong  der   deichattgen    Coeff.  real.  ^A-^B)   = 
Coeff.  resL  A  J-  Coeff.  real.  B*^  Coeff.  real.  —  =  -  Coeff.  reaL  A^  venn 

It  71 

71  reell  iit,  ete.    Diese  und  Uinliche  Gleichttiigeii  lasten  sich  leicht  aus 
der  Natur  der  hier  eingefahrten  Function  nachweisen. 
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Die  LageoverhältDiflse  tob  Ebenen  lassen  sieh  auf  die  Lagen- 
Verhältnisse  der  auf  ihnen  errichteten  Perpendilcel  asnrfickfiihreny 
sind  jedoch  auch  einer  unabhängigen  Entwickelung  föhig.  Beides 
weiter  auszuführen  unterlassen  wir  hier,  da,  wie  wir  g&nben,  die 
bisherigen  Andeutungen  schon  hinreichend  den  Geist  der  .neuen 
Behandlung  der  analytischen  Geometrie  zu  erkennen  geben ,  wel- 
ches aliein  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  sein  soll. 


8. 

Will  man  nach  den  hier  aufgestellten  Principien  die  geome- 
trisebe  Bedeutung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  zwischen  zwei  Veränderlichen 

untersuchen,  so  wird  man  wieder  zu  unterscheiden  haben,  ob  die 
unabhängige  Veränderliche,  z.B.  o?,  nur  die  Reihe  der  reellen 
Zahlen,  oder  ob  sie  die  Ebene  der  complexen  Zahlen  zu 
durchlaufen  als  fähig  angesehen  werden  soll.  Im  ersten  Falle 
werden  die  reellen  oder  complexen  Werthe  der  abhängig  Veränder« 
liehen  y  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  —  im  zweiten 
Falle  dagegen  wird  sowohl  der  reelle ,  als  der  imaginäre  Coefficient 
der  abhängis  Veränderlichen  y ,  jeder  für  sich,  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  festlegen.  Die  Coeficienten  der  obigen 
Gleichung,  A,  B,  C  etc. ,  dfinen  dabei  entweder  reelle  oder  selbst 
complexe  Zahlen  sein. 

Wir  hoffen  diesen  Gegenstand  bei  einer  andern  Gelegenheit 
weiter  auszuführen,  und  heben  hier  nur  folgenden  einzelnen  Fall 
heraus.  Wenn  nämlich  alle  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
reelle  Zahlen  sind  und  die  unabhängig  Veränderliche or  gleichfalls 
nur  die  Reihe  der  reellen  Zahlen  durchlaufen  darf,  so  kOnnen 
dennoch,  da  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  für  y  schon 
complexe  Werthe  eintreten^  und  die  Curve  bleibt  mithin  nicht  in 
Einer  Ebene. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  ihrer  einfach- 
sten Gestalt : 

wo  a  und  b  die  beiden  Halbachsen  der  Ellipse  bezeichnen,  und 
betrachten  y  als' Function  von  x;  so  haben  wir 

und  hier  bleibt  v  reell,  so  lapge  ^*<a^  ist,  und  wird  dagegen 
imaginär,  nämlicn  von  der  Form 
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sobald  :t^>a*  wird.  Nehmen  wir  also,  wie  früher,  zu  der  Achse 
der  d7  eine  Ebene  der  y,  nnd  bezeichnen  in  letzterer  mit  y  die 
Achse  der  reellen  und  mit  ff'  die  Achse  der  imaginären  Zahlen, 
so  erhalten  wir  Term5ge  jener  Gieichunff  eine  Curve,  die  von 
a;=— a  bis  ^=a  ganz  iii  der  Ebene  xy'  liegt,  in  den  Punkten 
07=  ±0  die  Achse  der  x  durchschneidet,  und  von  hier  an,  nSm- 
lich  von  ar=a  bis  a?  =  ao  und  von  j?=:  — a  bis  ar= — od,  ganz  in 
die  Ebene  xy^'  hineinfallt.  Jenen  ersten  Theii  der  Curve  nennt 
man  Ellipse,  diesen  letzteb  Hyperbel,  und  es  zeigt  sich  mit- 
bin, dass  von  unserm  hier  entwickelten  Standpunkte  aus  Ellipse 
undHyperbel  nurTheile  einer  nndder  nämlichen  Curve 
sind,  welche  man  vollständig  erhält,  wenn  man  alle 
Werthe  von  y  für  .t=— od  bis  j:=+oo  in  Betracht  zieht. 
Zugleich  ist  hieraus  auf  der  Stelle  klar,  mit  welchem  Rechte  man 
die  Hyperbel  eine  Ellipse  mit  imaginärer 'Nebenachse,  oder  auch 
die  Ellipse  eine  Hyperbel  mit  imaginärer  Nebenachse  nennen 
könne ;  denn  die  letztere  Benennung  ist  dadurch  gerechtfertigt, 
dass  die  vorstehende  Betrachtung  auch  von  der  uletehung  der 
Hyperbel  hätte  ihren  Auslauf  nehmen  können. 

^  Dem  Kreise  gehOrt  hiemach  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
gleicher  Hauptachse  als  nothwendige  Ergänzung  zu,  welche  mit 
ihm  die  Achse  der  x  gemeinschafVlich  besitzt,  aber  in  einer  zu 
der  Ebene  des  Kreises  normalen  Ebene  liegt. 

Die  Gleichung  der  Parabel 

y  —  ±ypx 

liefert,  wenn  p  als  positiv  vorausgesetzt  iiird,  reelle  Werthe  fuT 
positive  X  und  imagmäre  Werthe  von  der  Form 


für  negative  x.  Sie  erstreckt  sich  mithin  gleichfalls  von  :r=— oo 
bis  a;=-|-oD,  und  zwar  besteht  sie  aus  zwei  congruenten  Theilen, 
ven  denen  der  eine  von  a;=0  bis  x=^-\~<fy  ganz  in  die  Ebene  xy', 
der  andere  aber  von  jr=0  bis  :r= — od  ganz  in  die  Ebene  xyf' 
hinein  fUllt.  Von  diesen  beiden  Theilen  wird  gewohnlich  schon 
jeder  für  sich  eine  Parabel  genannt,  während  sie  hier  erst  zu- 
sammengenommen die  vollständige  Curve  ausmachen. 

^Allgemein  kann  man  hieran  die  Bemerkung  knüpfen,  dass,  wenn 

F{x,y)=Q 

eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x 
und  y  bezeichnet ,  die  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Curve  stets 
sich  von  x=  —  co  bis  .r=+Qo  erstrecken  mu«s;  denn  es  ist  be- 
wiesen (versl.  §.  4.),  dass  für  Jeden  WeMh  von  x  sich  stets  ein 
complexer  Werth  von  y  muss  angeben  lassen,  welcher  der  Be- 
dingung der  Gleichung  F(a:,  y)  =  0  genügt.  Es  kann  mithin 
bei  unserer  Auffassung  der  Sache  keine  im  Sinne  der  x  ge- 
schlossene algebraische  Curve  geben. 
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Dieselbe  BMOterkoDg  lässt  sich  auch  auf  die|eDlgeD  Fliehen 
abertragen^  welche  In  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen 
Bwei  Veränderlichen  enthalten  sind.   Beide  Bemerkungen  zusammen 

rnommen    aber   können  als  der  geometrische  Auärudc  des  in 
4.  behandelten  algebraischen  Fundamental -Theorems  angesehen 
werden. 


Zur  Entwlckeluiiff  in  Reilieii  «nd 
Snmminiiiff  der  Beiheii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dienger^ 

Lehrer  der  Mathematik  nnd  Phyaik  an  der  höheren  Börgertchnle 
SU  Stoaheim  bei  Heidelberg. 


§.    1. 

Der  Bruch 

1 

giebty  wenn  man  theilt,  die  Reihe 

und  wir  wollen  — tt  das  allgemeine  Glied  dieser  R^ihe  nennen^ 
so  dass  die  Reihe  dargestellt  werden  kann  durch 


«     a«     .  a^^i       1     _     1 
o 


a"+^  '^  «*^^  *  a— «       or-^x  • 


Das    Ei^Snzungsglied    erzeugt    durch   fortgesetzte  Division    die 
weiteren  CiUeder  der  Reihe. soll  der  erzeugende  Birucfa  Ar 


die  Reihe»  deren  allgemeines  Glied  -^  ist»    heissen.    Eben  so 
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wird  — TiT :  der  erzeugende  £rach  sein  für  die  Reihe,  deren 

^-f-r-fl 

allgemeines  Glied  ^,   . ^^  •    Man  hat  offenbar 

und 

1  «"+1  «     ar« 


Ist  T-J    <  1,  so  ist  offenbar 

Hat  man  allgemein  den  Bruch 

1 


ao  entsteht  durch  Division  eine  Reihe  von  folgender  Form 

deren  allgemeines  Glied  An  ^   ist-     Hat  man  bei  dem  Giiede 
Au  si^  den  Rest  Ru^  so  ist  das  Ergänzungsglied 

Ä. 


und  es  ist  genau 

*  -  =:  AQ\AxX^....\Au3d^ 


Hier  ist  — : — = — --der  erzeugende  Bruch  der  Reihe,  deren 

iß« 
allgemeines  Glied  ^  or"  Ist ;  desgleichen  aber  ist  — -r-ri 

der    erzeuffende    Braeb    der    Reihe «    deren    allgemeines    Glied 
-^n+r+i  ^-r'+i   ist,    wenn    hier  n  unveränderlich,  r  veränderlich 

SO,  2,..)  ist.    Heisst  also  K  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe, 
^ren  aligemeines  Glied  A%  af^»  E!  der  erzeugende  Bruch  der  Reihe, 
deren  al^emeines  Glied  ^»fr-fi  a?^^^^^  ist,,  so  ist  genau 

K^K^ZAmO^. 

0 

VerschwSnde  das  ErgftnzungsgBed  für  eki  uuendlicb  grosses  n. 
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oder,  was  das  Nämliche  ist,  wäre  die  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  An3(?^  ist,  konvergent,  so  hätte  man  ganz  genau 

K  —   1  AnO^. 
0 

Hat  man  also  eine  Reihe,  von  der  man  weiss,  dass  sie  durch 
Division  entstanden  ist, 

-/lo+-^i«  +  -^ar«+ , 

und  maq  verlangt  die  Summe  der  r-f  I  ersten  Glieder,  oder 

r 
o 

SO  suche  man  den  erzeugenden  Bruch  für  die  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  Anit"^,  und  den  für  die  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  Aar\-r{i  a^^^+^  ist;  sind  K  und  K'  diese  beiden  Bruche,  so 
ist  genau 

ÜT-ä:'  =  E  AnX^y  (1) 

0 

welche  Formel  eine  merkwürdige,  Ihuchst  einfache  Summirungs* 
methode  in  sich  scUiesst. 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  zu  zeigen  suchen ,  auf  welche 
Weise  man  den  erzeugenden  Bruch  bestimmen  kann,  und  alsdann 
die  gefundenen  Formeln  -zur  Reihensummirung  anwenden. 


§.2. 

Vor  Allem  wollen  wir  die  Gestalt  der  Reihe  untersuchen,  die 
aus  dem  Bruche 


entsteht 

Nach  dem,  was  man  in  §.  1.  gesehen,  hat  sie  die  Form 

Soll  diese  Reihe   wirklich   durch   Division  aus  dem  Bruche 
entstanden  sein,  so  muss  sie  die  Eigenschaft  haben,  dass^ 


wenn  sie  beliebig  weit  fortgeführt  und  mit  (a — x)^  multiplizirt  wird, 
alle  Glieder  des  Produktes,  die  Potenzen  von  x  enthalten,  yer- 
schwinden ,  und  das  x  nicht  enthaltende  Glied  =  1  sei. 

Wird  die  Reihe  nur  bis  zum  Gliede  An  ;r"  fortgeführt,  so 
werden  im  Produkte  diejenigen  Potenzen  von  x^  deren  Exponent 
>n,  nicht  verschwinden,  atle  andern  aber  werden  verschwinden,  nmag 
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nun  sein,  ira«  es  will.  Nud  i3sst^  sich  lefcU  eiDsehen,  dass  es 
eloe  eiDzige  Reihe  gieht,  die  diese  Eigenschaft  hat.  Denn  gäbe 
es  eine  andere 

und  man  mnltiplizirte  sie  mit  (a—x)^,  setzte  alsdann  die  Gleichun- 
gen an,  die  sich  aas  den  angeführten  Bedingungen  ergeben »  so 
wurde  man  eine  Reihe  Gleichungen  des  ersten  Grades  erhalten, 
ans  denen  A'q,  A'i,  il«,  ...,A'n*..  bestimmt  werden  konnten,  und 
man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Werthe  mit  Aq,  Ai,.*. .  An,  *•' 
zusammenfallen. 

Nun  behaupte  ich  aber,  die  Reihe 

-^  1.2. ...n       "i^ 

habe  diese  Eigenschaft,  sei  also  die  Reihe,    welche  durch  die 
verlangte  Division  entstanden. 
Denn  es  ist  allgiemein 

Multiplizirt  man  nun  die  Reihe  (1)  mit   (a— jr)>",  so  ist  das 
Glied  des  Produktes,  das  die  Potenz  x^  enthält: 

1  (iii(m+l)...(yit+n— 1)     _  m(m+1)...(iii+n— 2) 
a'l  1.2.,.»  1.2...^«-1) 

,   m(m— 1)    m(m+l)...(m+n'-3) 

^      1.2     •       1.2. ..(w-2) 

Ist  n^m^  80  ist  das  letzte  Glied  dieser  Reihe: 

(—1)«  »«(wt— l)»"(wi— n+1)  . 

1  .  2«  ..  9t 

fiir  n^=m  ist  es: 

und  für  n^m: 

f4\m  ni(m^i)...(m+n-m^l)  ^  .^..^  m(m+l)...(n— 1) 
^    *^  1.2.,.(n-iii)         "^^      ^      1.2. ..(«-»!)    • 

Nun   folgt  ans  Archiv.  Tbl.  I.  Nr.  X,    S.  72.  a2)  für  *=J, 
pszn,  m^^m,  n^'^m,  dass  im  ersten  Palie  die  Keine 

m(iit+l)...(CT-f«-l)  _  m(m-H)...(m-fn~2)  -/-«_«x  ~0 
T^TT^i  •"  •       1.2...(n-l)       +••—(«--«)—"• 

iiieuvn.  ito 
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Dasselbe  gilt  auch  für  den  zweiteo  und  dritten  Fall*     Es  Ut 
.nämlich  ailgemein : . 

1  1111  1  11  1 

(m--m)n==Ä=w«4^iifi-i(— m)i+m«-^(-jw)a+.*.+OTj(— m)«-^+(— ^^^ 

Im  ersten  Falle  ist  diese  Reihe  Tollgliederig  ^  im  zweiten  eben- 
fklls,  im  dritten  aber  ist,  da 

(     '^  _  (--n^)(^-m+i)(-m+2)...(>^^^r) 


für 


V^Tm,  (— m)f=0,  was  auf  unsern  Satz .  zurückkommt.    Das 

allgemeine  Glied  der  aus  dem  Brache ^~—  entstehenden  Reihe 

ist  alfito 

m(m+l)>..(i»+te— 1)     «y»     _.  ^      g» 
1.2...n  *  a"»+»  ^ "*"  a~+» ' 

und  man  erhält  die  Reihe,  wenn  man  7t  =  0, 1,  2,...  setzt«  dabei 

aber  tn^l  annimmt  (M.  s.  die  vorher  angefiShrte  Abhandlung  im 
ersten  Theile.)* 

Dfks  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

A 

entstehenden  Reihe  ist  folglich 

^  wi(wH)».(wi+n-l)      b^    ^ 
1.2...«  *  a"*+«      ' 

und  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

A 

a — ba 

entstehenden  Reihe: 

A  -At^ 

Umgekehrt  auch  wird  eine  Reihe ,  deren  allgemeines  Glied 

.  7w(m+t)...(mt-n-l)       fr»      - 
^  •  1.2...»  •  a'»+» 

ist,  zum  erzeugenden  Bruch  haben  :  . 

A 
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§•  3.  ) 

Ist  ein  Brach  zaaammeiigesetEt  aus  der  liilgebtaiäfthen)  Summe 
einer  Reibe  Von  Brachen  >  welcfie  dip  Cvestfu.^   . 


(o — bx)^ 


haben,  so  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  ihm  hervorgebenden 
Reibe  offenbar  eleich  der  (alsebraiscben)  Summe  ider  allraneiDeii 
Glieder  der  Reihen ,  die  durch  Division  aus  den  einzelnen  Brüchen 
erzeugt  werden.  Und*  umgekehrt«  i^t  das  allgemeine  Glied  ein  In- 
begriff einer  I(eihe  F<krmea  d^er  G^stiU  ^ 

so  Ist  der  erzeugende  Bruch  auch  ein  Inbegriff  einer  Reihe  von 
Brüchen  der  Gestalt 


(a— 6a;)« 


«•    4. 


Das  in  §•  2.  Anigeflibrte  gUt  olbobiUr  auch  ffl^  den  Fall ,  dass 
A  und  a  imaginSr  sind* 

Sei  also  J=  Ä(cos  T+isin  3]),  a  =  r(cos^-f  tsinf),  so  ist 
das  allgemeine  Glied  der  ans  dem  Bruche 


fl(cosr+/sinr) 
[r  (cos  t-^-i  sin  t)  —  bx\^ 


entstehenden  Reihe: 


Ä(co8/+tsm/; 1.2...»  ' r«+«  (cos(m+n)<+isin(m+«)Q 

_g6*a?"  m  (i?i+l).,.(m-|-w— 1)  cosr+tsinT        ^ 

j       "^    f4n-|-fi  •  1.2...n  * cos(w+n)f+l'sln(m+n)i 

Dessgleichen  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

/?(co^r— isinT) 
[r  (cos  ^ — i  sin  f)  —  Aa]*» 

entstehenden  Reihe : 

R^  .  in(ffl+l),..(m+n-l)  {cos ((m+n) *- 1)  +  £ sin ((«!+«)  <-^T)]. 


28  * 
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NoD  ist  aber 


[r  (cos  <  4- 1  sin  0  — Äo:]«"      tr(cos*— tsin/)— ftarj" 

ein  reeller  Bmch,. dessen  Nenner: 

(r«— 26ra?co8*+6*ar«)«» , 

und  dessen  Zähler: 

JB(co8r+tsinT)  fr(co6i^isin<)— -ftar]*" 
+  JBCcosT— tsin7)[r(cos<-f'sio0— &^]". 

welche  Grösse  reell  ist. 

Das  allgemeine  Glied  der  aus  diesem  Bruche   entstehenden 
Reihe  ist  somit :. 

•    2fii»^.  m(m+i)   (m-^-1)  eo,((^.,.„)f_r), 

!•**•■  JL  •  J •  •  •  ft 

Und  umgekehrt  gehurt  zu  einem  solchen  allgemeinen  Gliede 
ein  erzeugenaer  Bruch: 

(      R  (cos  r+ 1  sin  T)  [r  (cos  «— i  sin  f)^bx]'^} 

\+  R(co&T'-ifAnT)  [/(cosf-tisinQ— te]"»i 

[r^'-2  öra;  cos  t+b^x^]^. 

Für  m=:l  ist  das  allgemeine  Glied: 

und  der  erzeugende  Bruch :  % 

o  «  rcosiT—t)-^  hx  cosy 
r«— 2,6rarco8<+^a:«  ' 

Diese  Andeutungen  mSgen  genügen.  Wir  wenden  uns  nun  m 
Summiningen,  wie  sie  durch  die  entwickelten  Formeln  möglich 
werden  9  und  deren  Prinzip  in  §.  1.  erläutert  wurde.  Es  weiden 
also  hier  eine  Reihe  Beispiele  folgen. 


§.   5. 

1)  Es  sei  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  (2.4"-f-3)d:*5  und 
man  verlange  die  Summe 

i(2.4«+3)a?». 
o 
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Das  allgemeine  Glied  zerf&llt  In  2.4"xr«  und  3^aP.    Betraclitet 

man  den  ersten  Theii,  so  ist  in  5.  2.  A=2,  6=4,  a=ii,  m=zi, 

2 
also  der  erzeugende  Bruch  - — j- ;  dessgleichen  ist  der  erzeugende 

Bruch  von  S.o;"  hier ;   also  ist 

1— df 

Ä-^  i\-      2      .      3     _     5-14a: 

K  (j.  1.)  -  r--j-:+  -7—-  - 


1— 4a?^    i-^x      1--5x+4j?«' 

Für  JP  ist  das  allgemeine  Glied:  2-4«+^+*  ÄH^r^i+3;i*fr+i, 
also  der  erzeugende  Bruch 

g^,_2.ir^^af^i  ,  3a:^^_(24H-i-t^):rH-i~(2,4H-i-f  12).lf^^« 
1— 4a:     "**T^  l-5a:+4«» 

Mithhi  ist 

Diese  Gr5sse  wird  für  ar=l :  ^!;    ihr   wahrer    Werth    ist 

Null 


alsdann : 


-I4-(r+l)  (2  4H-H^) + (r+2)  (2.4H-  t+I2) 

3 


Dessgleichen  wird  sie  ^  für  :r  =  j  oder  ia:=l;  ihr  wahrer 
Werth  ist  alsdann : 

-l4-(i-+l)(2.4rf»+3).|;+(i42)(2.4H-H-12).55r. 

:    :  —5  +  2         '■        ~ 

U^'+i + (r+1)  (2.4'+i+3).4— (»-+2)  (2.4'+M-12) 
= g-jjp . 

wie  man  findet,  wenn  man  Zfihler  and  Nenner  nach  x  differenzirt 
und  dann-a;  =t-  setzt 

2)  Man  cmll  die  Summe 

angeben.    Für  diesen  Fall  ist  in  §.  2.:  il  =  l,  6  =  1,  a  =  l,  m==3, 
also 

*  -  (l-:c)3' 
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Om  allgmaelo«.  Glied  der  dtnA  K  entotebendea  IMIm  Ut 

^  rn«+ (2r-fg)  n  ^-  (r+2)  (r-f3n  ^^.^, 

=  r(n+t)(«+2)  +  e2r-FS--3)  (w+l) -f  r^fA+J-l  ^^, 

t  ■ 
folglich  der  eczeugeDde  Brucb 

a*+i  (4+5r±!:!)  —  :ct+>  (r*+4r+5)      '^^^  xH-» 
-  2  ^2 


(1-^)»  (l-Jf)». 

Mithin 


3)  E«  'MU  dt«  Summe  JT  afi  cosni  abgegeben  wenden.  : 

0 

Nach  %.  4.  ist  hier  JB=1,  6=1,  r=l,  7=:«,  also 

w- .     1—  ar  COS  f 

~~  1 — 2x  cos  * +a:*' 

Fflr  a:*fH-icos(n+r+l)*  als  allgemeines  Glied  ist  J£=::6=T3:1, 
r=— (rO,  mitbin 


gr/_cos(r+l)<— a?cosrf^4n' 


folglich 


^              ^     1— arcose-^a!H-icos(r+l)f+45'+«cosr< 
f  ^  cosn<  = l-Sfcrcos^  +  a:« ' 

Für  :i=l  ist 
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1  +  cQHt  +  co8it-t'Cö^3t  +  ... .  +  codrf 

_   1— C08f^C08H^CQ8(r4^1K_l         1       C08r<  — co8(r-fl)< 

?^2oo8f  ""2"*"  2'  I— cos{ 


wie  bekannt 
4)    Es  sei 


anzugeben. 
Es  ist 


.   2r+l* 

*"  2  "^  2      n    ^ 

s.n|^ 


i?[2(3n«-l)2»+12nljr» 
o 


2C3n«— l)2»  +  ri» 

also 

[2(3»!«— 1)2« +  12«]  a:« 

folglich 

y_       12      _       18       ,      4    >         12  12 

"■  (l-2ar)8       (l-.2a:)a  ^  T^2x  '^  (l-or)*      1=^  * 

Das  allgemeine  Glied  An^ri^i  a:"+''+*  (§.  1.)  ist  hier : 
[6(«+r+1)«— 2](2ar)»+«-+i  +  12(n+r+l)a:"+'-+^ 
oder  fvenn  man  r  +  l=:p  setzt: 

[12 ;  ^?+y^^+^  +  (12;,-18)(n+l)  +  4  +  /,«-  12p](2Lr)» .  (2ii)p 

+  (13(11+1)— 12)äP  a:»  +  12ji.aJ»;t;»  ; 

also 

^,_  12.(2a:)P      (12p->18)(2jr)y      4+p«~r^    .^ 
12.  jy'      12  JrP     12;? .  JTP  _ 

(^'^^'  L(i=2i)^+  (r=2^+  -r:ts--J+^^''l(r=3r«+  t^A 
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Die  verlangte  Summe  ist  nun  K-^K* 

Weitere  Beispiele  z«  geben  ^  kalten  wir  für  tmnothig.  Wir 
haben  nur  auf  diese  Summirungsweise  aufmerksam  machen  wollen, 
da  ihr  Gang  ein  einfacher  und  klarer  ist.  Es  liessen  sich  noch 
mancherlei  Formeln  daraus  ableiten ,  auf  welche  wir  Tielleicht 
später  zurückkommen  werden. 


BeitrSflre  zu  den  Elementen  der 
Oeometrie. 

Von 

Herrn  Rudolf  Wolf, 

Docenten  der  Mathematik  nnd  ArchiTsr  der  Schweiierivrhen   natnrfor- 
•chenden  Gesellschaft  zu  Bern. 


I. 

Wenn  ich  mich  längst  zu  der  sich  immer  mehr  Bahn  brechen- 
den Ansicht  bekenne,  dass  die  künstlichen  Schranken  zwischen 
einzelnen  Theilen  der  Geometrie  zusammenbrechen  miissen,  inso- 
fern diese  Wissenschaft  in  ihrer  Innern  Gliederung  fortschreiten 
soll,  —  so  halte  ich  namentlich  dafür,  dass  die  elieno  Geometrie 
der  Raumgeometrie  durch  eine  gleichmässigere  Behandlung  beider 
näher  zu  bringen  ist,  und  ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dem 
mathematischen  Publikum  binnen  Kurzem  einen  betreffenden  Ver- 
such vorlegen  zu  können.    Folgendes  möge  zur  Probe  dienen. 

Wie  der  Flächenbet^cbnung  in  der  Ebene  der  Satz:  Drei- 
ecke von  gleicher  Grundlinie  und  Hohe' sind  gleich 
gross  oder  haben  bleichen  Flächeninhalt,  zu  Grunde  liegt, 
80  gründet  sich  die  K5rperberechnung  auf  den  Satz:  Tetraeder 
von  gleicher  Grundlläche  und  Hohe  sind  gleich  gross 
oder  haben  gleichen  Rauminhalt.  Für  ersteren  Satz wüsste 
ich  keinen  klareren  Beweis  zu  geben,  als  den  von  Gerwien,  wie  er 
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in  Archiv«  TU.  rr.  8.S37.  angedetitet  wurde;  da  er  sich  aber  nicht  aaf 
den  Raum  ausdehnen  Ifisst,  so  muss  ich  ihn  dennoch  yerwerfen. 
Ebensowenig  kann  ich  den  Ton  Euklid  oder  Leteodre  lieibehalten, 
da  ich  es  für  unwissenschaftlich  halte^  die  Berechnung  von  Dreieck 
und  Tetraeder  auf  die  Berechnung  von  Paralieionamni  und  Paval- 
lelepipedum  zu  gründen.  Ich  habe  nun  för  das  Dreieck  folgenden 
Beweis  adoptirt.  Ich  lasse  ein  Dreieck  der  Fläche  nach  entste<* 
hen ,  indem  sich  eine  Gerade  parallel  zu  einer  seiner  Seiten  f ort^ 
bewegt^  während  ihre  veränderlichen  Grenznunkte  in  den  beiden 
andern  Seiten  bleiben ,  »—  zeige  dann  (mit  Hfllfe  der  bei  meinem 
geometrischen  Systeme  unmittelbar  aus  den  Congruenzsätzen  her- 
vorgehenden Aennlichkeitssätze) ,  dass  fflr  Dreiecke  von  gleicher 
Grundlinie  und  Hohe  die  Erzeugepde  in  gleichen  Abständen  von 
den  Spitzen  gleich  lang  ist,  und  schliesse  aus  der  fortwährenden 
Gleicbneit  der  Erzeugenden  auf  die  Gleichheit  des  Erzeugten,  — 
Für  die  folgenden  Flächensätze  die  gewöhnlichen  Beweise  beibe« 
haltend,  bin  ich  so  in' den  Stand  gesetzt,  die  entsprechenden  Raum- 
sätze auf  ganz  analoge  Weise  zu  erledigen. 

a)  Tetraeder  von  gleicher  Grundfläche  und  Hohe 
sind  gleich.  -^  Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  9.)  abo=:hik  und  da\\tu, 
so  ist  T.  abcd^l.  kiko.  Denn  ist  vto||l»,  so  hat  man,  da  pa- 
rallele Schnitte  eines  Tetraeders  ähnlich  sind ,  efy  cx:>  abc  und 
ImnCsjhik,  foliHich  auch  ,  wenn  rg,  ep,  kg  und  n$  senkrecht  Z|i 
den  Dreiecksseiten  gezogen  sind»  Tgfc\jpcb  und  imno^gik.  Aus 
diesen  ähnlichen  Dreiecken  folgen  aie  Proportionen: 

1)  gr:cp=gf:cb=zefiab      2)  m:kq=nm:ki=ilm:hi. 

Da  femer  parallele  Ebenen  parallele  Kanten  bilden,  also 
ef\\ab  und  /m||Ai  sein  muss,  so  verhalfen  sich 

3)  ef\ab=ediad  4)  lmiki=zhiho. 

Endlich  schneiden  parallele  Ebenen  proportional»  also  verhält 
sich  auch 

5)  ed:ad=lo :  ho. 

Die  Verbindung  dieser  flinf  Proportionen  gibt  die  zwei  neuen 

«/*:  a6  =  An  :  At  gncp^^m:  kg, 

aus  deren  Multiplication 

ef,gr:ab,cp  =  bn.sniki.kg  oder  ^efg: /^abe=: /S,lmn: /^kik 

folgt  Nun  ist  nach  der  Voraussetzung  Aa6c= AArA,  also  muss  auch 
^efg=^  l^lmn  sein.  Es  kann  sich  aber  der  Rauminhalt  eines  Tetrae- 
ders dadurch  erzeugen ,  dass  sich  eine  Ebene  parallel  einer  Seiten- 
fläche fortbewe^,  während  ihre  veränderlichen  Grenzlinien  in  den 
drei  andern  Seitenflächen  bleiben.  Da  nun  für  zwei  Tetraeder  von 
gleicher  Grundfläche  undHuhe  die  Erzeugende  in  gleichen  Distanzen 
von  der  Spitze  nach  dem  Bewiesenen  immer  gleiche  Grosse  hat,  so 
müssen  auch  die  erzeugten  Tetraeder  gleicheGrosse  haben,  w.  z.  b.  w. 
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b)  tettatder  von  gleicher  Hohe  verhalte«  ^iiA  wie 
die  Bfti^M«  -^  Wenn  dh  \\  tA:  (Taf.  VI.  Fig.lO.)  uBAab€ie/ffi==^in, 
80  verh&Jt  sich  auch  T.  akcd:  T.  efyh=j:miH.  Deno  tbellt.nian  die 
Basen  tabAn  m  unter  sich  gleiciie  Tbeile  und  ef  in  n  unler  sieb 
gleiche  Theile»  und  verbindet  die  Theilpunkte  je  mit  den  Spitzeo 
c  und  ff,  ao  hat  man  offenbar  060  und  efy  in  m  und  ft  audi  Unter 
einander  gleiche  Theile  getheilf.  Jeder*  dieser  Tbeile  besttinmt 
mit  der  bu  ihm  gehovenoen  Spitae  d  oder  h  ein  Tetraeder,  und 
alle  diese  Tetraeder  haben  gleichen  Inhalt,  weil  sie  hei  gleicher 
Höhe  äauivalenle  Grundttäeben  haben.  Es  verhaitM  sich  also  die. 
ganzen  Tetraeder  wie  die  Zahlen  m  atod  n,  welche  di^  in  ihaeo 
enthalteeen  kleinen  Tetracfder  aäblea,  w.  t*  b.  w« 

c)  Tetraeder  tob  gleicberBasis  verbalten  sich  wie 
ihre  Hohen*  —  Ist  (Taf.  VI.  Fig.  11.)  abc:=zefo,  so  sollen  sich 
die  Tetraeder  abcd  woA  efyh  wie  iiire  Höhen  vernalten.  Um  dies 
zu  beweisen,  nehmen  wir  ein  Tetraeder  iklm  zu  Hülfe»,  welches 
mit  a6c€[_ gleiche  Höhe  habe  (so  dass  dm\\rs)f  während  Um\\egh 
und  ikl^eaf.  Dieses  Tetraeder  hat  mit  abcd  nach  der  Voraus- 
setzung glencbe  Höbe  und  äquivalente  Grundfläche ,  also  gleichen 
Inhalt.  Denkt  man  sich  nun  efyh  so  in  iklm  gelegt,  oass  die 
gleichen  Grundflächen  zusammenfallen ,  so  mliss  auch  wegen  des 
vorausgesetzten  Pamllelismus  effh  in  Um  fallen ;  es  sind  daher  die 
beiden  Tetraeder,  in  Beziehung*  auf  egh  und  Um  als  GrundftächeB, 
Ydn  gleicher  Höbe ,  und  man  hat  daher 

T.  efgh:T,iAlm=egh:ilmr=:eg,hq:il.mo=hq:mo. 

Zieht  man  nun  die  Hohen  mn  und  hp  senkrecht  auf  rs  und  verbindet 
no  und  pg^  so  muas  nox.il  und  pq±eg  stehen,  da  ftiö  und  A#/ 
als  Dreieckshöhen  senkrecht  zu  u  und  eg.  Es  stellen  also  die 
Winkel  man  und  kqp  die  Neigungen  der  parallelen  Flächen  Um 
und  egh  gegen  rs  vor,  sind  also  gleich;  folglich  sind  die  recht- 
winkligen Dreiecke  mno  und  hpq  ähnlich,  also  hgimo^hpimn. 
Man  hat  daher  endlich 

T.  efgh :  T.  iklm  =  hp :  mn  oder  T.  efgk :  T.  abcd = hp :  win. 

d)  Die  Inhalte  zweier  Tetraeder  verhalten  sich  wie 
die  Producte  aus  Höhe  und  Basis.  —  Stellen  Vig^hi  und 
t^  02  ^  Volumen ,  Grundfläche  und  Höhe  zweier  Tetraeder  vor, 
und  ist  ferner  v^  gleich  dem  Inhalte  eines  Tetraeders  der  Höhe 
Ai  und  Grundfläche  g^,  ao  bat  man  nach  b)  und  c): 

folglich  durch  Mnitiplicatlon : 

Viivt^gi^hiig^.h^. 

e)  Wählt  man  den  Inhalt  eines  Tetraeders,  dessen 
Grundfläche  die  Basis  1  und  Höhe  2  hat,  wahrend 
seine  Höhe  3  beträgt,  zur  Volumeneinheit,  — seist 
das  Volumen  jedes  Tetraeders  gleich  dem  Drittheile 
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des  i^i?odii«te«..aiis Baaiis und  HiMhe.^-^  Bctrinditito nämliek 
g  und  A  Ba«is  uod  Hub«  irgetHl  etuM  Tettraeden»«,.  ao  littt  man 
nach  der  getroSeiieii  Wahl  uad  iü  •  Feig«  vea  d)i . 


t?rl=^.A:1^.3  odw  ^=y^. 


II. 

Meistens  wird  den  Schülern  der  Uebergane  von  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie  zu  den  rechnenden  Theflen  etwviS  schwer. 
Die  Erfahrung  hat  mir  imn  geneigt,  däss  die$e  Schwierigkeiten 
am  leichtesten  dadurch  gehoben  werden^  wenn  man  ihnen  die 
Formeln  nicht  nur  durch  Rechnung  ableitet,  sondern  sie  ihnen 
auch  durch  Construction  näher  zu  bringen  sucht  >  und  ihnen  durch 
Hinweisung  auf  die  gleichen  Resultate  beider  Methoden  Zutrauen 
zu  dem  für  sie  neuen  Verfahren  weckt.  Ich  füge  hier,  einige  solche 
Gonstructiotien  hei,  von  denen  ich  mir  nicht  newusst  bin^  sie  in 
geometrischen  Werken  gefunden  zu  haben.       * 

a)  Es  sollUie  Summe  oder  Diffenz  zweiet  Sinus 
oder  Cosinus  in  ein  Product  verwandelt  werden.  — 
Man  hat  offenbar^  wenn  af=zad==l  und  ^fac=i2»dac^(ThL  VI. 
Fig.  12.). 

sin«+8iD|S=:/^+A(=2.c6=«.flr:8lnf±^=  2co82=^  «b^, 

sin«— siii/J=/^-<fe=2.cÄ=2.crf.co8?±^  =  28iD^co»?ä^, 
.  "  2  2  2 

cosa+cos/3=a^+ a«=2,«6=2uxc.coa^?!i^==  2  cos  ?!^cos^i^ 
cos  a— cos /3==a^~ac = — 2Ad=— 2crf .  sin  ?i£  =— .  2  sin  ^^  sin  ?i^ 

6)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  in  jedemDrei- 
ecke  die  Summe  zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  Gegenwinkel  zur 
Tangente  ihrer  halben  Differenz  verhält.  Aus  der  nach 
Cons&uction  und  Bezeichnung  für  /sich  klaren  Taf.  VI.  Fig.  3. 
folgt  unmittelbar 

.    «+*:ar-*-ys«=^i~=?=tai^;Ji^;taBg2^, 

Bildeii  dreiSei-teD  eines  T^traedeirs  rechte  Winbel 
m^i  einanderyisoheiasen  sie  ^.Qthe.ten,  dieGegemsiC^lte 
Hypotenuse,   das  Tetraeder  rechtwinklig*    F4r  j^es 
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solche  recbtvrinidige  Tetnieder  beetebl  sodann  der  dem  Pythi^^o- 
rfiiscben  Tfaeoieme  analoge  Satz:  Das  Quadrat  der  Hypote- 
nuse ist  eieicb  der  Qnadratsamme  der  Katheten.  — 
Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  14;  jiLABDC=  ^DABC:=^ABCD=W, 
so  folgt,  da  zwei  zu  einer  dritten  senkrechte  Ebenen  auch  eine  zu 
ihr  senkrechte  Kante  haben  müssen ,  dass  ^(a,  6)  =  ^(a,  c)  = 
^(6,c)=:9(K>,  und  daher 

ABC»=.^.  ABJO^=.^.  BCm^^. 

Zieht  man  nun  es,dt  so  folgt  fxd  und^(a>  e)=^VP,  und  da  nun 
b,c=^d.e^  so  wird 

4  4  4  dr  4 


4 


w.  z.  b.  w. 


IJelbimgrsaiifffabeii  für  Schüler« 


Aufgabe  aus  der  Stereometrie. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  su  Hannovisr«' 

Unter  den  Namen  der  Archimedischen  KOrper  fiihren  einige 
Lehrbücher  der  Stereometrie  eine  Klasse  von  Polyedern  auf, 
welche  von  regelmfissi^n  Polygonen  verschiedener  Art  (z.  B« 
Quadraten  und  eleicbseitigen  Dreiecken)  dergestalt  begrftnzt  wer- 
den, dass  an  jeder  Ecke  gleichviel  Polygone  von  einerlei  Art  zu- 
sammenstossen.  Diese  KOrper,  die  mithin  einen  natürlichen  Fort- 
schritt von  den  sogenannten  Platonischen  Körpern  aus  bilden, 
geben  Anläse  zur  Aufstellung  folgender  Au%abe  lAit  mebreren 
Unbekannten : 
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Wie  Tiel  regelmäßige  pecke»  yecke»  recke  etc. 
wird  ein  Polyeder  entlialteD  rnüAsen,  wenn  an 
jeder  Ecke  desselben  a  i>ecke,  6  igrecke,  ,c  recke 
etc.  znsammenstossen  sollent 

Beispielsweise  fähren  wir  an,  dass  aus  Quadraten  und 
gleichseitigen  Dreiecken  sich  nur  folgende  fünf  Archime- 
dische KOrper  bilden  lassen: 

1)   12  gleiche.  Dreiecke    3  Quadr.,  an  jeder  Ecke  1  gl.  Dr.  2  Qu. 

2)  8  99  9f  lo  ,y  99  99 

3)  8  „  »»V  9»  >,  » 

4)  8  „  99  Z  99  99  9« 

5)  32  99  9,  6  9,  «9  99 

Die  Netze  dieser  Kdrper  zu  entwerfen  9  dürfte  für  Anf&nger 
eine  sehr  mstmctiTe  Uebung  abgeben. 


1 

9» 

3 

2 

9f 

2 

3 

99 

1 

i 

»9 

1 

Ai]%abe  aus  der  Integralrechiituig. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  za  HannoTer. 

In  einem  Tonnengewölbe  (Halbcylinder)9  dessen 
Grundfläche  horizontal  lie^t  und  dessen  normaler 
Querschnitt  eine  halbe  Ellipse  bildet9  denjeniffen 
Theil  der  krummen  Oberfläche  zu  berechnen«  welcher 
von  zwei  Vertikalebeneni  '  die  einander  in  einem 
Punkte  der  Achse  des  Gewölbes  durchschneiden»  und 
von  der  Grundfläche  begränzt  wird. 

Wir  theilen  diese  Aufgabe  mit ,  weil  sich  das  Resultat  auf 
eine  für  Praktiker  sehr  bequeme  Gestalt  bringen  lässt.  Bezeichnet 
man  mit  a  die  horizontale,  mit  6  die  vertikale  Bblbachse  des 
normalen  Querschnitts 9  und  mit  Fdie  horizontaleProjection 
der  gesuchten  krummen  Oberiiäche,  -^  welche  ein  Drei- 
eck bildet,  —  80  ist  diese  krumme  Fläche  selbst 

=  AF9 

wo  man  den  Factor  k9  der  nur -noch  von  dem  Verhältnisse - 

a 
abhänrig  ist,  durch  eine  Integration  findet,  die  auf  Logarithmen 
oder  Kreisbogen  führt,  je  nachdem  man  a>ft  oder  a<6  hat.  Sie 
vereinfacht  sich  iür  0=69  d.  h.  für  KreisgewOlbe9  wo  man  das 
übemischende  Retndtat  ^=:2  erhält;  in  dieser  einfachsten*  Gestalt 
findet  sich  die  Aufgabe  bei  Moigno9  in  dessen  musterhafter 
Darstellung  der  Anwendungen  der  Integralrechnung  auf  Geometrie 
(Caicttl  diförentiel  et  intägral.  Tome  IL). 
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Eine  Anaakl'WeHihe.  fflr  k  li«b«n  wir  id. der  tnIgMidbD  Tafel 
satMumDengesteUi 


j6 

k 

Diff. 

a 

k 

Diff. 

0,5 

r, 

0,8 
0,<9 
1.0 

i;i 

1,3802 

Witö 
1,7394 
1,8681 
2,0000 
2,1346 
2,'271S 

1142 
1201 
1249 

1287 
1319 
1346 
1369 
1387 

1.3 
W 
1,5 
1,6 
J,7 
1.8 
1.9 
.2,0. 

2,4102 
24506 
2,6925 
2,8358 
2,9801 
3,1254 
3,2715 
3,4184 

1387 
1404 
1419 
1433 
1443 
1453 
1461 
1469 

Diese  Aufgabe  findet  Ani«MihAi^  «oH'olil  atr.  Bwechttuig.  «dar 
Oberflächen  von  Klostergewölben  (welche  aus  lauter  FlSchen- 
stflcken  von  der  angegebenen  Gestalt  zusammengesetzt  sind)*  als 
auch  von  Kreuzgewölben  (wo  von  jedem  der  sich  durcfakreu- 
den  Tonnengewölbe  Flächenstücke  der  angegebenen  Art  zu  sub- 
trahiren  sind; ,  und  möchte  sich  desshalb  besonders  für  technische 
Lehranstalten  als  Rechnungsbeispiel  eignen. 


Miscellen« 


Professor  Friadi  in  Stuttgart  bat  sidi  einer  voilstftiidtgeii 
Ausgabe  von  Kepler's  Schriften  unterzogen  und  den  dazu  ent- 
worfenen Plan  bekannt  gemacht»  Die  Schrillten  sollen  in  ihrer 
ursprGnglichen  Form  chronologisch  geordnet  erscheinen^  begleitet 
^on  karzen  efläutevfiden  Asmerkungeo.  Eine  Einleitung  ^ira  eioep 
Ceberblick  über  den  Zustand  der  Mathematik  und  Naturwissen- 
AcbafteB  lA  dur.Keplern  voraasgmuigeveii  Zeit  geb^  u»d  daran 
iridi  Kfip"! er' s  Leben,  mit  Rüdcslcht  auf  dessen  ^vissenschaft- 
lidhe  Tbätigkeit,  schliesseB.  'Hierieu  stellt  die  Benutzung  von  Kep- 
ler's  handsehrifdickem  Nachlasse^  welcher  in  92  Foliobänden  die 
4^oocepte  der  gedruckten  Werke  und  einen  reichhaltigen  Brief- 
wechsel»  so  wie  mehrere  angefangene  astronomische  Arbeiten  und 
zerstreute  Notizen  enthält»   zu  «rwarten.     Die  Geschichte  dieses 
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NacUasaes  er«&Ut  v.  Murr  in  «rfnem  Jottr»ai  für  Xnaiiiee 
Schicht«.  ThL  3.  S.  727.  Dr.  Hansch,  Collegiat  in  Latp- 
zlg,  hatte  ums  Jahr  1710  die  Handsdiriften  nm  100  Fl.  in  Danaig 
erkauft 9  und  erlaagle  voo  dem  Kaiser  Karl  VI.  das  Yetsprecheii 
voq  4000  FL  zu  der  Herausgabe;  doch  ward  ihm  nach  Ueberrei- 
chuQg  des  ersten  Bandes  der  Titel  eines  kaiserlichen  RaAs  und 
eine  goldene  Kette  verliebea ,  aber  die  Unterstützung  Tersagt.  In 
Franicf  iirt  a.  M.  gedachte  er  dennoch  d^n  Druck  xn  bef^erk- 
steliigen»  und  verlor  darüber  seine  CoUegiatur  zu  Leipzi-g.  Auch 
die  Alisgabe  des  über  de  calendario  .Gr«ge.riano.  1726. 
Termocbte  nicht  die  kaiserliche  Zusage  der  ErtallaDg  töher  aa 
bringen.  Die  Kepler  sehen  Haodscariften  waren  iadessen  zu 
Frankfurt  für  82Ö  Fl.  versetzt  worden,  wo  sie  ia  Vergessenheit 

feriethen>  bis  sie  v.  Murr  iai  Jahre  177i  für  die  Akademie  in 
Petersburg  erkaufte.  Dort  ward  alaliald  ein  Plan  aur  Heraus- 
gabe entworßn^  blieb  aber  ebne  AusCuhrung.  Vielletdit^;  daM 
nun  Mitelieder  der  Akademie  id  Peters  bürg  mitwirkend  eintre- 
teu,  ung-  das  für  die  Wissenschaft  wichtige^  das  Arideake»  des 
grossen  Mannea  emeuemde  Werk  vollenden  (Jenaiache  Lite- 
ratur. Zeitung.    1845.    Nr.  104.    S.  775.). 


Die  mathematische  Gesellschaft  in  London. 

Gegen  Mitte  Juni  ISiSl  fand  die  Einverleibunj^  der  seit  1717 
bestehenden  ,,Mathematiscnen  Gesell  schaff'  in  die  ^«Astro- 
nom i  sehe  Gesell  seh  äff  statt.  Dieses  Ereigniss  ist  insofern 
von  Interesse,  als  die  Gründung  des  erstgenannten  Vereins  eine 
ganz  auf  das  Volk  und  seine  Bildung  berecnnete  war.  Was  heut- 
zutage die  sogenannten  Mechanic  institutions  und  Lyceums  in  den 
englischen  Fabrikstädten  sich  nach  vielseitigerer  Richtung  hin  zur 
Aulgabe  stellen,  das  suchte  diese  Gesellschaft  in  besonderm  Bezug 
auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaften  durch  gegen- 
seitigen Unterricht,  Vorlesungen  und  dergleichen  zu  erreichen. 
Der  Grundsatz ,  welcher  an  der  Spitze  der  Gesellschaftssatzungen 
stand,  lautete :  ,JEls  ist  die  POidit  jedes  Mitgliedes,  wenn  es  um 
Auskunft  über  eine  mathematische  oder  naturwissenschaftliche 
Frage  von  einem  Andern  angefangen  wird.  Letzterem  in  der  fass- 
lichsten und  deutlichsten  Weise,  deren  es  ftlhig,  Aufschluss  zu 
ertheilen.''  Ursprünglich  zählte  die  Gesellschaft  64  Mitglieder, 
später  81,  Quadratzahlen,  die  als  Symbole  gelten  mochten.    Zum 

f  rossen  Theil  bestand  sie  aus  Leuten  von  niederm  Herkommen, 
ie  sich  aus  eigenem  Triebe  und  eigner  Kraft  zum  Denken  und 
Forschen  emporgearbeitet,  sogenannten  Autodidakten,  und  doch 
befanden  sich  Männer  darunter,  die  sich  einen  europäischen  Na- 
men erwarben.  So  Dollond  und  Thomas  Simpson,  welcher 
Letztere  von  der  Gesellschaft  von  seinem  Webstuhle  in  Spitalfields 
hervorgezogen  wurde,  um  in  der  Woolwich  Academy  Mathematik 
zu  lehren.  Wie  heute  noch  ein  grosser  Theil  der  Handwerker- 
vereine in  Deutschland,   legte  man  aich  bei  den  Versammlungen. 
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wdche  geeenseifigco  wiisensdwfiiteben  Aiustauscb  und  Biidnog 
zum  ZweoK  hatten,  nicht  den  mindeaten  conventionelkn  Zvrang 
aul.  Jedes  Mitglied  erschien  mit  seiner  Pfeife,  hatte  seinen  Zino- 
icrag  mit  Ale  vor  sich  stehen,  und  brachte  Schiefertafel  und  Griflel 
mit.  Es  schien  Grundsat»  zu  sein ,  bei  Erörterung  der  schwierig- 
sten Fragen  dem  Satze:  „ex  fumo  dare  luceni^'  bncbstfiblicb  An- 
wendung zu  verschaffen  Später  kamen  andere  Elemente  hinzu, 
welche  im  Sinne  der  geselKgen  Verieinererungen  Neuerungen 
machten.  An  die  Stelle  des  Zinnkrugs  trat  das  CSIas  und  die 
Pfeife  verschwand  allraälig ;  aber  mit  dem  alten  Brauch  nahm  auch 
die. Zahl  der  Mitglieder  ab,  und  deren  kabbalistische  Geviertzafal 
war  bald  nur  eine  ffeschichtliche  Denkwfirdigkeit  Endlich  zählte 
sie  nur  nocH  19  Mitglieder,  nicht  mehr  Weber  und  anderes  Ge- 
werbsvolk, sondern  Mitgiieder  anderer  mit  hschkringenden  Nameo 
versehener  Gesellschalton.  Da  ihr  Fortbestehen  unter  solchen 
Cttständen  nicht  mehr  mliglich  war,  machte  man  der  Astronomi- 
schen Gesellschaft  den  Vorschlag  zur  Vereinigung ,  die  ihn  bestens 
aufnahm,  da  sie  sich  dadurch  ausser  der  Zunahme  ihrer  Mi^;lieder 
in  iBeeitz  der  reichen  Sammlungen  und  anderer  Mittel  der  mathe- 
matischen Gesellschaft  setzte. 


Un  nouvel  observatoire  met(k>rologique  vient  d'dtre  stabil  sur 
le  sommet  du  Vesuve;  il  a  4t6  inaugur<^  ä  Toccasion  du  demier 
congres  des  savants  italiens,  r^unis  cette  ann^e  k  Maples.    II  est 

Flace  k  Fendroit   de  la  montagne  ceUbre  <pi6  Pon  nomme  San- 
issimo  Salva.tore. 
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SchrUten  ftber  Unterrichtsmethocle. 


Ueber  die  Beschränkung  des  mathematischen  Un- 
terrichts auf  den  kurhessischen  Gymnasien  durch  die 
hohe  Ministerial-Verfügune  vom  28.  Februar  1843,  Kur- 
fürstlichem Ministerium  des  Innern  als  Denkschrift 
unterthänig  überreicht  Ton  Dr.  £.  W.  Grebe,  Gymna- 
siallehrer zu  Kassel.    Marburg  1843.    8. 

Die  betreffende  Ministerialverfügung^  von  welcher  schon  im 
Literarischen  Berichte  Nr.  XVIII.  S.  274.  die  Rede  gewesen  ist, 
wird  zuerst  auf  S.  3.  vollständig  roitgetheilt  und  dann  weiter  be- 
sprochen^ indem  der  Herr  Vf.  diese  Besprechung  auf  die  drei  fol- 
genden Hauptpunkte  zurückführt: 

,>1.  Die  Beschränkung  des  mathematischen  Unterrichts  hin- 
sichtlich der  darauf  zu  verwendenden  Zeit  steht  mit  der  Beschrän- 
kung des  äusseren  Umfangs  durchaus  in  keinem  Verhältniss. 

2.  Dieses  Missverhältniss  wird  auch  durch  die  Vorschrift 
über  die  innere  Behandlung  der  Mathematik  nicht  allein  nicht  beseitigt» 
sondern  sogar  noch  vermehrt.  , 

3.  Statt  der  dermaligen  Beschränkung  des  mathematischen 
Gymnasialunterrichts  hinsichtlich  seines  äussern  Umfangs  erscheint 
vielmehr  eine  andere  im  Interesse  unserer  Gymnasien  wünschens- 
wertb;  aber  auch  selbst  wenn  diese  eintreten  sollte,  bleibt  die 
Wiederherstellung  der  früheren  wöchentlichen  Stundenzahl  drin- 
gendes Bedürfniss.  *' 

Was  die  unter  Nr.  3.  angedeutete .  wünschenswerthe  Beschrän- 
kung des  mathematischen  Unterrichts  angeht,  so  betrifft  dieselbe 
die  Ausschliessung  der  Stereometrie,  welche  nebst  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  und  der  sphärischen  Trigonometrie  dem  acade- 
mischen  Unterrichte  vorbehalten  werden  soH.    Obgleich  wir  nicht 

glauben,  dass  in  letzterer  Beziehung  alle  Lehrer  der  Mathematik 
em  Herrn  Vf.  beistimmen  werden ,  da  die  Stereometrie  jedenfalls 
eine  eigenthümliche  bildende  Kraft  besitzt«  die  nicht  leicht  jeder 
Gymnasiallehrer  unbenutzt  lassen  mochte,  so  ist  die  Schrift  doch 

Band  Vir.  24 
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durchgängig  mit  grosser  BmummmAM  verfasst,  bekundet  fiberall 
den  erfahrenen  Lehrer,  der  sich  zu  manchem,  namentlich  zu  dem 
vorher  erwähnten  Vorschlage ,  wohl  nur  durch  die  Dringlichkeit 
der  Umstände  veranlasst  und  genothigt  gesehen  hat,  und  verdient 
von  allen  Lehrern  der  Mathematik  beachtet  zu  werden. 

Als  Resultat  der  ganzen  von  dem  Herrn  Vf.  angestellten  Un- 
tersuchung ergiebt  sich,  dass  derselbe  an  das  Rohe  Kurfürstlieh 
Hessische  Ministerium  die  Bitte  richten  zu  müssen  glaubt,  die 
Verfügung  vom  28.  Februar  1843  in  mehreren  wesentlichen  Punk- 
ten zu  modi6ciren.  Dass  dies  recht  bald  geschehen  möge,  wOn- 
schen  wdr  mit  dem  Herrn  Vf.  im  Interesse  des  mathemaliscben 
Unterricnts  überhaupt  und  feum  Besten  der  Kurfürsjtlich  Hessischen 
Gymnasien  insbesondere.  Eine  Gewährleistuns  hierfür,  und  zwar 
nach  unserer  Ueberzeu^ng  eine  jedenfalls  hucnst  erfreuliche,  li^t 
schon  in  dem  Umstancfe,  dass  der  Herr  Vf.  keinen  Anstand  neh- 
men zu  müssen  geglaubt  hat,  der  ihm  unmittelbar  vorgesetzten 
höchsten  Behörde  zwar,  wie  es  sich  gebührt  und  schickt ,  in 
ruhigem  Und  ehrerbietigem  Tone,  aber  doch  freiroütbig  und  offen, 
in  einer  vor  das  Forum  der  Oeffentllchkeit  gebrachten  Schrift  ent- 
gegen  zu  treten ,  was  jedenfalls  diese  hohe  Behörde  selbst  in  einem 
sehr  V  ortheil  haften  Lichte  erscheinen  Ifisst,  und  ein  erfreuliches 
Zeichen  der  Zeit  ist. 


ArUlmietik. 


Poinsot:  R^flexions  snr  iea  principes  fondamentaux  de 
la  theorie  des  nombres.    4.     Paris  1S45.    8  fr. 

(Aus  Liouville's  Journal  besonders  abgedruckt.) 

Ueber  die  Auflosung  der  numerische»  Gleichungen. 
Von  Dr.,  Brandis,  viertem  Lehrer  an  dem  Königlichen 
Christianeum  zu  Altona  (Programm  des  Christianeum  zu 
Altona  von  Ostern  1845).    Altona.  18-15.    4. 

Diese  Abhandlung,  deren  erster  Theil  jedoch  für  jetzt  nur 
vorliegt,  verdient  jeoenCaJls  allgemeiner  bekannt  und  beachtet  z» 
werden.  Der  Herr  Vf.  hat  in  derselben  eine  Zusammenstelluiig 
der  verschiedenen  allgemeinen  Principe,  auf  welche  bis  jetzt  die 
Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  gegründet  worden  ist, 
mit  deren  gehöriger  Begründung ,  zu  geben  und  zugleich  die  Gren- 
zen ihrer  Anwendbarkeit  näher  zu  bestimmen  gesucht,  namentlich 
ob  dieselben  bloss  bei  der  AuUusung  der  algebraischen  oder  auch 
bei  der  Auflösung  der  transcendenten  Gleichungen  anwendbar  sind. 
Dass  der  Herr  Vf.  bei  den  älteren  Methoden  kürzere  Zeit  ver- 
weilt als  bei  den  neueren,  kann  nur  gebilligt  werden,  und  die 
ganze  Abhandlung  wird ,  wenn  sie  erst  in  ihrer  Vollendung  vorliegt, 
zugleich  eine  gute  historische  Uebersicht  über  die  verschiedenen 
Auflösungsraetboden  der  numerischen  Gleichungen  darbieten.   Der 
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80  wicbtigeD  Lehre  vt>ni  Exces»  der  gebrocheoen  algebraischen 
FuDctionen  hat  der  Herr  Vf.  mit  Recht  besondere  Aufmerksam- 
keit gewidmet,  und  namentlich  in  dieser  Beziehung  enthäit  die 
Abhandlung  auch  mTanches  Eigenthümliche,  was  wir  leider  hier 
swar  nicht  Alles  einzeln  namhaft  machen  können,  aber  doch  nicht 
unerwähnt  lassen  dürfen,  dass  der  Herr  Vf.  mit  Hfilfe  der  Lehre 
vom  Excess  einen  neuen  rein  analytischen,  und  selbst  für  trans- 
eendente  Gleichungen  gültigen  Beweis  des  wichtigen  Theorems 
Ton  C  a  u  ch  y  über'  die  Gränzen  der  imaginären  Wurzeln  der  Glei- 
chungen gegeben  hat.  Wir  wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  recht 
bald  Gelegenheit  finden  möge,  die  Fortsetzung  dieser  Abhandlung 
herauszugeben. 

Handbuch  der  mathematischen  Analysis  von  Doctor 
Oskai^  Schlömilch,  Privatdocenten  an  der  Universität 
zu  Jena.  Erster  Theil.  Algebraische  Analysis.  Mit 
zwei  Kupfertafeln.    Jena.  1845.    8.    2  thir.'lfi  ggr. 

Vor  dem  Jahre  1821»  wo  Cauchy's  „Cours  d'Analyse  de 
Tecole  royaie  polvtechnioue.  Ire  Partie.  Analyse  algö* 
briaue^'  erschien,  ist  es  woni  nur  wenigen  Mathematikern  ein- 
gefallen, an  der  völligen  Unfehlbarkeit  der  Lehren  der  Analysis, 
und  namentlich  auch  ap  der  völlig  allgemeinen  Gültigkeit  der  in 
derselben  gewonnenen  Resultate  zu  zweifeln;  ja  es  hätte  wohl 
geradezu  für  ein  crimen  laesae  majestatis  gegolten,  wenn  einer 
mch  so  etwas  hätte  wollen  in  den  l^inn  kommen  lassen,  und  vol- 
lends wenn  er  solche  geßhrliche  Ideen  öffentlich  auszusprechen 
Eigt  hätte.  Man  denke  hierbei  nur  an  die  combinatoriscne  Ana- 
und  deren  Bearbeiter  ^  und  erinnere  sich  u.  A.,  dass  noch 
rerdienstvolle  Kluge I  den  polynomischen  Lehrsatz  „einen 
hohen  Standort,  von  welchem  man  die  Gefilde  der  Ana- 
lysis übersehen  kann^'  nannte.  Das  ist  nun  freilich  seit  dem 
Erscheinen  des  oben  genannten  wichtigen,  und  jedenfalls  in  der 
Geschichte  der  Mathematik  wahrhaft  Epoche  machenden  Werks 
von  Cauchy,  und  mehrerer  anderer  auf  dasselbe  gefolg ter  Schrif- 
ten desselben  tiefsinnigen  Mathematikers,  jetzt  in  vieler  Rücksicht 
amiers  geworden,  und  der  oben  genannte  bohe  Standort,  von  wel- 
chem mau  die  Gefilde  der  Mathematik  übersehen  kann,  ist  aus 
den  Werken  C  a  u  cb  y'  s  und  allen  deren  Richtung  folgenden  neue- 
ren analytischen  Schriften  gänzlich  verschwunden. 

Fragt  man  sich  nach  dem  Grunde  dieser  bei  einer  Wissen- 
schaft von  so  hoch  gerühmter  Strenge,  wie  die  Mathematik,  aller- 
dings sehr  merkwürdigen  Erscheinung,  und  will  auf  diese  Frage 
eine  ganz  unumwundene,  auf  keiner  Selbsttäuschune  beruhende 
Antwort  ertbeilen,  so  muss  man  kurzweg  sagen:  „dass  diese 
Erscheinung  darin  ihren  Grund  hat,  weil  Cauchy  zuerst 
völlig  klar  und  deutlich  gezeigt  hat,  dass  es  mit  der  frü- 
her so  hoch  gerühmten  volligen  Allgemeinheit  der  meis-^ 
ten  der  von  den  älteren  Analytikern  aufgestellten  Sätze 
nichts  ist,  dass  diese  Sätze  vielmehr  sehrhäuiig  wesent- 
lichen Einschränkungen  unterworfen  und  nicht  selten  in 
sehr  engeGränzen  eingeschlossen  werden  müssen,  wenn 
ihre  Anwendung  nicht  zu  unrichtigen  oft  völlig  wider- 
sinnigen Resultaten  führen  soll;  dass  daher  auf  diese 
Weise  der  wahre  materielle  Gehalt  der  Analysis  gegen 
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friilier  sehr  vermindert  wurden  unc^  die  Anzahl  derje- 
nigen Satze,  welche  gegenwärtig  al8  völlig  fest  begrün 
det  und  namentlich  auch  rücksicntlich  der  Zulässigkeit 
ihrer  Anwendung  als  in  völlig  bestimmte  Gränzen  ein- 
s^eschlossen  zu  betrachten  sind,  im  Verhältniss  zu  dem 
trüberen  Zustande  der  Analysis  eine  sehr  geringe 
ist,  dass  man  aber  eben  deshalb  gerade  diese  Sätze 
als  kostbare  Perlen  zu  betrachten  hat,  die  man  sich 
durch  nichts  wieder  entreissen  lassen  darf,  vielmelir 
immer  sorgfältiger  pflegen  und  weiter  auszubilden 
suchen  muss  *);  dass  man  endlich,  so  wie  die  Sachen 
jetzt  stehen,  die  früher  grösstentheils  gewöhnliche, 
namentlich  eine  möglichst  grosse  Allgemeinheit  er- 
strebende Behandlungsweise  der  Analysis,  insbeson- 
dere die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten,  verlassen,  bei  Begründung  der  analyti- 
schen Sätze  zu  mehr  speciellen,  jedem  einzelnen  Falle 
besonders  angepassten  Methoden  seine  Zuflucht  neh- 
men, und  dabei  sein  Augenmerk  ganz  vorzüglich  darauf 
richten  muss  —  gewissermassen  nach  Art  dergriechischen 
Geometer,  welche  bekanntlich  tiberall  mit  der  ängstlich- 
sten Sorgfalt  und  Genauigkeit  alle  möglichen  Fälle 
streng  von  einander  schieden  und  jeden  derselben  einer 
besonderen  Betrachtung  unterwarfen  — ,  alle  einzelnen 
Fälle,  die  bei  einem  Satze  vorkommen  können,  von 
einander  zu  unterscheiden,  und  bei  jedem  einzelnen 
derselben  die  Zulässigkeit  oder  Unzulässigkeit  des 
Satzes  zu  untersuchen,  überhaupt  also  jederzeit  die 
Gränzen,  innerhalb  welcher  der  Satz  richtig  oder  un 
richtig  ist,  bestimmt  festzustellen. 

Mit  diesen  wenigen  Worten  habe  ich,  so  viel  es  hier  der  Riuim 
gestattete,  den  Geist  der  neueren  Analysis  in  der  ihr  vorzüglich 
durch  Cauchv  gegebenen  gegenwärtigen  Gestalt  zu  charakterisi- 
ren  gesucht.  Dass  dieselbe  in  Rücksicht  auf  eine  gewisse  Eleganz 
und  die  Allgemeinheit  der  Behandlungsweise  der  älteren  Analysis 
nachsteht,  \vi\\  ich  gern  zugeben,  und  auch  einräumen,  dass  überhaupt 
die  wahre  BehandlungsweUe  der  Analysis  noch  nicht  gefunden  ist, 
so  wie  auch,  dass  es  wohl  möglich  sein  dürfte,  mehrere  der  älte- 
ren Methoden  zu  grösserer  Strenge  zu  erheben ,  welches  zu  ver- 
suchen —  was  unter  allen  Bedingungen  mit  Dank  aulzunehmen  ist  — 
jedenfalls  eine  sehr  würdige  Aufgabe  für  jeden  Mathematiker  ist; 
eben  so  entschieden  muss^  ich  aber  behaupten,  dass  von  der  neue- 
ren Analysis  in  Rücksicht  auf  die  Feststellung  der  gewonnenen 
Resultate  auf  völli«^  sicheren  Grundlagen,  auf  gehörige  Einschrän- 
kjoif  derselben  zwischen  bestimmten  Gränzen  und  auf  die  dadurch 
bedingte  vollständige  Sicherstellung  vor  Felilgriffen  in  deren  An- 
wendung,   überhaupt  also  auf  eine  wahrhaft  strenge,    von  jedmn 

*)  Ungefähr  mit  den  letzteren ,  hier  übrigens  nur  aus  dem  Gedächt- 
nisse niedergeschriebenen  Worten,  äusserte  sich  vor  Kurzem  gegen  den 
Unterzeichneten  in  einem  Briefe  auch  ein  demselben  befreundeter  treff- 
licher schwedischer  M'atheraatiker,  Herr  Professor  Malmsten  in  Up- 
sala,  der  mit  der  älteren  und  neueren  Analysis  in'  gleichem  Grade  ver- 
traut ist. 
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Zweifel  freie  Begründung  der  Sätze,  welche  den  eigentlichen 
materiellen  Inhalt  der  ganzen  Wissenschaft  bilden,  die  ältere  bei 
Weitem  überflügelt  wird,  und  dass  in  allen  diesen  Beziehungen 
die  ältere  AnaJysis  im  Verhältniss  zur  neueren  eigentlich  nur  aJs 
ein  Spiel  mit  Formen  zu  betrachten  ist,  welches  durchaus  keine  w»hr- 
halt  innere  Ueberzeugung  von  der  unumstosslichen  Richtigkeit  der  ge- 
wonnenen Resultate  zu  gewähren  geeignet  ist ,  und  dieselbe  in  der 
That  auch  fast  nie  gewährt.  Hierbei  hat  man  auch,  was  die  Me- 
thode betrifft,  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Beweise  in  der  neue« 
ren  Analysis  häutig  ein  Werk  des  grossten  Scharfsinns  sind,  dass 
jeder  in  seiner  Eigenthümlichkeit  oft  ein  besonderes  Kunstwerk 
ist,  und  eben  so  sehr  wie  die  Entwickelungsmethoden  der  älteren 
Analysis,  rücksichtlich  ihrer  allgemeinen  Anwendbarkeit,  in  seiner 
eigenthümüchen  Gestaltung  durch  grosse  Eleganz  sich  auszeichnet 
und  anzieht.  Man  hat  diese  Beweise  hin  und  wieder  nicht  mit 
dem  Namen  Kunstwerke ,  sondern  mit  dem  Namen  Kunststücke  zu 
benennen  beliebt  Dies  können  sich  aber  alle  diejenigen  Mathema- 
tiker, denen  der  in  den  Schriften  der  griechischen  Geometer  herr- 
schende Geist  nicht  fremd  geworden  ist  gern  gefallen  lassen ;  denn 
sind  die  Beweise  der  neueren  Analysis  Kunststücke,  und  entbehren 
dieselben  eines  gewissen  durchgreifenden  Princips,  so  ist  noch 
vielmehr  die  ganze  griechische  Mathematik  ein  Kunststück  zu 
nennen.  Der  Geist  der  neueren  Analysis  und  der  Geist 
der  griechischen  Mathematik  ist  nach  meiner  vollkoml- 
mensten  Ueberzeugung,  wie  ich  schon  oben  andeutete, 
im  Wesentlichen  ganz  ein  und  derselbe,  was  gewiss  bei 
jedem  in  der  Strenge  der  Griechen  aufgewachsenen  und  erstark- 
ten Mathematiker  der  ersteren  nur  zur  Empfehlung  gereichen  kann. 
Ganz  in  dem  so  eben  näher  charakterisirten  Greiste  der  neue- 
ren Analysis  ist  das  vorliegende  Werk  des  Herrn  Doctor  Schlo- 
milch  verfasst,  und  verbreitet  sicli  hauptsächlich  über  die  folgen- 
den Gegenstände.  Einleitung.  —  Von  den  veränderlichen  Grös- 
sen und  den  Functionen  im  Allgemeinen.  (In  diesem  mit  Recht 
sehr  ausführlichen  Kapitel  hat  der  Herr  Vf.  die  wichtigsten  Grund- 
lagen der  ganzen  Wissenschaft  zusammensefasst  und  sich  dabei 
der  grossten  Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit  befleissigt,  deshalb 
auch  öfters  geometrische  Darstellungen  zu  Hülfe  genommen.  Dass 
in  diesem  Kapitel  vorzüglich  auch  von  der  Continuität  und  Dis- 
Goutinuität  der  Functionen,  von  den  Gränzen  u.  s.  w.  gehandelt 
worden  ist,  versteht  sich  von  selbst.}.  —  Bestimmung  der  Natur 
verschiedener  Functionen  aus    gegebenen  Eigenschaften  derselben 


rakterisirung  der  eigentlichen  Natur  der  Functionen  sehr  geeignet 
sind,  kann  nach  unserer  Meinung  nicht  genug  hervorgehoben  wer- 
den, und  verdient,  dass  sich  die  Analytiker  noch  menr  als  bisher 
geschehen  mit  derselben  beschäftigen.  Deshalb  hat  auch  der 
[err  Vf.  mit  Recht  auf  dieselben  ein  besonderes  Gewicht  gelegt).  — 
Bestimmung  der  Natur  der  Functionen  aus  gegebenen  speciellen 
Werthen  derselben  (Hier  vorzüglich  auch  vom  Interpolationspro- 
blem^.  —  Von  den  endlichen  und  unendlichen  Reiben  (Hier  natür- 
lich nauptsächlich  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen 
und  von  den  Rechnungen  mit  unendlichen  Reihen).  —  Das  Bino- 
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mialtheorem .  —  Die  fixponentialreihe.  —  Die  logarithmischen 
Reihen.  —  Die  Reihen  fiEr  den  Sinus  und  Gosiniis.  -^  Potenzen 
mit unmuglichen Grundzahlen  (Theoreme  von  Moivre  und  Cotes. 
Auflosung  der  reinen  Gleichungen).  —  Die  ExDonentialgrussen  und 
Lo<<arithmen  mit  imaginären  Exponenten.  ^*  Die  goniometrischen 
und  cyklometrischen  Functionen  mit  imaginären  Variabein.  ^  — 
Reihen,  weiche  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  eines 
Boeens  fortschreiten.  —  Reihen  für  den  Sinus  oder  Cosinus^  eines 
vielfachen  ßogens.  —  Reihen  für  die  cyklometrischen  Functionen. 
—  Die  goniometrischen  Functionen  unter  der  Form  von  Prodncten.  — 
Verschiedene  Relationen  für  goniometrische  Functionen  (Hier  auch 
von  den  Bernoultischen  Zahlen  und  den  Sekanten  *  Coefficienten 
und  deren  Beziehungen  zu  einander)«  —  Die  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  Kettenbrüche.  —  Verwandlung  von  Reihen  in  Ret- 
tenbriiche  (Dass  der  Herr  Vf.  in  diesen  beiaen  Kapiteln  auch  die 
Theorie  der  Kettenbrüche ,  wobei  zugleich  von  der  Irrationalität 
der  natürlichen  Logarithmen  und  der  Ludolphschen  Zahl  gebän- 
delt wird,  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  gezogen  hat,  ver* 
dient  besondere  Anerkennung).  -*<  Schlussßetrachtung. 

Aus  dieser  Uebersicht  des  Inhalts  ergiebt  sich,  dass  das  Werk 
sich  fast  über  alle  Geeenstände  der  algebraischen  Analysis  (jedoch 
mit  Ausschluss  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen)  verbrei- 
tet, und  wir  können  dasselbe  einem  Jeden,  wer  sich  mit  der  neue- 
ren algebraischen  Analysis  gründlich  bekannt  zu  machen  Beruf 
und  Veranlassung  findet,  wegen  seiner  Deutlichkeit  aus  Ueberzen- 
gung  empfehlen,  und  hegen  die  Hoffnung,  dass  dasselbe  überhaupt 
zur  weiteren  Verbreitung  der  neueren  Ansichten  und  zu  der  richtigen 
Würdigung  derselben,  zugleich  aber  auch  überhaupt  zur  Beförderung 
wahrhaft  gründlicher  analytischer  Studien  Vieles  beitragen  wird.  Der 
Herr  Vf.  hat  nach  einer  m<jglichst  systematischen  Darstellung  ge- 
strebt; hat  alle  Grundbegriffe  und  Sätze  möglichst  anschaulich  zu 
machen  und  durch  geeignete  allgemeine  Betrachtungen ,  wohin  nament- 
lich die  Vorrede  und  die  Schlussbetrachtuog  sehuren,  ein  grösseres 
Licht  über  das  eigentliche  Wesen  der  Wissenschaft  und  ihrer 
Methode  zu  verbreiten  gesucht;  hat  endlich  das  Imaginäre  über- 
all, wo  seine  £inmisch\ing  als  fremdartig  erscheint,  zu  vermeiden 
sich  angelegen  sein  lassen,  und  darin  öfters  zu  eigenthümlichen 
EotwicI^eluDgen  und  Darstellungen  Veranlassung  finden  müssen, 
welche  von  seinem ,  schon  durch  viele  frühere  Arneiten  hinreichend 
bewährten  Scharfsinn  ein  neues  erfreuliches  Zeugniss  ablegen. 

Gewünscht  hätten  wir,  dass  der  Herr  Vf.  auch  die  im  Geiste 
der  neueren  Analysis  noch  sehr  wenig  untersuchte  Theorie  der  Facul- 
täten  aufgenommen  hätte,  welche  wir  bei  dieser  Gelegenheit  über- 
haupt der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  empfehlen  möchten. 
Denn  sobald  der  Exponent  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  sind 
wir  in  diesem  Theile  der  Analysis  jedenfalls  noch  sehr  im  Unkla- 
ren. Unter  mehreren  anderen  Fragen ,  die  man  sich  hier  vorlegen 
kann ,  wollen  wir  weisen  Beschränktheit  des  Raumes  jetzt  nur  die 
eine  nach  der  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  eine  Facul- 
tat  mit  gebrochenem  Exponenten  haben  kann,  und  nach  der  voll- 
ständigen Bestimmung  dieser  sämmtlichen  verschiedened  Werthe 
hervorneben ,  welche  sich  nach  unserer  Meinung  hier  eben  so  ^ut 
wie  die  analoge  Frage  bei  den  Potenzen,  die  in  der  Audösung  der 
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reiBeii  Gleichungen  bekanntlich  bereits  ihre  vollständige Beantnor- 
tung  gefunden  bat,  aufgeworten  werden  kann* 

Der  Fortsetzung  dieses  auch  äusserlich  sehr  gut  ausgestatte- 
ten Werks  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

Folgende  Druckfehler  sind  noch  in  demselben  zu  verbessern: 
S.  18.  Z.  1.  V.  0-1.  JA  statt  OB.  -  S.  171.  Z.  11.  v.  o.l.  +  m*  statt -m*. 

G. 
Anleitung  zu  finanziellen,  politischen  und  juridi- 
schen Rechnungen.  Ein  Handbuch  iür  Staatsmänner, 
ftCameralisten,  Kaufleute,  Juristen,  Forstmänner, 
Oeconomen  u.s.  w.  von  D^r.  L.  Oettinger,  Grossherzogl. 
Badischem  Hofrath  und  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  au  der  Universität  zu  Freiburg  LB.  Braun- 
schweig. 1845.    8.    1  thlr.  20  ggr. 

Der  Hauptinhalt  dieses  neuen  Werks  über  die  sosenannte  poli« 
tische  Arithmetik  ist  folgender :  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen.  •— 
Rechnung  mit  Zinses -Zmsen.  —  Yerhältniss  zwischen  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  und  der  mit  Zinses-Zinsen  und  Anwen«- 
düngen.  —  Ueber  die  Berechnung  des  Interusuriums.  —  Von  der 
Wahrscheinlichkeits- Rechnung.  -—Ueber  Lotterie -Anlehen  und 
Lotterien.  —  Von  der  Sterblichkeit.  —  Berechnung  der  Leibren- 
ten, Lebensversicherungen,  Wittwenpensionen  u.  s.  w.  —  Taf.I— X. 

Unter  den  jetzigen  deutschen  Mathematikern  ist  der  Herr  Vf. 
des  vorliegenden  \Verks  derjenige.  Welcher  seine  Aufmerksamkeit 
am  meisten  der  sogenannten  politischen  Arithmetik  zugewandt, 
und  diese  Wissenschaft  auch  schon  durch  verschiedene  eigene 
Untersuchungen  gefördert  hat.  Das  vorliegende  Werk  enthält  die 
wichtigsten  älteren  Untersuchungen  und  mehrere  der  neuen  Un- 
tersuchungen des  Herrn  Vfs.  in  systematischem  Zusammenhange 
und  in  der  Form  eines  für  Vorlesungen  bestimmten  Compendiums, 
in  welcher  Beziehung  dasselbe  auch  nach  unserer  Ueberzeugung 
alle  Empfehlung:  verdient.  Ueberhaupt  aber  werden  alle  auf  "dem 
Titel  genannte  Personen ,  unter  Voraussetzung  hinreichender  mathe- 
matischer Vorkenntnisse ,  die  sich  jedoch  mit  geringer  Ausnahme 
durchaus  nicht  über  die  elementaren  Theile  hinaus  zu  erstrecken 
brauchen,  vielfache  Belehrung  und  Unterstützung  bei  ihren  prak- 
tischen Rechnungen  ans  demselben  schöpfen  können.  Diß  Wis- 
senschaft von  allen  früheren  unrichtigen  Ansichten  sorgfaltig  zu 
sichten,  hat  der  Herr  Vf.  eifrig  gestrebt,  und  hat  u.  A.  auch 
der  Beantwortung  der  Frage:  lu  welchen  Fällen  die  Rechnung 
mit  einjEacheu  Zinsen  oder  die  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  in  An- 
wendung gebracht  werden  müsse,  besondere  Aufmerksamkeit  ge- 
widmet. Die  verschiedenen  Ansichten  über  das  Intenisurium  sind 
im  vierten  Kapitel  mit  steter  Berücksichtigung  des  Juridischen  bei 
dieser  Frage  sehr  vollständig  entwickelt,  und  die  angehängten 
Tafoln^  unter  denen  ausser  den  verschiedenen  Sterblichkeitstafeln 
auch  mehrere  zweckmässig  eingerichtete  Tafeln  zur  Erleichterung 
der  Rechnung  mit  Zinses-z^insen  sich  finden,. sind  so  eingerichtet« 
dass  sie  die  Rechnung  mit  Logarithmen  grosstentheils  überflüssig 
machen.  Das  Aeussere  dieses  Werks ,  dem  wir  möglichst  grosse 
Verbreitung  unter  dem  betreffenden  Publikum  wünschen,  ist  in 
jeder  Beziehung  vorzüglich. 
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SaminluDg  von^  mathematischeD,  namentlich  vos 
Differential-  und' Integralformeln^  nebst  den  Olei- 
chungen  etc.  jener  krummen  Linien^  die  am  häufigsten 
Anwendung  linden.  Von  Joh.  Andr.  Schubert,  Profes- 
sor der  mathem-  Wissensch.  an  der  technischen  Bil- 
duDgsanstalt  zu  Dresden.  Zweite  unTeränderte  Aus- 
gabe.   Dresden  und  Leipzig.  1845.    8.    16  ggr. 

Diese  Sammlung  kann  neben  andern  Sammlungen  dieser  Art 
beim  Unterrichte  als  Sammlung  von  Uebungsbeisnielen  und  Prak- 
tikern zum  Nachschlagen  in  den  gewühnlichen  Fällen  der  Praxis 
hin  und  wieder  gute  Dienste  leisten .  ohne  dass  sie  sich  durch  eine  be-  * 
sondere  Vollständigkeit  oder  irgend  eine  sonstige  Eigenthümlichkeit 
auszeichnete.     Die  beigebrachten  Differentialformeln  sind  nur  die 

f$nz  gewohnlichen  und  allgemein  bekannten,  und  Beispiele  für 
ie  so  wichtige  Bestimraung  der  Reste  der  Taylor  sehen  und 
Maclaurinschen  Reihe  fehlen  leider  auch  in  dieser  Sammlung 
gänzlich.  Auch  die  in  jeder  Beziehung  so  höchst  wichtigen  all- 
gemeinen Formeln  zur  Bestimmung  der  Reste  in  ihren  Terschiede- 
nen  Formen  sind  nicht  einmal  aufgenommen,  was  einen  neuen, 
sehr  unerfreulichen  Beweis  liefert,  dass  die  neueren,  so  überaus 
wichtigen  Fortschritte  der  Analysis  in  Deutschland  bis  jetzt  eine 
verhältnissmässig  nuf  sehr  geringe  Verbreitung  gefunden  haben. 
Ead  Grund,  warum  der  Herr  Vf.  statt  des  allgemein  eineefübrteo 
Differentialzeichens  d  sich  überall  des  Zeichens  ö  bement,  ist 
durchaus  nicht  abzusehen,  und  muss  namentlich  deshalb  getadelt 
werden,  weil  das  Zeichen  d  bekanntlich  schon  längst  eine  andere 
sehr  bestimmte,  bereits  allgemein  reci^irte  Bedeutung  in  der  Va- 
riationsrechnung gefunden  hat.  Dergleichen  Gewohnheiten  führen 
nur  zu  Verwirrung  in  der  Wissenscnaft.  Die  Sammlung  der  In-» 
tegralformeln  ist  mit  Recht  die  reichhaltigste. 

Rühlmann,  M.,  logarithmisch- trigonometrische  und  andere 
für  Rechner  nützliche  Tai^ln.  3te  verb.  Stereotypausg.  16.  Dres- 
den. 1845.    12  ggr. 


Oeometrie. 


Klinkhardt,  E.,  Leitfaden  für  den  Untepricht  in  den  Ele- 
menten der  ebenen  Geometrie  und  in  der  ebenen  Trigonometrie 
und  Polygonometrie  auf  Gymnasien  und  Grewerbschulen.  gr.  8. 
mit  4  Figurentafeln.    Lindau  1845.    16  ggr.      t 

De  Sex  F5rsta  Bockema  af  Euclidis  Elementa  jemte  Planime 
tri  och  Stereometri,  utgiftie  af  P.  R.  BrUkenhjelm.  örebro 
1845.    8.    b.  2  Rdr.  16  sk.    (Boktr.  fori.) 

Lefebure  de  Fourcy,  Lehrbuch  der  descriptiven  Geome- 
trie, nebst  einer,  die  Theorie  der  Ebene  und  geraden  Linie  im 
Räume  enthaltenden  Einleitung.    Aus  dem  Franz.  nach  der  4.  Ori- 


Digiti 


izedby  Google 


373 

gtnalävflase  übers,  v.  Heinrich  v.  Bunan,   gr.  8.   mit  34  Figtnren» 
tafeln  in  4.    Chemnitz  1845.    1  thir.  21  ggr. 

Hvmers,  J.,  Treatise  on  Conic  Secti^ns^  and  the  Applica 
tion  ot  Algebra  to  Geometry.  3d  edit  revised  and  enlareed.  8vo. 
Cambridge  1845.    9  sh. 

Mossbrugger,  L.,  analytische  Geometrie  des  Raumes,  mit 
Berücksichtigung  der  neueren  geometrischen  Verwandtschaft  und 
der  zur  grösseren  Verständigung  des  Werkes  erforderlichen  £nt- 
Wickelungen  aus  der  analypscben  Geometrie  der  Ebene.  Zum 
Selbststudium.    Mit  8  lith.  Tafeln.    gr.Lex.8.   Aarau  1845.   4thlr. 

(Eine  ausführlichere  Anzeise  dieses  Werks  werden  wir  sogleich 
geben,  wenn  es  in  unsere  Hände  gelangt  sein  M'ird^  was  jetzt  noch 
nicht  der  Fall  ist.) 

Ueber  die  tangirenden  Flächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  Von  Dr.  Aloys  Mayr,  Prof.  der  Mathematik 
und  Astronomie  an  der  Universität  zu  Würzburg. 
Würzburg  1845.    4.    16  ggr. 

In  dem  Vorworte  zu  dieser  schon  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXiV.  S.  361.  vorläufig  angezeigten  Schrift  sagt  der  Herr 
Vf.  „  dass  er  diese  Untersuchungen  über  die  Flächen  (wobei  er  vor- 
züglich die  noch  weniger  bekannten  Eigenschaften  der  windschie- 
fen Flächen  hervorhebt)  nicht  sowohl  um  ihrer  Resultate  willen 
angestellt  habe,  well  diese  zum  Theil  schon  bekannt  seien ^  als 
vielmehr  um  z^  zeigen »  welche  endlichen  geometrischen  Gros- 
sen das  erste,  zweite,  dritte^  und  die  höheren  Differenziale  der 
Coordinaten ,  der  Bogen ,  der '  Flächen  u.  s.  w.  seien ,  wobei  es 
sich  ihm  nur  um  die  Wahrheit  in  der  Sache  des  Differenzial  -  Cal- 
culs  handele,  die  fOr  Einige  sehr  wenig,  für  Andere  hingegen, 
die  den  hohen  Sinn  für  Wissenschaft  und  Wahrheit  bewahrt 
haben,  sehr  Viel,  ja  Alles  sei  und  sein  werde.  Daher  habe  er 
mit  der  Erklärung  des  wahren  Wesens  der  Differenzialrechnung 
diese  Untersuchungen  begonnen,  und  die  Differenzialien  selbst, 
nicht  etwa  bloss  die  Differenzial-Quotienten ,  als  endliche ,  berech- 
nenbare  und  construirbare  Grossen  nachgewiesen,  und  dies  so 
weit  ausgeführt,  dass  keinem  Mathematiker,  der  in  diese  wahrlich 
sehr  leichten  Ableitungen  eindringe,  ein  Zweifel  übrig  bleiben 
könne,  wie  die  übrigen  hier  nicht  untersuchten  Differenzialien  geo- 
metrischer und  mechanischer  Grossen  als  endliche  und  berechnen- 
bare  Grössen  gefunden  und  bewiesen  werden  können.  *' 


Praktische  Oeometrie. 


Wünsch,  J^  L.  j  Sammlung  von  Beispielen  aus  der  praktischen 
Geometrie  für  Real-  und  Sonntagsgewerbschulen.  Nördlingen  1844. 

.  Castle,  H.  J.,  Treatise  on  Land  Surveying  and  Levelling; 
with  copious  Field  Notes,  Plans,  and  Diagrams,  containing  the 
Chain  and  Theodolite  Surveying^  of  this  Country,  Surveyiog  of 
Woods  by  the  Circumferentor.  in  New-Countries,  a  Practici^l  Course 
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of  Railwi^  Lerellins^ ,  with  Fiele!  Notes  aod  Drawiags  of  the  re- 
ouisite  Sections  and  Gross  Sections:  together  with  severai  Prac- 
ticai  Formulae  for  each  Work,  the  Theory  and  Practice  of  Rud- 
ning  Out  Curves>  and  the  l^Iode  of  Staking  out  the  Side  Stakes, 
accompanied  with  Introductory  Chapters  on  the  Math ematical  PriiH 
ciples  of  each,  and  the  necessary  Tables  of  Logarithms  for  Wor- 
king  the  Problems;  intended  as  a  complete  Vade-Mecum  of  Field- 
Work  to  the  Young  Surveyor.    London  1845.    8.    eioth  12  sh. 


Triironometrle. 


Kocher,  Dr.  Fr.  O.,    Gnindzüge  der  ebenen  Trigonometrie 
Ein  Leitfaden  beim  Unterricht  in   deifseiben.     Verbess.  Ausgabe, 
gr.  8.    Breslau  1845.    6  ggr. 


Mechanik. 


Earnshaw,  S.,  Treatise  on  Statics,  containing  the  Theory 
of  the  Equitibrium  of  Forces ,  and  numerous  Examples  illustrative 
of  the  general  Principles  of  the  Science.  3d  edit.,  enlarged,  8. 
Cambridge  1845.    10  sh. 

Ehrenstam,  J.  F.,  Forsta  grunderoa  tili  Mekaniken.  Efter 
vullständiga  Lärobocker  sammahdragne.  Äqdra  Uppl.  4.  Crefle. 
1845.    S  Rdr. 


Praktische  llechanik. 


Demme,  Der  prakt.  Maschinenbauer.  20.  Liefer.  8.  Qued- 
linburg. 1845.    2  thir.  16  ggr. 

Sonnet,  H.,  Recherches  sur  le  mouvement  uniforme  des 
eaux  dans  le»  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux  decouverts, 
en  ayant  ^gard  aux  differences  de  vitesse  des  filets.  4.  Paris  1845. 

Moseley,  H.,  Die  mechanischen  Principien  der  Ingenieur* 
kunst  und  Arcbitektuf.  Aus  dem  Engl,  von  U.  Sdieffler.  3.,  4 
Lief.    gr.  8.    Braunschweig.  1845.     1  thIr. 


Optik. 


Doppler,   A.  Chr. ,  Zwei  AJi^handluDgen  aus  dem  Gebiete  der 
Optik,    gr.  4.    Prag  1845.    8  ggr. 
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Doppler,  A.  Chr.,  Ueber  die  weseotliche  Verbeäseraog  der 
katoptrisGbeD  Mikroskope,    gr.  4.    Prag  1845.    12  ggr. 


Astronomie. 


Doppler/A.  Chr.,  Ueber  die  bisherigeo  Erklärungsversuche 
des  AberratioDsphänomens.    gr.  4.    Prag  1845.    8  ggr. 

Papanti,  Ferd.,  Soluzione  del  famoso  problema  di  longitu* 
d'me  chronometrica  astronomica. 

Effemeridi  astronomiche  •  di  Mtlaoo  per  i'anno  1845 ,  calcolate 
dalFab  Giov.  Capelli  e  da  Curzio  ßuzzetti.  Con  appeodice, 
memorie  ed  osservaziooi  astronomiche.  Mit  2  Tafeln  Abbildungen. 
Mailand  1845.  Inhalt  des  Appendix:  Analisi  di  alcune  equaaioni 
trascendenti  di  Paolo  Frisiani;  Osservazioni  della  prima  coraeta 
di  1844,  da  Franc.  Carlini. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  mit  vorzüglicher  Rücksicht 
auf  mathematische  Begründung,  von  Johann  August 
Gruncrt.  Erster  Theil.  Mit  sechzehn  Figurentafeln. 
Leipzig*  1845. 

In  dem  Lehrbuche  der  Physik,  dessen  erster  Theil  jetzt  dem 
Publikum  vorliegt,  habe  ich  eine  mathematische  Darstellung  der 
Physik  zu  geben  versucht,  so  weit  dies  mit  Hülfe  der  Lehren  der 
Elementar-Mathematik  muglicb  ist,  und  habe  mich  dabei  möglich- 
ster Strenge  befleissigt.  Der  Inhalt  des  ersten  Theils  ist  folgen^ 
der:  Einleitung.  •—  Von  den  Kurpern  überhaupt.  —  Von  den 
mechanischen  Wissenschaften  im  Allgemeinen;  Grundbegriffe  der 
Statik  oder  der  Lehre  vom  Gleichgewichte.  —  Von  dem  Gleich- 

fewichte  zwischen  Kräften,  die  an  einem  festen  Systeme  von 
^unkten  wirken.  —  Vom  Schwerpunkte.  —  Von  der  Keibung  oder 
von  der  Friction.  —  Von  den  einlachen  Maschinen  (Hebel,  schiefe 
Ebene,  Rad  an  der  Welle,  Keil,  Schraube,  Seilmascbine,  Gelenk 
oder  Kniepresse).  Von  einigen  zusammengesetzteren  Maschinen 
(verschiedene  Winden  und  Haspel,  Rollenzug,  Flaschenzug,  Schraube 
ohne  Ende,  Wagenwinde,  Räderwerk).  —  Von  der  Wage  (und  deren 
verschiedenen  Arten).  —  Von  der  Stabilität.  «—  Von  der' gleich 
förmigen  geradlinigen  Bewegung  (mit  Einschluss  der  zusammen- 
gesetzten Bewegung)*  —  Von  der  stetig. gleiehfiirmig  beschleunig- 
ten Bewegung  überhaupt  und  von  den  Gesetzen  des  Falls  schwe- 
rer Körper  insbesondere«  —  Die  Ballistik  oder  die  Lehre  von  der 
Wurfbewegung.    —  Von  dem  Falle  schwerer  Punkte  auf  geraden 
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und  knimmen  Linien.    -—   Die  Lehre  vom  einfachen  oder  mathe- 
matischen Pendel  (wohei  in  strenger  elementarer  DarAteilung  nicht 
bloss   wie  gewöhnlich   bis    zum  ersten,    sondern  bis  zam  zweiten 
Gliede  der  aus  der  höheren  Mechanilc  bekannten  unendlichen  Reihe 
fortgegangen  wird^.    —    Von  den  Quantitäten   der  Bewegung,  voo 
d'Alemberts  allgemeinem  Princip   der  Mechanik,    und  von  der 
Atwoodschen  Fallmaschine.   —    Von  der  Schwingrmgsbewegung 
fester  Körper  um  feste  horizontale  Axen,   von  den  Momenten  der 
Trägheit  und  von  dem  zusammengesetzten   oder   physischen  Pen- 
del. —  Vers*jche  mit  dem  Pendel  und  Resultate,  welche  sich  aas 
denselben    ziehen    lassen.    (Anhang:   Vom  Reversionspendel  und 
einigen  bei  Pendelversuchen  überhaupt  nothwendigen  Correctionen 
und  Reductionen).  — -  Von  der  gieichlörmigen  Bewegung  im  Kreise 
und  von  der  Schwungkraft  im  Kreise.    (In  einem  Anbange  zu  die- 
sem Kapitel  sind  einige  von  gewissen  bestimmten  Voraus- 
setzungen   ausgehende,    was  man   bei    diesem  Anhange  ja 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,   elementare  Betrachtungen  über  me 
Schwere  im  Allgemeinen  und  die  Pendeliängen  auf  der  sphäroidi- 
sehen  Erde,   und   über  deren  Abplattung  angestellt,   welche  nur 
einen  Vorschmack  von  den  diese  Gegenstände  betreffenden  höhe- 
ren  Untersuchungen   geben  sollen,    aber  in  der  Art  und  Weise, 
wie  sie  hier  angestellt  worden  sind ,  und  unter  den  Voraussetzun- 
gen, welche  denselben   aus  drück  lieb  zu  Grunde  gelegt  worden 
sind ,  wohl  als  völlig  streng  betrachtet  werden  dürfen.    Einen  höhe- 
ren Zweck  hat  dieser  Anhang  durchaus  oicht).   —  V^on  der  Cen- 
tralbewegung  und  von  den  Central kräften  im  Allgemeinen.    (In  die- 
sem Kapitel  bin  ich  bis  zu  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Schwere 
fortgegangen,  und  habe  eine  möglichst  deutliche  und  strenge,  aber 
snnz   elementare  Darstellung   desselben   zu   geben  versucht).   — 
&ie  Lehre  vom  Stosse.     L    Gesetze    des    l^tosses    unelastischer 
korper.    IL    Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper.  —  Von  der 
Wärme.  (Alleemeine  Wirkungen  der  Wärme,  Thermometer  und  des- 
sen verschiedene  Arten,  Correction  des  Thermometers,  Pyrometer 
und  dessen  verschiedene  Arten ,  Maximum-  und  Minimum-Thermo- 
meter, Thermometrographen,  Ausdehnungs-CoeHicienten  und  deren 
Bestimmung,  rostförmige  Compensations'pendel  und  deren  Berech- 
nung,   Metall  -  Thermometer  von  Jürgensen  oder  Holtzmann, 
Winneri  und  Breguet,  Benutzung  desselben  Princips  zur  Cotb- 
pensation  der  Uhrpendel  und  der  Chronometer ,  Quecksilberpeddel 
und  deren  genaue  Berechnung,    specifische  und   relative  Wärme, 
Mischungsmethode,    Schmeizungsniethode  mit  Einschlus^s  der  la- 
tenten Wärme  und  des  Eiscaloriraeters ,    Abkühlungsmethode  oder 
Erkaltungsmethode ,  Benutzung  der  specifischen  W^ärme  der  Metalle 
zur  Bestimmung  sehr  hoher  Temperaturen,  Wärmequellen,   strah- 
lende Wärme,  Di fferentialthermonie ter  und  deren  verschiedene  Ar- 
ten, Intensität  der  Wärme,  verschiedene  Versuche).  •—  Von  dem 
Gleichgewichte  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die    ersten   Gründe 
der  Hydrostatik  (in  ziemlich  ausführlicher  Darstellung,  namentlich 
auch  von  schwimmenden  Körpern  und  vom  Metacentnim).  —  Von 
den    Capilläritätsersch einungen.    —    Einige    der  wichtigsten   Ge- 
setze der  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die  ersten  Gründe 
der  Hydraulik  ([Stromquadrant^.  —  Von  den  ausdehnsamen  Flüs- 
sigkeiten.   (Hierbei  natürlich  in  ausführlicher  Darstellung  von  den 
verschiedenen  Arten  des  Barometers  und  der  Luftpumpe»  auch  von 
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den  verschtedeneo  Luftarteo  und  deren  fintwickelung,  Eudiometer). 
—  Von  der  Verdunstane.  —  Von  der  Hydrometrie.  —  Von  dem 
Huhenroessen  mit  dem  Barometer.  —  Von  der  Bestimmung  des 
specifischen  Gewichts.  (VöUis^  strenge  und  sorgfältige  mathematische 
Darstellung  dieser  höchst  wichtigen  Lehre ,  mit  fortwährender  Be- 
rücksichtigung der  nuthigen  Correetionen  und  Reductionen). 

Alle  diese  Gegenstände  sind  einer  so  viel  als  möglicn  stren- 
gen, aber  völlig  elementaren  mathematischen  Betrachtung  unter« 
werfen  worden,  und  den  ganzen  übrigen  Theil  der  Physik ,  näm- 
lich die  Lehre  von  der  Electricität,  dem  Galvanismus,  Magnetismus, 
Electromagnetismus ,  die  Lehre  vom  Schall  und  vom  Lichte  wird 
nebst  einer  kurzen  Darstellung  der  Meteorologie  und  der  im  Luft- 
Kreise  vorkommenden  Licht-Erscheinungen  der  hoffentlich  bald  er- 
scheinende zweite  Theil  dieses  Werks  enthalten. 

Weil  ich  der  Meinung  bin,  dass  Niemand  physikalischen  Un- 
terricht ertheilen  sollte,  der  sich  nicht  vorher  mit  einer  solchen 
streng  mathematischen,  aber  elementaren  Darstellung  der  Physik^ 
wie  (dieselbe  in  dem  vorliegenden  Werke  zu  geben  versucht  wor- 
den ist,  yertraut  gemacht  hat,  worüber  ich  mich  in  der  Vorrede 
ausführlicher  ausgesprochen  habe,  so  gehurt  es  natürlich  nicht  zu 
meinen  geringsten  Wünschen ,  dieses  Werk  namentlich  auch  von 
angehenden  Lehrern  der  Physik  nicht  unbeachtet  ffelassen  zu  sehen. 
Dass  in  demselben  mehr  als  in  den  meisten  andern  Lehrbüchern 
der  Physik  über  Maschinenlehre  u.  dgl.  vorkommt,  hat  seinen 
Grund  zum  Theil  darin ,  weil  dieses  Werk  zugleich  auch  die  dritte 
Abtheilung  meines  Lehrbuchs  der  Mathematik  und  Physik  für 
Staats  -  .  und  landwirthschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt  bildet;  ausserdem  halte  ich  aber  solche  mehr  prak- 
tische Dinge  auch  für  allgemein  lehrreich,  und  würde  dieselben 
auch  ohne  den  vorher  erwähnten,  mehr  speciellen  Zweck  nicht 
von  der  Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  der  Physik  ausgeschlossen 
haben.  G. 

Müller,  Dr.  F.,  Grundzüge  der  Krystallographie.  Mit  123 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  8.  Braunschwei^.  1845. 
12.ggr. 

Haldat,  Histoire  du  magn^tisme  dont  les  pb^nom^nes  sont 
rendus  sensibles  par  le  mouvement    In  8.  plus  une  pl.    Nanci.  1845. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffei,  heraus- 

gegeben  von  Dr.  J.  Lamont,    Conservator  der-Kunigl. 
ternwarte  bei  München. 

Jahrgang  1844.  XL  Heft.  Stündliche  Beobachtungen  zur 
Zeit  des  Frühlmgs-Ae<]|uinoctiums  1844  von  Brüssel,  Ueunes,  Lyon. 
Valenciennes,  Aiais,  Dnon,  Toulouse,  Greenwich,  Luzern,  Utrecht 
Amsterdam,  Deventer,  Leuwarden.,  Groningen,  Prag,  Angers,  Thou 
arce,  Cracau,  Lemberg,  Marseille,  Frankfurt  am  Main,  Parma 
Mailand,  Genua,  Triest,  Florenz,  Neapel,  Aoste,  Mästriebt,  War 
schau,  Rom,  St.  Etienne,  München.  —  Meteorologische  Beobach- 
tungen in  Leipzig  im  Jahre  1843  von  Hrn.  Prof.  Mubius.  —  Me 
teoroiogische  Ueliersicht  der  Witterung  in  Aschaffenburg  1843  von 
Hrn.  Prof.  Dr.  Kittel.  »—  Kurze  Beschreibung  der  Sternwarte  des 


Digitized  by  VjOOQIC 


378 

Hrn.  Freiherrn  v.  Senft^nberg  in  Senftenberg,  von  dem  Cod- 
servator  Hrn.  Prof.  Ha  ekel.  —  Tempöratare  el^vee  i^provvee  a 
Parme  depuis  le  8  jusqu'  au  17  de  Jutn  1844 ,  avec  les  r^ultats 
des  (raatorzes  ann^s  pr<^i$dente«  1830—1843.    Note  commnniqa^e 

Eir  M.  A.  Colla,  Dir^eteur  de  rObservatoire  de  luniTersite.  — 
eobacbtnngen  des  meteorologischen  Vereins  im  GrosshenKogthume 
Baden ^  zusammengestellt  und  mi^ethetlt  von  Hm.  Ph.  Stieffel» 
Prof.  an  der  Polytechnischen  Schule  in  Carlsmhe.  —  Magnetische 
Terminbeöbachtnngen  in  Kremsmünster  1842  und  1843  von  Hrn. 
M.  Koller,  Director  der  Sternwarte.  —  Zusammenstellung  der  im 
Jahre  l842  In  Hohenpeissenberg,  Landsberg,  München,  ÖilingeD, 
Gunxenhausen ,  Bui^iengenfeld,  Ansbach,  INeustadt  an  der  Aisch, 
Wfirzborg,  Hof,  Cronberg  und  Stuttgart  beobachteten  starken  und 
anhaltenden  Winde.  — *  Zusammenstellung  der  im  Jahre  1843  in 
Hohenpeissenberg,  München,  Dilingen,    Gnnzenhaasen,  Burglen- 

Smfeia,  Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch,  Stuttgart,  Carlsrahe, 
of,  *Bensberg  und  Cronberg  beobachteten  starken  und  anhalten- 
den Winde.  «^  Observationes  meteorologicae  in  Specula  Medioia- 
nensi  institutae  a  Job.  Capelli,  U.  Astronomo  Adjuncto.  — • 
Vermischte  Nachrichten. 

Jahrgang  1844.  Heft  XII.  Magnetische  und  meteorolo- 
gische Beobachtungen,  angestellt  an  der  Königl.  Sternwarte  bei 
München  während  der  Monate  Aporil,  Mai  und  Juni  1844.  •—  Stünd- 
liche Beobachtungen  zur  Zeit  des  Sommer -Solstitiums  1844  too 
Alais,  Dijon,  Leuwarden,  Utrecht,  Deventer,  Amsterdam,  Gro- 
ningen, Frankfurt  am  Main,  Valenctennes ,  Toulouse,  Luzem, 
Thouarc^,  Lyon,  St  Etienne,  Mont  Pilat,  Greenwich,  Prag, 
Senftenbeig,  Parma,  Mailand^  Genua,  Florenz,  Triest,  Genf, 
St.  Bernard,  Aosta,  Marseille,  Cracau,  Lembers:,  Warschau,  Bern, 
Gent,  Luxemburg,  Makerstoun,  Kremsmünster,  München.  —  Nach- 
trag zum  FrühUngs-Termin  1844  Ton  Genf,  St  Bernard,  Bern,  Gent, 
Luxemburg,  Makerstoun,  Kremsmünster.  —  Stündliche  Beobach- 
tungen zur  Zeit  des  Herbst- Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Tou- 
louse, Thouarcä,  Alais,  Gen^ve,  St.  Bemard,  Parma,  Triest,  Gre- 
nua,  Florenz,  Bologna,  Mailand,  Ludern ,  Frankfurt  a.  M.,  Cracau, 
Amsterdam,  Groningen,  Deventer,  Utrecht,  Leuwarden,  Faulhorn, 
Valencienoes,  Sexion taines  (haute  Marne),  Kremsmünster,  Prag, 
Senftenberg,  Bern,  Gent,  Rom,  Neapel,  Aosta,  Madrid,  Lausanne, 
Domaine  de  Rousseau,  München,  Marseille.  —  Nachtrag  zum 
Frfihlingstermin  1844  von  Lausanne,  Kremsmünster,  Parts.  — < 
Nachtrag  zum  Sommer  -  Solstitium  1844  von  Brüssel,  Rom,  Lau- 
sanne, Domaine  de  Rousseau.  —  Vermischte  "Nachrichten :  Resul- 
tate der  ma^etischen  und  meteorologischen  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte  in  Cracau  im  Jahre  1844  von  Hrn.  Prof.  Weisse, 
Director  der  Sternwarte.  —  Altitiides  geodäsiques  de  «inelques 
points  de  la  Baviere  au  dessus  du  niveau  moyen  de  Toc^an  ä 
Brest  etc.  Par  M.  le  Commandant  Delcros.  —  Perturbations 
magni^tiques  observ^es  dans  la  d^clinaison  ä  Tobservatoire  de  Parme 
(Italie)  pendant  les  mois  d'Avril,  Mai,  Juin  et  Juillet  1844.  -»  Tem- 

reratur  der  Quellen  in  der  Umge<rend  von  Dillingen  von  Hrn.  Pol- 
ak,  k.  Lyceal  -  Professor  in  Dillingen.  —  Üeber  den  Hagel  in 
Steiermark  von  Dr.  Wilh.  GintI,  k.  k.  Professor  der  Physik  zu 
Grätz.  --  Beobachtungen  angestellt  zu  Mittenvvald  vom  qu.  k.  Ober- 
beamten Wagner,    berechnet  von  Hrn.  Prof.  Meister  im  Sep- 
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tember  des  Jabrea  1844.  *-  Resultate  der  Barometer-  und  Ther- 
mometer» VergleicbungeDy  welche  auf  der  im  Jahre  1843  durch 
Kärnten 9  Istrien,  Ober-Italien,  Tyrol»  Salzburg,  Ober-Oesterreich 
und  Böhmen  unternommenen  Reise  ausgemitteu  worden  sind,  von 
Dr.  Wilh.  Gintl,  k.  k.  Prof.  der  Physik  in  Orätz.  —  Sechste 
Fortsetzung  der  Beiträge  des  Hrn.  Sabine  zum  Erdmagnetismus. 
—  Magnetische  Beobachtungen  in  Toronto  1840 — 1843. 


Vermischte  fileliriflten. 


The  Cambridge  Mathematical  Journal.  Nr.  XXIil. 
February  1845.  I.  On  the  Theory  of  Linear  Transformations 
(Cayley).  —  II.  On  Magic  Souares  (Moon).  —  lU.  On  the  Theory 
of  Developments.  Part  I.  (Boole).  ^-  IV.  Demonstration  of  a 
Fundamental  Proposition  in  the  Mechanical  Theory  of  Electricity 
(W.  Thomson).  -—  V.  On  the  Reduction  of  the  GeneVal  Equation 
of  Surfaces  of  the  Second  Order  (W.  Thomson).  —  VI.  On  Cei^ 
taitt  Integral  Transforroations  (BroDwin).  —  VIL  On  Gertain  Con- 
tinued  Fractions  (Perciyal  Frost). 


Bei  der  Universität  zu  Lund  sind  neuerlich  die  folgenden 
akademischen  Schriften  erschienen: 

Första  Capitlet  afallmän  Storhetslära.  Präs.  Mag.  Carl  Job. 
D:s  Hill,  Prof.  i.  Math. Resp.  Carl  Oskar  Ruth.  Lund  1845-  4. 

Prolegomenaom  Addition.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  D»  Hill, 
Prof.  i.  Math.  Resp.Corntz  Aug.  Beckfriis.   IL    Lund]845.  4. 

Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  D:s 
Hill»  Prof«  i  Math.  Resp.  Carl  Erik  Schweder  lU.  Lund 
1845.    4. 

Fortsatta  Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mag.  Carl 
Job.  D:s  Hill,  Prof.  i Math.  Resp.  Gustaf  Wilh.  Job.  v.  D üben. 
IV.    Lund  1845.    4. 

Method  att  utdraga,  hwilken  rot  som  helstur  en  reel  binom. 
Academisk  Afbandling.  Präs.  CariJoh.  Hill.  Math.  Prof.  Resp. 
Carl  Gust.  Leijonhafwud.    Lund  1845.    8. 

Utkast  tili  e;i  allmän  theori  f)ir  binomiska  imaginära  rStter. 
Akademisk  Afhandling.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Pro- 
fessor Respc  Gust.  Mau r.  Posse.    Lund  1845.    8. 

Om  imaginära  rotters  utdragnins:.  Academisk  Afhandlmfi^. 
Präs.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof,  Resp.  Math.  Elof  Wilh. 
-   Widegren.    Lund  1845.    8. 

Om  imasrinära  Cubikrutters  utdragning.  Academisk  Afband- 
ling. Präs.  Carl  Job.  Hill,  Resp.  Claes  August  Norman. 
Lund  1845.    8. 

Arithmetisk  Lusning  af  Casus  irreducibilis.  Akademisk  Afband- 
ling. Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Chri- 
stopher  Eckerbom.    Lund  1845.    8. 
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ßetraktelser  5fwer  den  sa  kailade  Casus  Irredadbilis.  Acade 
inisk  AfliandHiig»  Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof.  Resp. 
Thnre  Martin  B&4th.    Lund  1845.    8. 

Oni  Cartesii  och  Fouriers  teckenreglor.  xlkademisk  Afhänd- 
IiDg.    Praes.  Carl  Joh.  Hill»  Resp.  Carl  Albin  Holmberg. 

Lund  1845.    8. 

De  Axiomate  ad  theoriam  parallelarum  stabilteodanipertinente 
disputatio.  Präs.  Mag.  Carl  Joh.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  Reg 
&  Ord.  Resp.  Carol.  Ad.  Th.  Lindwall.  P.  III.  Lundae 
1845.    4. 

Lemmata  ad  theoriam  parallelarum  stabilieudam  idonea.  PHts. 
Carol.  Joh.  J):s  Hill.  Kesp.  Bened,  Nicpl.  Ad.  LindTall. 
P.  IV.    Lundae  1845.    4.  med  1  tab. 

Conatus  Euclidaei  axiomatis  XII.  probandi  antiqui.  Prl^s.  Carol. 
Joh.  D:s  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Elis  Maur.  Ullrnan.  P.  V. 
Lundae  1845.    4. 

Ueber  die  Theorie  der  Parallelen  hat  Herr  Professor  Hill  su 
Lund  auch  die  folgende  lesenswerthe  Schrift  herausgegeben: 

Conatus  Theoriam  linearum  parallelarum  stabili- 
endi  praecipui,  quos  recensuit  novisque  superstrtixit 
fnndamentis  atque  anxit  Car.  Joh.  D:s  Hill,  Math.  Prof. 
Lundae  1844.    4. 

Theoria  linearum  aequidistantium.  Präs.  Mag.  Carol.  Joh. 
D:s  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Adolöh  R.  Äberg.  P.VH.  Lun- 
dae  1845.    4. 

Theoria  linearum  connormalium.  Präs.  IVIag.  Carol.  Joh.  D:s 
Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Esaias  Laur.  Palm.  P.  VIIL  Lun* 
dae  1845.    4. 

Portatif  Apparat  för  bestämmandet  af  fasta  kroppars  länsdior- 
findringar  tili  iotje  af  förändrad  temperatur.  Akademisk  Afnand- 
ling..  Präs.  Dr.  A.  W.  Ekel  und,  Prof.  i  Fysiken,  L.K.  W.A.; 
Forf.  J.  6.  M.  V.  Gegerfelt    Lund  1845.    8.  med  1  plansch. 


Ich  erlaube  mir,  die  geehrten  Leser  des  Archivs  auf  den  die- 
sem Hefte  beigelegten ,  das  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteo- 
rologie von  Dr.  Joh.  Müller,  Prof.  der  Physik  und  Tech- 
nologie an  der  Univ.  zu  Freiburg  i.  B.  als  zweite  um- 
gearheitete  und  vermehrte  Aufl.  der  Bearbeitung  von 
Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik.  2  Bde.  betreffenden Pro- 
spectus  aufmerksam  zu  machen.  G. 
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Arithmetik. 


Elemente  der  niederen  Analysis.  Bearbeitet  von 
J.  Ro^g»  Professor  der  Mathematik  am  obern  Gymna- 
sium in  Ehingen.  Aüt  drei  Figurentafeln.  Ulm.  1845. 
1  thlr. 

Der  Titel  dieser  Schrift  scheint  nicht  ganz  glficklich  gewählt 
zu  sein ,  und  konnte  leicht  einen  von  dem  wirklichen  Inhalte  der- 
selben verschiedenen  Inhalt  erwarten  lassen.  Dieselbe  enthält  näm- 
lich die  gewöhnlichen  Elemente  der  Buchstabenrechnung  und  Alge- 
bra bis  inclusive  zu  den  quadratischen  Gleichungen  ;  dann  die  An- 
wendung der  Buchstabenrechnung  und  Algebra  ^  sowie  auch  der 
gemeinen  Arithmetik  auf  die  ebene  Geometrie ;  hierauf  die  ebene 
Trigonometrie ;  und  endlich  in  einem  Anhange  eine  etwas  weitere 
Ausfährung  der  ebenen  Trigonometrie,  die  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades ,  die  Lehre  von  den  figu- 
rirten  Zahlen,  das  Wichtigste  aus  der  Combinatlonslehre ^  die 
Methode  der  unbestimmten  CoefBcienten  und  deren  Anwendung 
auf  die  Entwickelung  der  gewohnlichen  Functionen  in  Reihen: 
alles  recht  deutlich  und  klar,  mehrfach  durch  Beispiele  erläutert, 
aber  ohne  besondere  Eigenthümlichkeiten^  die  hier  hervorgehoben 
zu  werden  verdienten.  Druck  und  Papier  sind  sehr  gut,  und  erste- 
irer  empfiehlt  sich  namentlich  durch  seine  Zierlichkeit. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Alge- 
bra zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  aie 
Zwecke  des  praktischen  Lebens  bearbeitet  von  H.  B. 
Lübsen.  Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Oldenburg.  1845.    8.    1  thlr.  8  ggr. 

Dieses  wohl  schon  aus  seiner  ersten  Auflage  hinreichend  be- 
kannte Lehrbuch  entspricht  nach  unserer  Ueberzeu^ng  seinem 
auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke  auf  eine  vorzügliche  Weise, 
indem  es  die  Lehren  der  gemeinen  Arithmetik,  der  Buchstaben- 
rechnung und  der  Elemente  der  Algebra  mit  ungemeiner  Deutlichkeit 
vorträgt  und  durch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  zweckmässig  gewähl- 
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ter  Beispiele  praktisch  erläutert,  weshalb  wir  dasselbe  auch  vor- 
züglich allen  aeoea ,  welche  die  Mathematik  zu  Irgend  einem  prak- 
tischen Zwecke  erlernen ,  empfehlen.  In  der  Lehre  von  den 
Gleichungen  ist  der  Herr  Verf.  mit  Recht  nur  bis  zu  den  qua- 
dratischen Gleichungen  fortgegangen ,  da  die  cubischen  Gleichan- 
Ssn  doch  im  Ganzen  nur  wenige  Anwendung  finden,  und  den 
eschluss  der  Schrift  macht  die  Lehre  von  den  Progressionen, 
von  den  Logarithmen  und  ^^  Zinsessinsen  -  Rechnung.  Ungern 
haben  wir  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  vermisst,  da  dieselben 
auch  bei  praktischen  Geschäften  oft  vortreif liehe  Dienste  leisten 
kühnen,  und  eben  so  wiinschenswerth  wörde  uns,  schon  der  soge- 
nannten zusammengesetzten  AUigationsrechnung  wegen,  wenigstens 
eine  kurze  Anleituns  zur  Auflösung  unbestimmter  Aufgaben  gewe- 
sen sein,  welche  der  Herr  Vf.  bei  einer  wohl  zu  erwartenden 
dritten  Auflage  seiner  verdienstlichen  Schrift  zweckmässig  noch 
einverleiben  dürlte.  In  einem  Anhange  sind  mehrere,  vorzugs- 
weise ein  theoretisches  Interesse  in  Anspruch  nehmende  Lehren 
etwas  weiter  erläutert  worden,  nämlich  die  Lehre  von  den  Zah- 
lensystemen, Einiges  aus  der  Zahlenlehre,  die  Verwandlung  perio- 
discher Decimalbrüche  in  gemeine  ßrüche,  die  Theorie  des  Posi- 
tiven und  Negativen,  die  ausfährlichere  Theorie  der  Proportionen, 
über  das  sogenannte  arithmetisch*geometrische  Mittel  zweier  Zah- 
len ^,  eine  weitere  Ausführung  der  Lehre  von  der  Elimination, 
die  Theorie  des  Imi^inären  mit  RficksicRt  auf  die  neueren  Ansich- 
ten von  Gauss  über  diese  Lehre,  über  das  Unendlich  -  Kleine 
«od  Unendfich-Grosse,  tt.  s.  w, 

Bobillier,  Principe«  d'algebre.  Nouveile  Mitioo.  In  8. 
Cfaalons-6ttr-Sa6ne  et  Paris.  1845.    4.  60. 

Entdeckung  einer  numerischen  General-AuflSsung 
aller  h5hern  endlichen  Gleichungen  von  jeder  belie- 
bigen algebraischen  oder  transcendenten  Form  von 
A.  F.  Vogel,  Mathematiker  zu  Leipzig.  1845.  8.    16  ggr. 

Der  Herr  VI.  dieser  Schrift  scheint  mit  den  neueren,  und 
selbst  auch  mit  den  älteren  Arbeiten  über  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen wenig  oder  gar  nicht  bekannt  zu  sein ;  sonst  würde  er  die- 
selbe wahrscheinlich  nicht  geschrieben  haben. 

Malmst ^n,  C.  J.,  in  solutlonem  aeauationom  algebraicarmn 
disquisitio.    P.  l~4.    4.    Upsaia.  1845. 

(Wir  bedauern,  diese  Schrift  noch  nicht  «u  Gesicht 
bekommen  zu  haben.) 

J  Differenziali  delle  funzioni  algebriche  e  trascendenti  si  dedu- 
cono  dall'unica  legge  di  derivazione  che  si  manifesta  nelle  funzioni 
stresse^  pochi  cenni  di  Francesco  d.  r.  Bourelly.  Padova. 
1844.    In%. 

Politische  Arithmetik.     Anleitung   zur   Kenntnisa 
und  Uebung  aller  im  Staatswesen  vorkommenden  ße 
rechnungen.    Ein  Handbuch  für  Staatsbeamte  und  Ge- 


*)  M.  €.  Soppientnte  B«Hn  ihsthematttdien  Wörterbuciw.  TfaL  IL  S.  824. 
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schäftsniftDiier.  Von  L.  C.  Bleibtreu»  Professor  an  der 
polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.  Erste  Abthei- 
luDg.    Heidelberg.  1845.    8.    1  thir.  4  ggr. 

Dieses 9  nie  es  scheint,  vorzugsweise  auf  das  praktische 
BedQrfniss  berechnete  Buch  enthält  in  seiner  bis  jetzt  vorliegen- 
den ersten  Abtheilung  nach  einer  kurzen  Einleitung  über  den  üe- 
friff  der  politischen  Arithmetik  oder  Staatsrechenkunst  Folgendes : 
.  Maass-  und  Gewichtswesen  (hier  auch  vom  Monius,  Cora- 
parator  u.  dgl.)  II.  Finanzwesen.  1.  Geldwesen.  Erste  Ab- 
theilung.  Münzen.  Erster  Abschnitt.  Silbermünze.  Zweiter  Ab* 
schnitt.  Goldmünze.  Dritter  Abschnitt.  Platinmünze.  Vierter  Ab- 
schnitt. Kupfermünze.  Fünfter  Abschnitt,  dandelswerth  der 
Münzen.  Sechster  Abschnitt.  Werthsvergleichung  der  Münzen 
nach  dem  Münzfuss.  Siebenter  Abschnitt.  Valvation  der  Münzen. 
Zweite  Abtheilunje.  Gold  und  Silber  in  Barren.  2.  Von  den  Wech- 
seloperationen. S.  Vom  einfachen  Zins.  4.  Staatsschuldentilgung. 
5.  Vom  Verkehr  mit  Staatspapieren.  6.  Oeffentliche  Glücksspiele. 
IIL  Zahienverhältnisse  der  Bevölkerung.  IV.  Bestim« 
mung  der  Wahrscheinlichkeitdes  menschlichen  Lebens. 
V.  Anstalten,  welche  auf  die  menschliche  Sterblich- 
keit gegründet  sind.  ^  1.  Leibrenten  und Lebensveraicherungs- 
Anstauen.  (Hiermit  schliesst  die  bis  jetzt  vorliegende  erste,  bis 
S.  272.  reichende  Abtheilung.) 

Ueber  das  bei  allen  diesen  Gegenständen  vorkommende  eigent- 
lich Praktische  oder  Technische  enthält  diese  Schrift,  wie  es  uns 
scheint,  viel  Lehrreiches,  und  mehr  als  sonst  In  anderen  Schrif- 
ten dieser  Art  vorkommt.  Von  analytischen  Entwickelungen  sind 
nur  die  unbedingt  nothigsten  gegeben  worden.  Die  letzteren  finden 
aber  die  Leser  unter  den  neuesten  Schriften  über  politische  Arith- 
metik in  hinreichender  Vollständigkeit  in  demischon  im  Literari- 
schen Berichte  Nr.  XXV.  S.  371.  empfohlenen  Buche  von  Oet- 
tinger. 

Montae,  J.  B.,  Wie  mittelst  nachstehender  h5ehst  einfacher 
Rechenmaschine  oder  Rechenscheibe  auf  mechanischem  Wege  unil 
ohne  die ^  geringste  Kenntniss  vom  Einmal-Eins  zu  haben  das  Facit 
von  Additions-,  Subtractions-,  Multiplications - ,  Divisions-  und 
Regeldetri  -  Aufgaben  stets  richtig  und  leioht  aufgefunden  wird. 
Erfurt  184Ö.    Sr  6  ggr. 


Oeametrle. 


OppermaAn,    L.,   Elenientair  Plangeometri.     Copenhagen. 
1845.    8:    1  Rbd.  32  Sk. 

Laffitte,   C,    Essai   d'une  Dämonstration    du   Postulatum 
d'Euclide,  pouvant  servir  de  Supplement  aus  divers  cours  de  gäo- 
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nietrie  qui    fondent   la  th^orie  des  paralleles  sur  ce  Postulatain. 
In  8.  plus  une  pl.     Paris.  1845. 

Lehrbuch  der  vergieicheoden  Geometrie  oder  nene 
bewährte  Methode^  die  Lehren  der  Stereometrie  in 
natürlicher  Ordnung  mit  denen  der  Planimetrie,  zu- 
gleich in  paralleler  Weise,  darzustellen,  von  A.  Ma- 
histre,  Liceutiat  und  Professor  der  Mathematik  an 
der  Normalschule  zu  Chartres.  Aus  dem  Franzosi- 
schen übersetzt  und  mit  Aufgaben  vermehrt  von 
A.  Lorey,  Kandidat  der  Theologie  und  Vorsteher  der 
Realschule  zu  Weimar.  Mit  8  lithogr.  Figurentafeln. 
Weimar  1845.    8. 

Dieses   Buch    ist  eine  Uehersetzung    der   folgenden   Schrift: 
Les  analogies  de  la  g^om^trie  el^mentaire,  oulageo- 
m^trie  dans  Tespace,    ramenee  ä  la   g^ometrie  plane; 
par    A.    Mahistre.    %\   ädit.    Paris  1844.      Bekanntlich    hat 
man  in    neuerer  Zeit   mehrfach  versucht,    die  zwischen  der  söge- 
nannten  Planimetrie  und  Stereometrie   noch    bestehende  Scheide- 
uand  aufzuheben,  und  diese  beiden  Theile  der  Geometrie  als  ein 
wissenschaftlich  geordnetes  Ganze  vorzutragen.    Dass  man  diesen 
Bemühungen  Beilali  geben  muss,   versteht  sich  von  selbst;    und 
eben  so  leicht  ist  ersichtlich,    dass  dieselben,  gehörig  eingeleitet, 
zu  einem  günstigen  Resultate  ftihren  müssen,  oa  ja  doch  am  Ende 
die  Planimetrie  als  ein  specieller  Fall  in  der  Stereometrie,    d.  h« 
in  der  Wissenschaft  vom  Räume  überhaupt,   enthalten  sein  muss. 
In  der  iu   einer   deutschen  Uehersetzung  vorliegenden  Schrill  des 
Herrn  Mahistre  ist,  wie  man  durch  deren  Titel  *)  leicht  zu  glau- 
ben   veranlasst    werden    könnte,    der   so  eben    kurz    angedeutete 
höhere  wissenschaftliche  Gesichtspunkt  jedoch  keinesweges  fest- 
gehalten worden,   indem  dieselbe  eigentlich  nur  als  ein  Lehrbuch 
der  ebenen  Geometrie  zu  betrachten  ist,    in   welchem   den  einzel- 
nen  Kapiteln  unter   der   Ueberschrift  von   Analogien   die   ent- 
^  sprechenden  Lehren  der  Stereometrie  angehängt  worden  sind,    so 
dass  also  in  diesem  Buche  die  letztere  Wissenschaft  nicht  als  der 
in  wissenschaftlicher  Rücksicht  hoher  stehende,    die  Planimetrie 
mit  umfassende  Theil  der  Geometrie    oder  der  Wissenschaft  vom 
Räume  überhaupt,    sondern  gewissermaassen  nur  als  ein  Anhang 
zur  Planimetrie  erscheint.     Können  wir  nun  auch  aus  diesen  Grün- 
den der  vorliegenden  Schrift  eine  höhere  wissenschaftliche  Bedeu- 
tung nicht  beilegen,   so  ist  doch  auf  der  anderen   Seite  nicht  zu 
verkennen,  dass  bei  dem  ersten  geometrischen  Unterrichte  es  aller- 
dings lehrreich  für  den  Anfänger  sein  muss,    wenn  bei  dem  Vor- 
trage der  Planimetrie  ihm  sogleich  gezeigt  wird,    dass  damit  die 
Wissenschaft  vom  Räume    noch    keineswegs    abgeschlossen   ist, 
sondern  dass  es  noch  andere  den  vorgetragenen  analoge  Sätze  für 
den  Raum   überhaupt  giebt,    welche  erstere  gewissermaassen  in 
sich  schliessen,    wonei  man  sich  aber  doch  auch  ja  in  Acht  neh- 
men mag,  dass  in  den  Köpfen  der  noch  rohen  Anfansrer  nicht  eine 
so  leicht  mögliche  Verwirrung  entstehe  und  die  Bbslimmtheit  und 


*)  Der  Titel  des  französicchen  Originals  spricht  den  Zweck  des  Ver- 
fassers bestimmter  ans. 
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Klarheit  der  Begriffe  verloren  sehe«  Dieser  letztere  mehr  metho* 
dische  Zweck  scheiDt  dem  Verf.  auch  lediglich  bei  der  Abfas^ 
sang  seiner  Schrift  vorgeschwebt  zu  haben»  und  von  dieser  Seite 
muss  dieselbe  also  auch  vorzfiglich  von  den  Lesern  beurtheilt 
werden. 

Ins  Einzelne  hier  einzugehen  ist  keine  Veranlassung  vorhan- 
den, da  wir  viele  sonstige  Eigenthümlichkeiten  oder  Besonders 
bemerkenswerthe  neue  Sätze  und  Beweise  in  der  Schrift  gefunden 
zu  haben  uns  nicht  erinnern,    indem   dieselbe  überhaupt   nur  die 

ganz  gewöhnlichen  Lehren  der  Planimetrie  und  Stereometrie  ent- 
ält.  Es  fehlen  selbst  manche  Sätze,  die  zu  interessanten  Ana 
logien  zwischen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  hätten  Veran- 
lassung geben  können,  wie  z.  B.  das  Euler  sehe  Theorem  von 
den  Polyedern.  Gegen  die  Strenge  der  Beweise  w^ürdeii  wir  Man- 
ches einzuwenden  haben,  wenn  uns  hier  ein  grosserer  Raunr  ver- 
siMet  wäre.  Bemerken  wollen  wir  daher  nur  ganz  im  AJlgemeir 
nen ,  dass  wur  den  strengen  Begriff  der  Gränze  und  eine  durch- 
greifende Anwendung  der  Gräozenm^thode  in  dieser  Schrift  nirgends 
fefunden  haben«  Wie  man  aber  ohne  diese,  für  die  gesammte 
fathematik  so  höchst  wichtige  Methode  eine  strenge  Darstellung 
in  der  Geometrie  und  in  der  Mathematik  überhaupt  erringen  will, 
ist  uns  wenigstens  unbegreiflich.  Natürlich  stent  und  Utilt  mit 
derselben  aucn  die  strenge  Darstellung  der  Leiere  von  den  Ver- 
hältnissen incommensurabler  Grössen.  Umgangen  hat  der  Vf.  die 
Gränzenmethode  durch  das  sleich  zu  Anfang  eingeschaltete  zweite 
Kapitel:  von  den  unendlich  kleinen  Grossen  und  vom 
Maasse  der  Grössen  überhaupt.  Aber  gleich  der  soge- 
nannte Lehrsatz  in  §.  14.:  Zwei  endliche  Grössen  können 
als  einander  gleich  betrachtet  werden,  wenn  ihr  Un- 
terschied unendlich  klein  ist,  und  noch  mehr  der  Beweis 
desselben:  In  der  That  wird  man  zwischen  diesen  bei- 
den Grössen  durchaus  keine  Ungleichheit  aufstellen 
können,  so  klein  man  dieselbe  auch  annehmen  mag^ 
womit  die  ganze  Sache  abgethan  wird,  möchte  doch  viele  Anflto- 

ger  stutzig  machen,  und  bei  manchem  weiter  Denkenden  die  so 
och  gerühmte  Strenge  der  Geometrie  in  Misscredit  bringen. 
Abgesehen  hiervon  kann  aber  das  Buch  seiner  oben  anaege- 
benen  allgemeinen  Tendenz  wegen  minder  g'e übten  Lehrern 
manchen  Mutzen  und  manche  Belehmng  gewähren,  und  empfehlen 
wir  es  denselben  daher  zur  Beachtung;  gehörig  matiiematisch 
durchgebildete  Lehrer  ^  wie  sie  in  jetziger  Zeit  zur  Freude  eines 
Jeden,  der  an  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterrichts 
wahrhaften  Antheil  nimmt,  wohl  bei  Weitem  dUe  meisten  deutschen 
höheren  Lehranstalten  besitzen,  werden  aber  in  diesem  Buche 
schwerlich  etwas  finden,  was  sie  sich  nicht  selbst  auf  der  Stelle 
mit  Leichtigkeit  zu  entwickeln  im  Stande  sein  ^  sollten.  Ddrch 
den  reichhaltigen  Anhang  von  Formeln  und  Beispielen  zur  Berech- 
nung von  Linien,  Flächen  und  Körpern  (S.  247 — S.  332.)  hat  der 
Hext  Uebersetzen  den  Werth  des  Buchs  als  Unterrichtsmittel^^ 
namentlich  für  die  eioe  mehr  realistische  Richtung  habenden  Ele- 
mentarschulen,   erhöhet. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen  Tri- 
gonometrie für  die  obern  Klassen  höhererLehranstal- 
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ten»  DBbst  einem  UebiiDesanfgaben  und  Excnrse  eot- 
haltenen  Anhange.  Von  Dr.  August  Wiegand,  Lehrer 
der  Mathematik  und  sweitem  Collee^en  an  der  Real- 
schule im  Waisenhause  zu  Halle.  Mit  zwei  Kupfer- 
tafeln.    Halle.  1845.    8.    12  ggr. 

Die  frühem  Theiie  dieses  Lehrbuchs  sind  im  Liter.  Ber 
Nr.  XIX.  S.289.  und  Nr.  XXII.  S.  336.  angezeigt.  Die  dort  gerühmte 
Deutlichkeit  gilt  auch  von  dem  vorliegenden  Theiie.  Der  so  leicht 
zu  beweisenoe  Eul ersehe  Satz  von  aen  Polyedern  ist  mit  Recht 
in  die  Stereometrie  selbst  aufgenommen^  und  der  Anhane  enthält 
noch  manches  Lehrreiche  und  den  Zwecken  des  Unterrichts  For- 
derliche, sowie  das  Buch  überhaupt  einen  erfahrenen  und  sich 
dem  Unterrichte  mit  Liebe  hingebenden  Lehrer  bekundet. 

CrTosstentheils  neue  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  G^omötrie  descriptive  nebst  deren  Anwendung 
auf  die  konstruktive  Auflösung  von  Aufgaben  über 
räumMche  Verwandtschaften   der  Affinität,  Collinea- 


tion  etc.  Systematisch  geordnet  und  gelöst  von  Leo- 
pold Mossbrugger,  Professor  an  der  Kantonsschule 
zu  Aarau.    Mit  58  lithographirten  Tafeln  (in  einer  be- 


sonderen zweiten  Abtheilung),    Zürich.1845.    4.   4thlr. 

In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Vf. : 
y^Dna  Ziel  9  welches  ich  bei  der  Bearbeitung  dieses  Werktheos 
im. Auge  hatte,  ist  ein  zweifaches,  nämKch: 

1.  Soll  der  verhältnissmässig  geringe  Vorrath  von  Aufgaben 
im  Gebiete  der  Geometrie  descriptive  nicht  nur  durch  neue,  bis- 
her noch  ungedrackte  Aufgaben  vergrussert  werden ,  sondern  bei 
deren  Auflösung  soll  immer  die  rein  geometrische  Construktioo 
Torherrschend  und  der  mechanische  Theii  der  Zeichnungslehre  als 
untergeordnet  erscheinen«  2.  Soll  dies  Werkchen  dazu  dienen^ 
Resultate  und  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes, 
besonders  jene  über  die  neuern  Verwandtschaften  der  Affinität» 
Collineation,  Reciprocität  mehr  unter  construktive  Anschauungs* 
formen  zu  bringen ,  und  so  die  beiden  nach  einem  Ziele  strebenden 
Zweige  der  Mathematik,  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
und  die  Geometrie  descriptive,  welche  bisher  strenge  von  einan* 
der  getrennt  wurden,  einander  näher  zu  bringen.'^ 

Dass  man  beiden  Zwecken  seinen  vollen  Beifall  geben  muss, 
versteht  sich  von  selbst,  und  eben  so  wenig  ist  zu  verkennen, 
dass  der  Herr  Vf.  namentlich  dadurch ,  dass  er  die  neueren  geo- 
metrischen Verwandtschaften  in  den  Kreis  seiner  construktionellen 
Entwickelungen  —  man  möge  uns  diesen  Ausdruck,  der  aber  in 
der  Tbat  nicnt  ganz  unpassend  zu  sein  scheint,  verzeihen  —  gezö- 
gen hat,  der  descriptiven  Geometrie  in  mehrfacher  Beziehung  eine 
neue  Seite  abgewonnen  hat,  weshalb  wir  glauben,  dass  das  Werk 
angelegentlich  zu  weiterer  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Per  Druck  und  die  von  dem  Herrn  Zeichnungslehrer  Belli - 
ger  ausgeführten  Zeichnungen,  die  bei  einem  V^rke  dieser  Art 
natürlich  von  besonderer  Bedeutung  sind,  lassen  in  keiner  Bezie- 
hung etwas  zu  wünschen  übrig« 
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Analytische  Geometrie  dea  Raumes  mit  Berfick- 
»ichtigaog  der  neueren  geometrischen  Verwa^dtscbaf- 
ten  und  zur  grossem  verstäBc|igäng  des  Werkes  er- 
forderlichen Entwickellingen  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie  der  Ebene.  Zum  Selbststudium.  VonL.Moss- 
brugger^  Professor  an  der  Kantonsschule  in  Aarau. 
Mit  acht  lithographirten  Tabellen.  Aarau.  1845.  8. 
4thlr. 

Dieses  zugleich  eine  nicht  geringe  Anzahl  dem  Herrn  Verf. 
eigenthiimlicher  Untersuchungen^  auf  welche  in  der  Vorrede  beson- 
ders hingewiesen  worden  ist,  enthaltende  Handbuch  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes  ist  jedenfalls  eins  der  ausführlich- 
sten und  vollständigsten  Bücher  dieser  Art,  welche  wir  gegen- 
wärtig besitzen,  und  wird  von  keinem  sich  für  diese  Studien 
Interessirenden  entbehrt  werden  können.  Wir  wollen  daher  im 
Folgenden  den  allgemeinen  Inhalt  desselben  etwas  näher  an- 
geben, 

Einleitung,  Ueber  die  Gleichung  der  Geraden,  des  Kreises 
und  der  Linien  des  zweiten  Grades»  nebst  deren  Discussion* 
Erstes  Kapitel.  Betrachtung  der  Punkte  und  geraden  Linien 
im  Räume.  Zweites  Kapitel.  Von  der  Ebene  und  der  Ver- 
bindung derselben  mit  Linien  und  Ebenen.  (In  diesen  beiden  Ka 
pitelf]  kommt  ein  reicher  Schatz  von  Aufgaben  vor,  und  viele, 
welche  sich  in  den  sonstigen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geome- 
trie nicht  finden;  namentlich  enthält  das  zweite  Kapitel  auch 
Vieles  über  die  regulären  Korper  und  über  die  eckigen  Korper 
überhaupt.)  Drittes  Kapitel.  Von'der  Coordinaten- Verände- 
rung. (Hierbei  auch  die  Herleitung  der  Grundformeln  der  sphäri 
sehen  Trigonometrie^  Viertes  Kapitel.  Geometrische  Ver- 
wandtschaften. A,  Ebener  Systeme.  B,  Betrachtung  der  geome- 
trischen Verwandtschaften  räumlicher  Systeme.  (Dieses  Kapitel 
ist  eins  der  reichhaltigsten  im  ganzen  Buche.)  Fünftes  Kapitel. 
Von  den  Cylinder-Flächen.  Sechstes  Kapitel.  Von  den  Kegel- 
flächen. Siebentes  Kanttel.  Von  der  Kug^lfläche.  Achtes 
Kapitel.  Verwandlung  aer  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 
in  solche  Formen,  die  zu  Untersuchungen  tauglich  sind,  und  von 
der  ^Beziehung  der  Oerter  der  Mittelpunkte  zu  den  Flächen  selbst. 
(Der  ganze  Inhalt  dieses  Kapitels  kann  als  dem  Herrn  Vf.  eigen- 
thümnch  betrachtet  werden.)  Neuntes  Kapitel.  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades.  Zehntes 
Kapitel:  Von  den  Diametral  -  Ebenen  und  der  Reduction  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades  auf  ihre  ein- 
fachen Formen.  (Auch  in  diesem  Kapitel  findet  sich  vieles  dem 
Herrn  Vf.  Eigenthümliche.)  Eilftes  Kapitel.  Bestimmung  der 
Eigenschaften  der  Flächen,  welche  eisen  Mittelpunkt  haben. 
Zwölftes  Kapitel,  Üeber  die  geometrische  Bedeutung  der 
Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 
Grades.  (Auch  dieses  Kapitel  ist  dem  Herrn  Vf.  ganz  eigenthüm- 
lich.)  Dreizehntes  Kapitel.  Geometrische  Oerter.  Vier- 
zehntes Kapitel.  Von  den  Durchschnitten  der  Flächen  des 
zweiten  Grades,  insbesondere  in  ebenen  Curven.  Anwendungen 
dieser  Sätae  auf  Aufgaben  und  Bdsplele.  Fünfzehntes  Ka- 
pitel. Allgemeine  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades, 
in  Beziehung  auf  ihre  gegenseitigeti  Verwandtschaften. 
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Wir  empfehlen  dieses  Werk  nochmals  nicht  bloss  allen  denen, 
weiche  sich  ausführlicher  Ober  die  neueren  Fortschritte  der  ana- 
lytischen Geometrie,  belehren  wollen ,  sondern  anch  allen  denen, 
welche  Stoff  zu  eigenen  Uebungen  und  Untersuchungen  suchen. 


Praktische  Oeometrle. 


Gaul ti er,  L,,  Notions  de  g^omätrie  praticfue.  Nouvelle  edi- 
tion.    In  12.    Paris.  1845. 

Ca  tonnet^  A.  J.^  Traites  compietes  thäoriques  et  pratiques 
de  Tarpentage,  de  la  g^odösie  moderne  etc.  Seconde  edition.  in 
12.  plus  des  pi.    Amiens.  1845.    3.  '50. 

Pezeitj  Der  kleine  katadioptrische  Katbetometer  nebst 
Anleitung  zum  Gebrauch  desselben.  Mit  4  Lithogr.  er.  8.  Pesth. 
1845.    1  tbir.  4  ggr. 

Beuther^  Fr.,  Kurze  Anweisung  zur  Linearperspective,  mit 
den  nothigen  praktischen  Vortbeilen,  oei  deren  Anwendung  fdr  die 
ausübende  Zeichenkunst.  2.  revid.  mit  1  Tafel  vermehrte  Aufl. 
Kassel.  1845,    18  ggr. 


Trii^onometrie. 


Koller,  A.  v.,  Elemente  der  Goniometrie  und  ebenen  Trigo- 
nometrie.   Mit  einer  lithogr.  Tafel.    Trier.  1845.    8.    8  ggr. 


ÜHechanik. 


Die  Geostatik  aU  Leitfaden  für  den  Unterricht  an 
technischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Gebrauche  für 
Techniker  überhaupt^  ohne  Anwendung  der  Differen- 
zial-  und  Integralrechnung  von  Dr.  Moritz  Rfifalmann,, 
Professor  der  angewandten  Mathematik  und  Maschi* 
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neolehre  an  lior  köuiglicheu  höheren  Geiverhschule 
zu  Hannover.  Zweite,  vullig  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  vielen  Holzschnitten.  Dresden, 
und  Leipzig.  1845.    8.     1  tJilr. 

Dieses  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Statik  fester  Korper  in 
deutlicher  elementarer  Darstellung  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Kräftepaare;  die  Lehre  .von  der  Reibung  und  von  den  ein* 
fachen  Maschinen,  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  und  der 
Seilbiegung  (wie  dies  der  Vf.  nennt);  endlich  die  Lelire  von  der 
Festigkeit  der  Korper  enthaltende  Werkchen  scheint  seinem  auf 
dem  Titel  näher  bezeichneten  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen, 
und  verdient  Praktikern  und  Lehrern  an  elementaren  technischen 
Lehranstalten  zur  Beachtu.ig  empfohlen  zu  werden.  Dass  in  dem- 
selben die  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  aus« 
geschlossen  ist ,  geht  schon  ans  dem  Titel  hervor.  In  der  Angabe 
der  Quellen,  aus  denen  der  Herr  Vf.  geschöpft  hat>  hätte  der* 
selbe  etwas  vollständiger  sein  sollen. 


Praktlscbe  IHecbanik. 


Das  Dädaleon^  eine  neue  Fingmaschine,  vorge- 
schlagen von  Friedrich  von  Drieberg.  Mit  4  Tafeln  Ab* 
bildungen.    Berlin.  1845.    8.      8  ggr. 

Die  Flugübungen  und  den  ersten  freien  Ausflug,  welche 
Herr  v.  Drieberg  in  §.  35.  und  §.  36.  seiner  Schrift  den  Lesern 
derselben  so  angefe^entifch  und  wahrKdi  mit  grosser  Zuver- 
sicht mit  seiner  einer  Fledermaus  ganz  ähnlich  sehenden  Flug- 
maschine anzustellen  empfiehlt,  hätte  er  mit  derselben  erst  selbst 
anstellen  soHen,  bevor  er  dieselbe  bekannt  machte.  Dass  dies 
geschehen,  ist  wenigstens  nirgends  ausdrücklieh  gesagt.  Da  er 
seinen  Wohnsitz ,  wenn  wir  aus  seiner  früheren  berühmten  Schrift 
über  den  Luftdruck  uns  recht  erinnern,  in  der  uns  wohlbekannten 
Umgegend  von  Fehrbellin  hat,  so  würde  es  ihm  gewiss  an  einem 
See ,  den  er  zu  diesen  Versuchen  fordert^  nicht  gefehlt  haben,  und 
eben  so  wenig  ist  zu  bezweifeln ,  dass  unter  seiner  Dienerschaft 
eher  als  unter  dem  bescheidenen  Uauspersonaie  eines  genieinea 
Professors  Matheseos  vel  Physices  sich  zwei  tüchtige  Kerle  gefun^ 
den  haben  würden,  die  ihn,  in  der  Maschine  steckend,  wie  er 
verlangt,  durch  einen  heftigen  Wurf  von  dem  an  dem  Rande  des 
Sees  errichteten,  etwa  30  Fuss  hohen  Gerüst  in  das  freie  Luft- 
meer hinaus  schleudern,  und  ihm  dadurch  den  nöthigen  Anfang  der 
Schussbewe^ng  mittheilep  konnten.  Gewiss  hätte  er  sich  auch 
hinreichend  m  dieser  BeMehung  etpfobten  Leuten  mit  Zuversicht 
anvertrauen  können.  Da  aber,  wie  gesagt,  nirgends  von  einer  ge- 
schehenen Anstellung  der  Versuche  die  Kode  ist,  so  müssen  wir 
freilich  uns  dem  Glauben  hingeben,  dass  der  Herr  Vf.  fürchtete, 
das  ¥00  ibm.^elbfftSt  6.  fsrzählte  Schicksal  des  Schneiders  Berb- 
liager  i9U  (Jim  zu  th^y^ii«  welcher  bei  den  Versuchen  mit  seiner 
MojscbiMa;  dev^n  Fl4g^  jCUa  Gestalt  eines  hohlen  Zuckerhuts  hat- 
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teo^  Arme  und  Beine  brach.  Da  oun  andere  ehrliche  Leute  auch 
nicht  gern  Arme  und  Beine  brechen^  so  ersudien  wir  den  eeehr- 
ten  Herrn  Vf.  nochmals,  selbst  nur  erst  mit  wirklich  angestellten 
Versuchen  voranzugehen^  und  geben  ihm  die  Versicherung,  dass 
es,  wenn  dieselben  glücklich  ausfallen  sollten,  an  Nachfolgern 
nicht  fehlen  wird.  Wenn  aber  der  Herr  Vf.  die  Verbindlichkeit, 
dergleichen  Versuche  selbst  zuerst  anzustellen,  vielleicht  durch 
die  auf  S.  6.  am  Ende  sich  findende  Bemerkung,  dass  es  zunächst 
hauptsächlich  darauf  ankomme,  eine  erweislich  richtige  Theorie 
des  Menschenflugs  aufzustellen,  woraus  dann  die  Möglichkeit  oder 
Unmöglichkeit  des  Menschenflugs  leicht  zu  ersehen  sein  werde» 
von  sich  abzulenken  suchen  sollte,  so  müssen  wir  uns  erlauben, 
ihm  bemerklich  zu  machen,  dass  es  seiner  sogenannten  Theorie, 
durch  welche  er  den  Nachweis  der  Möglichkeit  des  Menschenflugs 
zu  führen  sucht,  leicht  eben  so  gehen  konnte,  wie  es  nach  sei- 
ner Angabe  der  Theorie  ergangen  ist,  durch  welche  Lalande 
das  Gegentheil  zu  beweisen  suchte.  Dass  die  Sache  möglich 
ist^  lässt  sich  am  Ende  nicht  bezweifeln;  nur  kommt  gerade  hier 
Alles  auf  das  Wie?  an,  und  da  müssen  wir  nun  einmal  auf  unse- 
rer Forderung  wirklich  mit  Glück  angestellter  Versuche  bestehen 


Astronomie. 


Fladung,  J.  A.  F.,  Versuch  populärer  Vorträge  über  Astro- 
nomie ohne  Berechnungen.    Wien.  1845.    gr.  16.    1  thlr,  4  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  184&  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Handels  herausgegeben 
von  J.  F.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte«  Berlin.  1845. 
8.    3  thir*  8  ggr. 

Connaissance  des  tems  ou  des  mouvemens  Celestes,  ä  Tusage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Tan  1848.  Publice  par 
le  bureau  des  longitudes.  (Sans  additions.)  In  8.  plus  un  ta- 
bleau.    Paris.  1845.    5  fr. 


P  b  y  s  i  k. 


Buff,  Grundzüge  der  Experimental- Physik,  mit  Rücksicht 
auf  Chemie  und  Pnarmacie,  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 
und  zum   Selbstunterricht      Mit   zahfareichen   HolzschnitteD    und 
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alisgeführten  Tafelo.    2«e  Liefentor.   Heidelberg.  1845.  a  16  ggr. 
(Die  erste  Liefer.  erschien  1843  und  kostet  ebenfalls  16  ggr.) 

Bouchardat,    A.«    Cours  des  sciences  physiques.    Chimie. 
Seconde  Mition.    In  12.    Idem  Physiqae.    In  12.    Paris.  1845. 
Prix  du  volome  de  chimie....    3.  50. 
da  yoliime  de  physique....    3.  50. 

Heussiy'Der  physikalische  Apparat»  insbesondere  als  Lehr- 
mittel in  Gymnasien,  Realschulen  und  anderen  Unterrichtsanstal* 
len.    Parchim.  1845.    8.    8  ggr. 

Ueber  die  Existenz  des  Luft-  und  Wasserdrucks. 
In  Beziehung  zu  den  dagegen  gemachten  Einwürfen 
des  Herrn  Baron  von  Driebere.  Ein  Beitrag  zur  neue- 
ren Physik.  Von  S.  Sachs»  iTonigl.  Regierungs*Bau- 
InspectoT  zu  Berlin.    Berlin.  1845.    8.    8  ggr. 

Bloss  die  Existenz  dieser  mit  einer  sehr  devoten  Dedication 
an  Seine  Hochgeboren  den  Konigl.  Preuss.  Kammerherrn  und  Rit- 
ter u.  s.  w.  Herrn  Baron  von  Drieberg  versehenen  Schrift  woll- 
ten wir  hier  anzeigen ;  denn  gelesen  haben  wir  dieselbe  nicht» 
das  gestehen  wir  offen.  Ueber  Dinge»  über  welche  Jeder  schon 
aus  seinem  physikalischen  Gymnasial -Unterrichte  in  Tertia  rich- 
tige Begriffe  mitbringen  muss,  und  deren  Richtigkeit  sich  hand- 
greiflich nachweisen  und  im  eigentlichen  Sinne  ad  oculos  demon- 
striren  lässt,  so  viel  Redens  zu  machen»  scheint  uns  wahrlich 
nicht  der  Mühe  werth.  Mose  der  Himmel  nur  die  Lehre  von  der 
Luft  vor  jeder  Drieberg -Literatur  bewahren! 

Ruttger»  J.  L.»  Falschheit  der  Lehre  vom  Drucke  der 
Luft  im  Gefolge  der  Beweisführung  des  Kammerherrn  von  Drie- 
berg.    8.    äalberstadt.  1845.    8  ggr.  , 

(Diese  mit  der  Schrift  von  Sachs  schon  den  Anfang  einer 
Drieberg-Llteratur  bildende  Schrift  ist  uns  noch  nicht  zu  Cre- 
sicht  gekommen.) 

Sanson»  A.  J.»  Navigation  atmosph^rique.  Explications com- 
pl<$mentaires  sur  le  Systeme  physique»  mäeanique  etc.  de  San- 
son pöre  et  fils;  pr^Mees  de  TAi^ronautique  des  dames»  lettre 
en  prose  et  en  vers  libres  etc.    In  8.  plus  z  pl.    Paris.  1845. 

Biot»  Instructions  pratiques  sur  l'observation  et  la  mesure 
des  proprlät^s  optiques  appelees  rotations»  avee  Texposö  succinct 
de  leur  appllcation  a  la  chimie  m^cale»  scientifique  et  indostri- 
eUe.    In  4.    Paris.  1845. 

Daniell»  J.  F.»  Elements  of  Meteorologie;  being  the  Third 
Edition »  revised  and  enlarged  ^  of  Meteorological  Essays.  2  vols. 
8vo,  platesj  cloth.    32  s. 

Voyage  autour  du  monde»  entrepris  par  ordre  du  roi  par 
M.  Louis  de  Freycinet»  capitiune  de  vaisseati  etc.  —  M^t^ro- 
logie.   1  vol.  in  4.    25.    Hagn^tisme  terrestre.  1  vol.  in  4«    15. 
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Femilscbte  Schriften. 


TempletoD,  W.,  Taschenbuch  fär  Mühlen-  und  Maschinen- 
hauer, enthaltend:  Decimalhrachrechnung ,  Tafeln  von  Quadrat- 
und  Kubikwurzeln,  angewandte  Geometrie,  Aumnesßung,  Festig- 
keit versch.  Materialien,  mechanische  Potenzen,  Wasserräder, 
Saug-  und  Druckpumpen^  Dampfmaschinen,  Tafeln  über  das  spe- 
cilische  Gewicht  u.  s.  w.  Nebst  einem  Anhange,  enthaltend :  Um- 
fang, Quadrat,  Kubus  und  Flächeninhalt  yonlCrelsen,  Kugeln.  — 
Nacn  der  fünften  vermehrten  und  verbesserten  Aufl.  aus  dem  Eds- 
lischen  übersetzt.  Nebst  einem  Anhang  zuip  Crebrauch  des  Schieb- 
maassstabes.  Mit  Holzschnitten  und  lithogr.  Tafeln.  Krünn.  1845.  8. 

(Enthält  viele  für  den  praktischen  Gebrauch  recht  brauchbare 
Notizen.)  • 

The  Mathematician.  Number  III.  On  the  Transforma- 
tion of  Algebraic  Equations.   —   On  the  Variation  of  Parameters. 

—  Approiimate  Rectification  of  the  Circle.  —  Fundamental  Func- 
tions of  Two  Ares.  —  Propositions  on  the  Conic  Sections.  —  On 
the  Theory  and  Application  of  Poles  aod  Polars.  »-^  Homer  on  • 
Algebraic  Transformation.  —  Equation  of  the  Parabola  referred  to 
two  Tapgents.  —  On  the  Function  F  (a:  +  l),  —  Solutions  of 
Mathematicai  Exercises.    •—    Mathematical  Exercises  (conthnted). 

—  Note  on  Probability.  ^—  On  the  Formation  of  Numerical  Equa- 
tions  h^ving  nearly  equal  Roots.  —  On  the  Tbeory  of  Coordinates. 

Number  IV.  Modern  Geometry.  Anhanponic  Ratio.  Section 
of  Involution.  —  On  a  case  of  Elimination.  —  Properties 
of  the  iSphcfrical  Triangle.  —  On  a  Priuciple  in  the  Theoiy  of 
Probabilities.  —  On  the  Transformation.  orx\lgebraic  Equations. 

—  On  Definite  Integrals.  —  Properties  of  the  Parabola.  —  Mathe- 
nmtical  Exercises  (continued),  —  ISolutions  of  Mathematical  Exercises. 

Number  V.  ^  Solutions  of  Mathematical  Exercises  (continued). 

—  On  the  Imaginary  Ex])ressions  for  sinorand  cosor.  —  Polesand 
Polars  in  Space.  —  Modern  Geometry  {continued).  —  Mathema- 
tical Note.  —  Application  of  Algebra  to  the  Modern  Geometry.  — 
Decomposltion  of  Rational  Fractions  and  Summation  ot  Infinite 
Series«  —  Mathematical  Exercises  (continued).  —  Solutions  of 
Mathematical  Exercises. 

N«mbeT  Vi«  'Poles  dnd  Pelars  in  Space.  —  Propositions 
<»ii!the  Conie  Sections.  •«  Application  of  Algebra  to  the  Modern 
Geometry«  —**  On  the  Transformation  of  Algebraic  Eouations.  — 
On  the  Equilibrium  of  Roofs.  —  On  the  Reduction  of  eertain  Iir- 
te^als  to  more  simple  Forras.  — » Developement  of  Poisson*s  metbod 
öl  Unding  the  Kesultant  of  two  equal  Forces.  —  Horner  on  Alge« 
braic  l'ransfonnatlon.  —  Mathematical  Notes.  —  Formular  Tor 
Right-Anffied  Spherical  Triangles  deduced  in  successldn.  —  Sölu- 
tiops  of  Matbeiqatical  Exercises^  —  Mathematical  Exercises  {cati- 
iinUad)»  —  Collection  of  Miscellaneous  Exercises  in  Geometry  fer 
the  use  of  /Seminaries  and  private  Students.     . 

(Nr.  I.  und  II.  c.  m.  Litemr.  Ber.  Nr.  Will.  S.  356.) 
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Xilterarlseliei^  BerleUf« 


C^estililelitci  der  inriilliematik  und 

-  7'  •.•^  '^•/..,  '■•'  Physik.,  V  '\        \':",; 


?      Simon  Ätevin.  Par  Mr.  A,  Qnetelet      ^ ''*' 

^.  Dur<?h  illese  kleine  Sehn (It  über  fernen  Lrandsmann  S  i  ni  q  q 
S  t  e  V I  n  hM  Herr  Q  ii  e  t  e  l  e  t  einen  sehr  dankenKwerÜJeii  Beitrag 
2ur  Geächletite  der  Mathematik  geliefert «  wenhalh  k:b  die  Le^ex 
des  i^rehivfi  auf  die^lhf^  aufttierk^aui  zu  macheo  iticiit  vei fühle. 
Besonders  ,  miere^sant  wt  aber  auch  die  nächstte  Verafda!<.suü!|  zu 
de^  Heraö'^gaJpe  dieser  Schrift ,  welche  ich  im  Pölzenden  Herrn 
QuetVLet  selbsi  ^r^alilen  ItksBen  werde,  weil  daliei  |ie  JUeser  d^a 
ÄiW^ito  gewfirofeii  kDttieii,  "V  '  "  \       >^  j^;  -    '^  • 

,,,  J<^  irMiitut#  ii.^iJ9ur  ^^  sogt  Herr  Qufttefet  am  Anfai^ge  sethet 
3chrift  —  en  £Com[jagnie  dun  de^  sa?ants  lea  pltt*i  de^tint^neä  de 
Hotre  e^afine,  ,  U  Ti^giif(i4]ue  ^jallc  cb  r^ceptioo  de  1  upiveri^it«^  de 
Gand«  , poui»  en  admirioos  Jes  propertians  tU^^ntei^; .  maf i^  nous 
exprimioDS  en  rn^rne  temps  nos  regrets  quo  la  sculpture  ne  füt 

E&s  encore  venoe  en  aide  k  i'habiie  arehitecte ,  ponr  compl^ter  son 
eau  monnment.  L'imägination^  apr^s  avoir  erre  librement  sur  uii 
ensemble  harmonieux^  a  besoin  de  s'arr^ter  auxdätaiis,  et  surtout 
de  trouver  des  objets  991 »,  Mi|^j^iuie9^  aoi^  essor  par  de  grandes 
pens^es.  On  n Vi me  p'(^(Tt^ä  trotfi^r  tin  j^afal^  dieser t;  et  ies  nommes 
qni  peuvent  mieux  en  faire  les  honneurs  8ont  ceux  qui,  dans  la 
succession  des  temps »  ont  r^paudu  le  plus  d'^clat  snr  leur  patrie. 
fl')^.;^^')Vf)g7«4t^>.:diML  <Afii^.«  ea»  oi^taitMe  ;»ohle.  tisiÜBur:  qne 
j'ltvajM  ViHWliM9Wi«d'ai(l^m|Migfo«r>  Jeiregretle  qp'un^  äiissl  Mette  aalle 
Q#^,#fi>it.ipM3  .iviiv^eSifMles  atatito^  .AeTbsthämfll^ftlea^liltfdisttiH'. 
^4s  dans  les  sciences  et  les  lettres;  ce  serait  ici.  IcNir.  piace'^  ei 
]e  vois  avec  plaisir  qjie  Tarcbitecte  y  i^jiens^."  —  „II  nous  9erait 
ptet^Mr«  »lliflMflW'4e  ^^eupl^  cettb  l^e/ce^pie  voua^Teiitendez, 
dit  en  aonriah^Ü^  pcti^dttne  qfi  VoalaR^^W#b  noNiir  s«Mt  d^'gtnde.' 
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Datiä  les  sciencea  physiques  et  maChematiqneö »  par  exempU,  qai 

(»reodrions  dous  |>our  repr^sentant?'*  —  ^»Qui?  repartit  Tivement 
'astroDome  Tran^ais»  qai?  mais  Simon  Sterin ,  ie  vi^ritable  auteur 
d'üne  des  heiles  d^couvertes  dont  ou  fait  honneur  ä  Tun  de  mea 
compatriotes  les  plus  illustres,  ä  Pascal!  N'eüt  il  trouvi^  que  la 
loi  des  pressions  des  liquides  sur  les  parois  des  vases ,  le  savaDt 
brugeois  devrait  avoir  sa  statue  dans  ce  palais/' 

Cette  statue  s'elevera  en  effet.  Simon  Stevin,  inalgr<^  ce  qa*en 
ont  dit  les  ^trangers,  na  point  ^te  oubli^  de  ses  compatriotes. 
Sa  statue  fera  Tornement  eHFmgmril  (|»  sa  Tille  natale«  dont  Jui- 
m^me  ötait  tier,  car  c'^tdit-le  se^Tmre  qu^il  prit  dans  se8  ourrages, 
sur  la  premi^re  page  desquels  on  lit  ces  mots  si  remarquables  dans 
leur  «ian>iicit^:  .P^r^inioD  Stevis  de  Br-u^es« 

Kad^dem  Herr -Que tetet  «acfc  dieser  Einleitung  die  Ter- 
schiedenen  Arbeiten  und  Entdeckungen  Simon  Sterins  namhaft 

gemacht  und  nSher  charakterisirt  hat,  sagt  er  gegen  das  Ende  der 
»chrift: 

Tant  de  travaux  et  de  succds  dans  des  branches  si  diverses, 
tant  de  ddcour^rti^ts  .K^ic^jUifiaues  ^t^^^pven^ova  titUea  e^^f^iqueot 
suflTisäment  \ä  re^onnafesaitce  ues  compamot^^^dn  g^oiti^re  brugeois, 
et^  justilient  Thonneur  insigff  ;i(|ie^  ^^  fait  sa  ville  uatale  en  loi 
erigeant  une  statue  sur  Fune  de  ses  piaces  pobüques.  Cet  bonneor 
d4€eTn4  plus  de  deux  si^cles  apr^s  sa  mort,  Fa  M6  spontan^mept 
et  ^endant  oue  Tetranger  croyait  que  jusqu'au  nom  Simon  Sterin 
arait  6t6  ouuK^  dans  sa  patrie. 

Bruges  sest  m^fMl^i  4it|ne.  d>|t)ir  .4oqil4/k>|v>«r '^M  deux 
plus  ^rands  c^^om^tres  quait  produits  la  Belgique,  ä  Steviq^et  a 
w4^o^te  de  Salnt-Vin^ent^  Le'iriomtm^rf  QU^elle  ,4r\g^  noii"  loi« 
de  la  stäWe  Vle  rinvetitteylr  de'Ttt  pe^itihtf^  ai  l'buife  itiöftlte  dWfe 
appr!jcii«^1es'teclbriqes''äriegäf  des  beaux-krts,  et  quelle  ä'.fiäpüiser 
ä^rt^xihfe^h\mtch^;,k'c^s.d^ux  sonr^es  d'lirustratlon.  "* '  '. 
l^ine  setir  4fDkßns>vfrtbe  »Zugabe  zu  |le^  l^teineV  sebiC  Sjplen£4 

S^dt-ücfeteji  ScbjiftipiW^p  4,1?  vypl}i;  gelyi^0oefl  WUdni^se 'SiUY/\ftj» 
da  des  T  örslen  Moriz  vbnNassiäu»,  m  dessea  Bifjoistep.  bp^^^Jöjf^t- 
lieb  Sterin  stand ^  so  dass  es  «[ewlss  iSiemandeni  gereuen  wird, 
sinb-in'  «fcMk'  fi#Hltzi  tlitftl«!«'  Scbml  gesetzt  MrVbiAen; '  Wtfb^  wir 
j]ädocb  betiie^k«iv'tri««ieW;  däsB  wir  fr^ilidi  i(lieM:'#isifti»nnm4^&tt«h 
wiB'ifar.seiteli  nicht  etitviemu^  Iti^nneti,  ob  si^'aberhfttf^t  auf'dkB 
Wege  de«  BtfoMiav^ls  Mtt  heiüfehen  ist.  '*•      >  -f    G.'»'» 


ArltliUietlk. 


B;oltsha«8er,H.!  Die  Grvndiebren  derAlffebra,  thee^etisch 
edtwie&eit,  mit  Reispieieti  uod  Aufi^Hbeni*  Mit  besondereii  Hfi^k^' 
siebt  auf  den  Gebrauch  <  in  Schulen^ beaibeittt;  or^  8.  Solötburtt. 
»45.    l-.Tttr.  -•'■  ••«-•.     .      ■ •-.'- 

Boltshauser,  H.:  Resultate  der, im  VorstebendeiiiiiiptM« 
ten^  BaUpJeie  und  AuiJB^^r.i.g?-  $,    Wtui.    9  ggs,;     , 
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Orgt^Do«  <l»r.toe8amaTt*i»'tr«o9€«ii4«oten  An^aly«»» 
V#D  Dr.  E«'lli'I>irK«en9  orcbentli^biciBi  Profen^oca»  d«r 
Fri#dri«ii'-.WMIi'«liiis-DniversHi^t  iriid  ordeBtfUchitrm 
Mltrl-ied«  d^riK^wi^l.  Aoademie  d«r  Wissenscfaafle« 
n  fierliii«  Brater  f -beiL  TraosraD;dSaDta  Eiemaataff» 
lekih«;    Berlia.   184d.    8.    4  Bthlr. 

Ueber  ein  W^'l'»  welches,  wie  das  TorKegeade,  offenbar  luir 
die  Fracht  eines  ^  langjährigen  anseatrengten  I^achdenkena  sein 
kann ,  und  den  wisaenachaiTtlicbeD  Ztiht  seines  Terfass^^s  in  dem 
acbönsten  Lichte  erscheinen  läsft,  in  eioeni  Blatte,  wie  dlesejr 
Literarische  Beriebt  ist  und  sela  aoll,  ein  in  jeder  Beaiebana 
ge|iörig.  begründetes  Urtheil  abgeben  zu  wollen,  würde  anma^ssena 
sein ,  weshalb  wir  uns  mit  den  folgenden  allgemeinen  Andeutungen 
begnügen  müssen^  welcfae  bloss  den  Zweck  haben,  die  Leser  des 
Archivs  ekiigermaassen  auf  den  richtigen  Standpinikt  zu  stellen, 
ans  welchem  sie  dieses  Werk  za  beurtheüen  haben. 

Anf  den  ersten  Bück  stellt  sich  im  Allgemeinen  heraus,  das^, 
so  wie  einige  andere  neuere  Schriften,  aocn  dieses  Werk  ans  dem  ' 
ftef  tnrd  lebhaft  gefühlten  Be«lürfniss  einer  strengeren  Begründung 
der  Analysis»  Ipsbeaohdere.  aber,  übd  zi^tochst,  der  Thnnirle.  der 
Reihen',  bervotgegatig^i^  ls.tv.nmljn  seiner,  ganzen  elgentfribMIehett 
F<M>8uhg  mehr  -«och  iil^  die  meiWteri*fttfden»' Werke  von  «)»{i.Kfch^f 
Tendenz  dem  ajten;'  leider  nur 'no^h  'zu  bSnto 'herl^chMdi»tf 
ScMc^udrian  kräftigst  entgegen  tritt.  FMtteh  weifdeM  die-  eifrigeif 
Anrhüheier  vieler  sogenannter  et^gi^nter  ^(ytfscfaerl^beorien',  wHSr 
z.  Q.  &r  Methode  dfr  unbestimmten.  Coefflcietiten,  det#'allgeiMlnei)f 
polytidmlscheo  L^htsatk^s  oder  gar  des  liififlltlttotAlttlrs,'  des  ^^ 

f^m^iben  Rev^rSronspfobienis  und' verschii^eifi»'  dahin  gehfA-endei^ 
*hforeme,  so'  vv^ßMthkfiht  -fast'  \A^  ganzen'  i^ogenanrSen'  <*elitM^ 
diitnrM(d)en  Analy$»(»  dieselben  fnAet^eni  Werke  VergebKefar^mchenl 
däghasn  abef'facrt  'S^f  jeder  -S^fte  mit-  dem  Hinen  urtleidli^eti  -^ 
lA'er  -di^^reniiJiigJea^  W  die  gesammte  Analysls  im  l^hsteit' 
Grüäe  -wlchfi^w  dn^ganz  Vm^tbehrnch^n  -^  'Begriffe  der  OrSnze 
geim^'  tverdf n*»"Afiv  dahef^  wie  wir  \th  C>elst^'tt>räns6^h^n^  bei  der* 
EHmMi^M  ^b^^^b^li  hlti  tibd  wieder  bedenklich  denK<»pf  scböttehy.' 
Wwr  e^.aMv  i^ilM»*'^^*  ^5'  -^  ursprünglich  ganz  hn  leiste  def^ 
cdmbinatoxisicheYi  Ad^lysi^  gebildet — .  es  vor  nun  ungefähr  zwanzig' 
Jalfte^f^nn'B^^Thalsdb^t  ge^^gt  haben,  den  grttssten  Theil  der 
frlfhet^E^lcfr^Y^fl  arf  eiffg^  ;Zeit  von  Mch  zu'  werfeü,  and  das  Sti^I 
dhtni'dl^'Atiär;^;?A'^meli^  wie  das  V([^rliegende^#i8ser-'' 

la'toi^eii  tbtj'i^vi^  >ü}zt<taf^g!!n'--'Wäs' j^^^  iti  Be^a^ht'der  ij^über' 
siiA'M^  aiii^«H^ftndted'2(ei^  'und  Anstrengubg^  keine  Kleinigkeit  ist,' 
Ulla*  einiß  nicht  g^rfnge  mo^ali^be  Kraft  errordert^^  wi^dzwarder 
ihm/gaiAs  un^eivobifteti/Betr^fatungsweisiil  wegeb  anfangs  auf  Hin- 
defäisse;.tfii4'5chwler%kelten  mancherlei  Art  stossen,  am  Ende 
a1^  g;etviss  nift  4er  grösiit^n  Aichtupg  vor  den  Bestrebungen  der 
ireiteren  'A^alysis,  trna,  was  die  Baoptsacfae  ist,  wahrhafter  Be- 
rticltlnling  und  Biuiebtigung  seiner  anaMlschen  Anschauungsweise 
und  KHnigiing.  sehies  analytischen  Scharfsinns  von  dem  Werke 
schMf».     .  :'     .' 

\VtLt  solche  vdlRtt  vorurtheilsM«  Leser ^  4ie  den  redlichen 
WWen  habeb,  sidi  nät  der  neueren  Darslelhingsireise  der  AnalyiAi 
vertnal  ■»  oaidiMiVwiwolMO  wir  «Mesani  Werhe^  and  imk>  sofehn 
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L«fler'Terträgt»das6»tb«  «einer 'Pbiitr  mcb*'  I>a>  •*  ibrimeadttrefa- 
mitö  Dar  eiementare  ^KcavIiiiaaB  voiknsseUit»  so  Metat  aeiD.fiMadBani 
ancU  keine  anderi^  Schivienffkeiten  claF»  aJa^bldtae^- die<Toa  der 
Matür  der  Sache  aDzertrenmieh  sind. .'Eise  acharfb  Btotimmaag 
und  ZergKedeniDg  d^n  Begriffe  In  ihre  kteinsten  .TheUe  •  l^hOH  bh 
den  wesentlichsten  Vorzügen  dtaAetbeo,  ubd.  das«  der«  Begriff  .der 
GräDze  und  die  Lehre  von^  den  unen.d(ichen  Reiben ^  namentlich 
tx>n  deren  Cqnvergenz  tmd  Divergenz  und  den  RetsfanurtgsoperatfODeo 
mit  denselben,  so,  wie  auch  die  uehreiop  den  iinaginlren  Grusseiv, 
in  ihm  eine  Hauptrolle  ^prettn,  verstoht  sich  fifr  die  Ki^iiner' der 
neueren  Analysis  von  'selbst.  Um  aber  denselben  eine  t^nauere 
Deberslcht  seines  reichen  Inhaft«  zu  geben ,  iheilen  vrlr  im  Fol- 
genden die  Ueberi^chriften  der  Kapitel  und  einzelnen  Abschnitte  mit; 

Entes  KapiteL    Von  den  Progressionen,. dem  Pro- 

fresMionsact  und  den  Reihen/'   'Ztoeites  KapiitL    Von 
en  unendiiohe^n   Reihen.     I.  Von   den  «aendhchen   Reiheo 
überhauf^^  den  möglichen,^^  ,df  9'  gegebenen  upd  den  vpllstandjg  be- 
stimmten unepdiichen    Ueihea,    tiieicnbeit    und  Ungleichheit .  der 
unendlichen  Reihea»   IL.  Eintheilung  dei;  voliständig  hetsdnunten 
nnendiichen  Reihen»,   Ul*.  Lehrsätze^  In  J^treff  de/  vollständig 
(lestimBten  un^pdlicheo  Reihen.    DrUtr^lCupite/^    Von  deo 
einfachen   aLg^bra,i^cI^en,.,B,e2.i  ehunfsXorrmeo^  der    uo- 
^ndlicIutP    Reihen.    I.    V^   den    einikcnen  filgebraisi:hen{  Be«- 
^ehuBgßfonnen  der.  wen4(iphei^  Jt^eifien  ub^rhaupC    II,    Von  des 
«infBichen  algebraiJ»ch#n,'Be«eh^pgsfprJ^n4,mitRuclUk:^  auf  n&her 
bestiMunte   unoodlM^Mi/tieiliieB ^^hetx^ditßL  .  }^jie.rte$    Ka^ i teU 
V,o^   den    aUgeni leinen  0lAed6^r.noU,n,d  dein  (Sr^ln^ei^.der 
^O'list^ndiei  .b;e,stijEi^-tefi,7i)nen.4liqheii  .Reihet...  Tra.n- 
seende,nteU.run4M«tim9)^n)gsf<^fm.dje'r  An^lv^i«^^ 
den.aUgemeinen.  UUed^i'n«  fl^r.^^^ül&eiiea  ßeil^eni    ll..'  Von  4en 
kränzen  der ; vollständig  b^stirom^n;  u^jieodl^ben  tteih«,;^  .  ipi..' Yop 
der  transcendeutep  Grun(tlt>estiinmuug||fo^  der  Apaiy^  und  des 
eiofocben  Transceodenteq  üb[fr)KUJi» t.  ..i^ien^ 
4efD;  conv^rglre^d^j?.»  iine^dli/^f^ea,  R<9i|h,«^n.^/X,.,yoo  den 
converglrenden  Reibeq*  lüJbejrhaupjt  imd  djpre^  geg^paeitigiefi  ;Bezie^ 
hi^i^eii.'  1|.  ^  Lehrsatz^  in  Betreff  asr  hioreiqneQden,  B^ingungepi 
der  Convei^enz  ^n4  d^r.pivcxgeQ,i.;i]p«ndiiicher  Heiben»    UUU  -  «er. 


I|I,f  Von .  .don  Acffinqeflt^p.  .4fe^.  .Iwperl^QKsGliep, E^ÄnenfvaJgrl^^ 
des;  Sinns  und  des.  Cosinus,,.  insoTerii  dies^  selost.jjjsbestunmend 
apg^^etien  Tvecden.«  i.Sifibeittes  KapiiteL^  Von  einigen  expji- 
cit^n  .  zusammengesetzten    TranscenHenten.     },    Von 
dem  hyiterholischen  £<ogair>dimus.    II.  Vop  dem  ^ci|s*  Sinus.  IIL 
Vop  dem  Arcus* Cosinus«    IVi»  Von  der . .Tanftenlie.    V.    Von  4^ 
Arcus  ^Tangente.    VI.  Von  der  Cotangeo^e. .  ytl.  Von  der  Arcus- 
Cotangente.  VIII.  Von  de?  Gleichung  10"=;=  «-(-/iiund  den  Potenism 
^negativer  oder  imaginärer  Wurzeln.     Achtes.  KßpiieL    Erc|[C*,. 
terung  einiger  anderweitigen  Beziehungen  zw,^s<p]^f){n'. 
den  bisher  bes-prochenen  Transcendenten*    Den^npt- 
Inhalt  dieses  Kapilek.  bilden  die   Transc^denien  «in.fi«^  €os^|M^ 
•faiTVe»  oes  ^«v  aicflinft^  .areöasi«  nadidteMianbta.Gaaaiusciie 
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Heike, .  In  eine  nUien»  Aftgabe  des  InfiäH»  dejweibeti  koDoeo  u  ir 
«bei  nicht  «ineebe»,  nvil  wnr  uns  daan 'einiger  nicht  fär  sich  Tief- 
stftDdlfcker  Zelcbeo,  die  der  HeirVerfMKeribdemseibcn  anwendet 
bedienen  misstes. 

Jedenfalls  ist  dieses  Werk  ein  se^r  wlchti^cfr  Beitrag  zir  der 
bessern  Begründung  der  Analysis,  welcher  von  KelneiA  unbeachtet 
gelassen  zu  werden  yerdient;  und  der  aus  dem  songfaltigen  Studium 
desselben  hervorgehende  Gewinn,  wird  unter  alleü  Vethältnissen  ein 
sehr  jreeller  sein^  weshalb  wir  auch  dem  Erscheinen  des  zweiten 
Theiles  mit  Verlangen  entgegen  sehen« 

Cour  not,  A.  A.:  GtementaLrIehrbuch  der  Theorie  der  Punk- 
flonen  oder  der  Infitiitesimalanalysis.  Mit  besonderer  Beziehung 
auf  ihre  Anwendung  in  den  Naturwissenschaften^  Künsten  und 
Gewerben.  Deutsch  beat-b.  von  Dr.  C.  Schntise.  1.  Lief.  gr.  8. 
(mit  8  Flgurentafeln).   Darmstadt  1845.  8.  Geh.  2  Rthlr.  12  ggr. 

M  i  n  s  i  n  g  e  r :  Die  gemeinen  oder  Biig&iscben  Logarithmen  der 
Zahlen,  von  Ibis  1000,  die  Quadrat-  «nd  Kubikwurzeln  der  Zahlen 
von  1  bis  100,  mehrere  oft  vorkommende  Zahlen,  die  Primzahlen 
der  Zahlen  von  t  bis  1000  etc.  2te  verm.  Ausgabe.  Augsburg.  1845« 
4.    9  ggr. 

.  De  Aequatiene  Differeotiaii  ^=^  «^"*  .y«  per  Integralia  de« 

finita  integranda,  Disputatio.  P.  I.  Praes.  Mag.  Caroltas  J, 
Malmsten,  Mathem«  Inferior.  Professor  Reg.  et  Ord.  Regiae 
Acad.  Scient  Holm,  atque  Reg.  Societ.  Sclent.  üpsaliensis  Mem- 
irum  et  Societ.  Philomat.  Paris.  Correspond.  Resp.  Ericus 
E  dl  und.    Upsaliae.    1845. 


Oeometri«. 


^  Die  Probleme  derGeraden  Linie,  des  Winkels  und 
der  Ebenen  Fläche.  Von  Heinrich  Erb,  Grossbersogl. 
BadischemFinaBarath.    Heidelberg.  1845.  8.    1  Rtfair. 

AlsdieHatipttendenzdieserphllosophisch-matbematischen  Schrift 
ist  wohl  ein  neuer  Versuch  zur  Beeründnng  der  Lehre  von  den  Paralle- 
len, nnd  dabei  der  Gmndlehren  aer  Geometrie  überhangt  anzusehen. 
Im  Allgemeinen  trägt  dieselbe  mehr  den  Charakter  eines  philoso- 
phischen Raisonnements,  als  einer  strengen,  dem  von  den  griechi- 
echen  Geometem  fiir  alle  Zeiten  vorgezeichneten  Wege  fo&enden 
geometrischen  Untersuchung.  Auf  S.  12.  sagt  der  Herr  Verfasser^ 
dass  er  in  dieser  Schrift  mitunter  Winken  gefolgt  sei,  die  in  einer 
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im  Jahre  1821  teter  dem  Titel:  ^ur  MAtbediatik  aod  Lolrik. 
Vorspiele  zu  ihrer  &r weite ruRg  und RegtfilD dang.  Von 
Karl  Angnatus  Erb'*  erachieeenea  Schrift  ettthalten  aiM. 

Schon  mehrmals  ist  in  dem  Literarischen  Berichte'  erw&li«t 
worden,  da^s  nir  uns  in  demselben  der  Beschränktheit  des Raamci 
wegen  auf  ausführliche  Kritiken  von  Paratfei entlieorien  u.  derpL 
pur  up.ter  besoodern  Umständen  einlassen  liünnen,  ein  Princip, 
welches  wir  auch  bei  der  obigen  Schrift  um  so.  inehr  in  Anwendung 
brin^eu  müssen >  weil  dieselbe^  wie  schon  erwähnt ,  zu  sehr  ip*s 
Gebiet  des  blossen  philosophischen  Raisonnements  hinüber  streift« 

.  .  P^iiatellende  Geometrie, von  J.  Adbemar. .  Deutsch 
ipfearbeitet  ^nd'  bereichert  mit  den  neuesten  Fort- 
schritten der  Isometrischen  Proiection^lehre,  nebst 
e>ner  allgm^inen  Begründung  dieser  Wiß^senschaft^ 
von  O^jVIuUi  nger,  Profess.or  an  der  höheren  Lehran- 
stalt zu  Solothurn.  Solothurn.  1845.  8.  mit  1  Atlas 
7  Rtblr.  8  ggr. 

•  Anleitung  zum  Studium  der  darsteUendea  Geome- 
trie mit  vorzüglicher  Jlücksicht  aui!  ihre  An^venduag 
bei  dem  Zeichnen  technisch  er  Gegenstände,  insbesoa- 
dere  jener  der  Baukunst,  der  praktischen'  Geometrie 
und  des  Maschinenwesens.  Von  Johann  Honig,  üffeatl. 
ordentl.  Professor  der  darstellenden  G-^oroetrie*  am 
kr  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Mit26Kupfer- 
tafeln.    Vvien.    1845,  8.    5  Rthlr.  8  gf^r. 

So  wie  das  in  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXV^I.  S.  386« 
angezeigte  Werk  von  Mo^sbrugger,  welches  sich  aber  durch 
verschiedene  dort  näher  angedeutete  Eisenthtiinlichkeiten  aus- 
zeichnet, liefern  auch  die  beiaen  vorstehenden ,  mit  demselben  fast 
gleichzeitig  erschienenen  Werke  den  erfreulichen  Beweis,  dassdas 
Studium  der  darstellenden  oder  descriptiven  Geometrie  auch  in 
Deutschland  immer  mehr  Eingang  gewinnt,  und  vorzüglich  auf  Ge- 
werbschulen und  polytechnischen  Lehranstalten  immer  eifriger 
betrieben  wird,  wovon  der  wohlthatige  Einfluss  auf  Künste  und 
Gewerbe  sich  schon  hinreichend  gezeigt  hat  und  künftig"  sich  gewiss 
immer  noch  mehr  zeigen  wird.  Auch  bei  dem  stereometrischen 
Unterrichte  auf  Gyn^Ml^  ka^ft  wl^  imitt^  die  Anknüpfung  der 
Grundlehren  der  Perspective  und  der  descriptiven  Geometrie  sehr 
zweckmässig  und  lür  das  Gedeihen  des  stereometrischen  Unter- 
richts überhaupt  sehr  erspriesslich  gefunden. 

Elementare  Sätze  o^us  der  Ceord  inmteii' -Geometrie 
für  zwei  Dimensione'n  nebst  ihrer  A li we'n'dQng'  bei  den 
Beweisin  der  in tereKs^ntestentThee^emie-vion  Rüther^ 
ford  und  Fenwick-  Aus  dem  Englischen  ^j^,ei|«et^l;  und 
mit  einem  Nachtrabe  Vliese hen  von  Dcf  Au&Lust  Wiecandt 

Halle.  \m.  8.  .         .  ,  .        : 

ItVenn  dteser  Sichrirt  iler  Herren  Rutbe^ford  und,f  en^ipk 
eine  bei^aüdere  Eigenihümlichlcelt  soll  zuge9prochei^',^'er^n.]^$nq^o, 
SQ  besteht  dieseloe  ^  v^  ie  eg  uils  scheint«  einzig  und  a^ein  dairip^ 
dass  die  Gleichungen  di?r  ^eradefi  Linje  una  ^^^  £b<|Q9;  nicht  in 
der  sonst  meistens  gebräuchlkhen  .Form    ..{».,.,,. 
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iD  Anfrendhiig'  gebb»e1it  tr^rden,  was  ab«v  libbiYmClkili' nveht  fte^i, 
xmA  wobt  zuerst  von  Lan^  in  s^nmn  Examen' d«9  differen«' 
t&t  iil4thödes'eiiipi«y^es  pour  T^»oti-dre  fe»probl<ft«ie£l 
d#  Bddm^Crl«.  p.  80.  g^sobehen  Ist.  Nftob  uii«er«ir  U«ber*fru-^ 
fforie  Wkd  dsr.Vör»lfi(  4«r  eioMi  odei*  der  ««dum  M«tho^  immliti 
«ofidi  die  besonder«  hatar  der  fedesnialisM  UiitersnehtiD^  bedingt 
wenleav  wobei  wir  mber  sogleieb  im  Allgi^cf'nieiDea  dee  ftitereik 

Forma 

...  .  .        »1,         •   •■        .  •  h 

uod     ,.  :,  .... 

den  Vorzug  eiozurfiomen  geneigt  sind»  weil  dieselben  in  der  That 
aligeaewicr  siiid»  als  die  .neueren'»  und  niebt  auf  dästTnendliGbe 
ffibreti,'  i^m  man  den  eioep  oder  den  andern  GdfMIeievlen  Ter« 
sobwinden' zu  lassen-  genAtMgt  Ist.  Ddbel  verdient  aber  hnmerbto 
die  vofli^ende  kleine  Schrift  sur  Reacbtnng  emploMea  ztt  werben« 
weit  4»^  der  Tbat  die  besonder eo  Bequemlicbkeiteu  i  weiche  die  ISf 
«brselbeai  wirzugsweise  in  Anwendong  gebrndileQ  Fonaen  it|  eitt;' 
zelnen  Ffillen  gewähren»  nicht  so  allgemein  bekannt  zü'MId  sebeineii 
wie  sie  es  yerdienen»  und  die  Schrift  ^r  i|äheren.  firläutemng 
dieses  bemerkenswertbe^  Geg^nafttedes  allerdings  gap«  geeignet  ist. 

.  Lamexan»  Gustav»  Frhr.  ▼.:  Eine  in  Ihren  Prlncipien  und 
R^^ultatea  i^eue'  Methode  zur  AuiBtidung  von  CurVen»  welche 
Eigenschaften  eines  GrDssten  und  Kleinsten  besitzen,  gr.  8. 
WflrzbuTg.  1845.   8  ggr. 

(litMe  Schrift  ist  un«  noch  nicbi  ni  Gdtkpit  ge^esiaiaa  fmi  wiri 
.  •pftterhin  weiter  besprochen  wwden.) 
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PrakUsch^  Cteometrie« 


Die  Anfangsgründe  des  geometrisoh'ini  Zei^kn^as. 
Eine  Reibe  der  wichtigsten  im  Pralctischen  vorkom- 
menden Element  arconstructionen.  Für  den  Unterricht 
in  Volks-  und  Gewerbschulen  zusammengestellt  von 
J.  H.  Knonauer.    Zweite  Auflage.    Zürich.    1846.   4. 

Nicht  bloss  den  auf  dem  Titel  genannten  Schulen^  sondern 
auch  den  beiden  untersten  .Klassen  der  Gymnasien,  in  denen  der 

geometrische  Unterricht  meistens  nec&  keine  streng  wissenschaft- 
che  Form  annehmen  darf ,  aber  eine  Vorbereitung  auf  denselben 
A(^  wäns^hiHiawejfth  und  nothwe^ig^:4st»  ^makmn  vfbt^tme  Vor- 
^geblattet  zam>  gp^m^tfi^heii  Zeichne»  em{)feblen  m  dührfeii4^  Wm 
FigPKT^i  vsi^d  ip  einer;  .zweckmäflsig^n  Grösse  ausgefällrt  dnd  bieteo 
ein«  ihinfeidieade  Mannigfaltigkeit  dar,  indem  sie  sich  nichti  bloss 
i^uf  gersMle,  silndero  auc»  Huf  knieftmeUnlen  beaicliea.''  Ew  Jeder, 
wer  diese  sümrotlich  .nidit  schwMfoea  Constructidnen-aüsaiifidiiea 

f^lerot  hat,  wird  sich  dadurch/ a^ii^.atwesehen  Ven  alleASoasiSge» 
wecken  des  Unterrichts ,  eine  in  vielen  Fällen  des  ^emekien 
Lebens  recht  nützliche  Uebung  erworben  haben,  welche  m  keiner 
Schule,  selbst  auch  in  gewuhn^chen  Landschulen,  ganz  unberück- 
sichtigt gelassen  werden  sollte.  Freilich  mag  dabei  die  AnschaAuDg 
der  nuthigen  Instrumente  hin  und  wieder  hindernd  in  den  We^ 
treten,  wobei  aber  die  Torgese^te\  ^eb^rde  hülfreiche  Hand 
bieten  müsste. 

;  G^dehskis  G^mtftrie  du  Jalon,  ou  Tart  de  räoeüdre  ies 
probltoiies  uflliels«  de  gi^om^trie  pratique,  äFaideide  simples  aligne- 
meots;  'Cpntebant  de  pkis  ia  th^rie  ^li^mentaire  des  ^ansTerMÜes 
rfM:tili^oes  aio^  ^ue;  la  deseriptfnn  des  instruments  et  des  moyens 
^dinaires  pour  tracer  ^^  m^rer  des  iignes  droites,  oavrage 
consacr^  4  Ii^  pcatlquei  in  8**^  accömp.  de  6  pl*  Bmx.  1845. 
IBtUn  a.ggr,  .^   ••• 

Guy»  Sf.  P.  G»:  LVt  du  g^i^m^tne  arpenteur,  oa.Tmit«^  de 
göom^trie  pratique.    Paris  1845.    3  Fr.  50  C. 

'^./  Stampfer,  S,,  Prof.  der  prakt  Geometrie.,' am  t  k.  polyt« 
Institute  Iri  Wien:'  Theoretisch^^  und  praktische  «Anleitung  zum 
Nivelliren  und  zu  andern  damit  verwandten,  beim*  KisenbaJinba« 
vorkomihenden  geometrischen  Arbeiten,  (nebst  3  Kupfert.)*  Wien. 
184Ö.    gr.  8/  Geh.  1  Rthlir.  8  ggr. 

Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie.  Von  August 
Decker.  Mit  drei  Figuren  tafeln.  Neue  Ausgabe. 
Mannheim.    Verlag  von  Heinrich  Hoff.    1845.  8.    lllthlr. 

Wir  müssen  die  Leser  des  Archivs  darauf  aufmerksam  machen, 
dass  ihnen  hier  unter  dem  Aushängeschilde  einer  neuen  Aus- 
gabe nichts  weiter  geboten  wird,  ab  ein  längst  bekanntes,  schon 
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vor  mehrereo  Jahreo  erscliieDenes  Bnch,  welchem  ein  neuer  Titel 
Torgedmckt  worden  \ßt^  S9  ^epig.  wie  fiD  solches  Verfahren  des 
Venegers  billigen  koni^n ,  *  so  voti  es  '\ifts  *iioch  auf  der  andern 
Seite  freuen ,  wenn  auf  diese  Weise  ein  grosseres  Bekanntwerden 
des  Buches  bewirkt  wird,  weil  dasselbe,  ohne  Neues  zu  enthalten 
and  auf  eine  gewisse  Vollständigkeit  Anspruch  machen  zu  dürifen, 
di«jettfgfn  In  veri^ledened  gr^erenWerlDfeii  und  einzelne«! Abhand- 
lungen zecstreutea  Lehren  d^  liuheren  Geodttsie ,  welche  (üt  die 
gewuhnlichen  topographischen  Messungen  am  unentbehrlichsten 
^fhid,  in ' etoer  defUtncheR  Zusiammi^stellung  enthält. 


X!r|i^i>nometJi^ter 


Scott:  Plane  Trigonometry  and'Mensüration,  for  the  use  öf 
the  Royal  Military  College.    London,    1845.    S«"«.  bo^n4,9&  6d 

Thomson,  J.:  Elements  of  Plane  and  Sphtoricaf  Trigono- 
metry;  with  t\kß  First  Principles  pf  Analytic  Creometry.  4th  edition, 
wttb  t^;rio1is  additfions  and  improvements.  London.'  tStö/  8^^. 
doth.    4  sh. 


Pencelets  Indiistrielle  Mechanik^  deutsch  yoa  A.  HaHbauer. 
CoiipKet    NOmberg«    B  Btade.    5  Rthlr.  IS  ggr.    /     .    :    .    :    ). 

-  PoDcelet»  J.  V.e  Lehrbuch  der  > Aai^tadung  d^  Meduuiit 
auf  Masohineo.  Deutsch  berfans^egdben  oreit  Dt..€»'  H*  Scknmeu 
2  Bd.  1.  Lief.  gr.  8.  (nebst  2  li&ogr.  Taf.).  Dannstlidta '  llflitL 
Ge^.   l^^I^lr,  8ggr.         .  .        , 

Weisbach,  J* ;  LehrUucti  der  Ingenieur  ^  utuI  Maschinen- 
Mc»€hümk.  Ohne  AuwenJuDg  des  bdhetn  Calciib  für  den  Unter- 
richt an  techTik'ic-hc^n  Lehriin^üilten  etc-  lu  2  Tbellen.  Mit  gegen 
1000  eingcdruckteu  Hohscluittten.  1.  2,  Lie&ruog  gr.  8-  Braun- 
schweig.   1845.     1  Rtblr,     .;,.,..,.  '^      '     '     
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Astronomie, 


Mädle^>  J.  H.1  Deir  Wunderbau  de«  Weltalls  oder  pepulSre 
Aütronbiniew    2te  ▼enHelitte  Aufl.   1  Lief.^  Berlin«    ^ggf* 

Mädler,  Dr.»  j.  H.  s  Ueber.die  Fixj^tero-Syeiea^e,  Bine 
Rede.    gr.  8.    BerÜD.   1845.    Geh.    4  ggr. 

Theoretiska  AstronomieDä  Grunder  Hir  Begynnare  af  J. 
B  red  man,  Astronomiae  Professor.  Med  7  Tabeller  in  Stentryck. 
Dp8ala.^l845.    8.  h.  2.  R:dr  40  sk. 

Ny  Tabelj    für  .  Lw)|r  -  Dist^Dfle^  -Cw^  af  J.   J. 


Istrand.    Gothe5or|l  ^945.     1  ärk  £o. 

Benzen berg,  J.  F.:  Versuche  über  die  Umdrehung  der 
Erde.    Aufs  Neue  berechnet.    Düsseldorf.  1845.    gr«  8.  .  8  ggr. 

Block:  Die  gregorianische  Zeitrechnung  vom  Jahre  1845  bis 
zum  Jahre  S!OQP  in  eiaein  Tableau  dargestellt,  gr.  Fol*  Berlin.  8  ggr. 

Sur  les*.  corrections  ie  lai^  lunette  xa^ridieDiie,  p^g 
M.  Liagre/capitaine  dugänie»  ancien  eidve  det'eoole 
militaire  de  Belgique.    4. 

Die  in  dieser  aus  den  Schriften  der  Akademie  der  Wissen- 
Schäften  zu  Brüssel  (T.  XVIII.  des  M^m.  cour.  et  M<$m.  des 
savants  ^trangers)  abgedruckten  Abhandlung  gegebene  elegante  Be- 
handlung des  Mittagsrohrs  empfehlen  wir  der  Aufmerksamkeit  der 
Astronomen.  Wenn  a«i|b^  ^f>er  diesen  wichsen  and  interessanten 
Gegenstand  schon  viel  Vorzügliches  {geschrieben  worden  ist,  so 
scheint  sich  doch  die  vorliegende  Abhandlung  durch  ihre  Eigen- 
thflmlichkeit  in  mehrfacher  Beziehung  auszuzeichnen. 

.  »S:anJtiliiQ'g' von  Hfilts täfeln.  Herausgdgeben  Im 
Jahre  1822  von  H*  C.  Sebumacher.  Neu  h^iaasgäffektea 
und  vermehrt  von  G.  H.  L.  Warnstorff,  Dr.  Phil,  und 
Leiiter  «ier/  Haihematlk  und  Natarwisti^^asebaften 
am'-  Ptc  otiy  In  aisio  aii  Harbsrg«  Altoaa«  1840«  '8. 
a.Jltblri!:il2'.-iggt.      '  L'  ...';/_  .',.;y..i      :« 

Herrn  Dr.  Warnstorff  ist  man  grossen  Dank  schuldig,  dass 
er  eine  peue  Ausgrabe  des  im  Jahre  Iß22  ersobiepenen  ^  aber 
schon  ^eit  längerer  Zeit  vullig  vergriffenen,  ersten  Theils  iet  vor- 
^eflUchen  Schumacherschen  Hülfstafeln,  welche  Jedem 
Beobs^M^r  unentbehrlich  sind,  veranstaltet  hat.  Dabei  .darf 
aber  nicht  üimemerkt  bleiben ,  dass  durch  Hiazufügung  einer  äusse- 
ren Anzahl  ganz  neuer  Tafeln  das  Werk  jetzt  eine  vullig  verän- 
derte Gestalt  erhalten  hat,  wie  Mr  die  Besitzer  der  älteren  Aus- 
gabe aus  der  folgenden  ausfühtlichen  Inhaltsanzeige  ersichtlich 
sein  wird. 
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L  T«M  BOT  Venrandliuifr  der  Stermett.  ^  ii;  TbM  sar  Ver- 
fraadfaiDg  dernuttlereD  Zelt  mi  Steifneeitl  -^  lü.  B^seel's  Keffa<v 
tions  -  Tafeln.  —    IV.  Tafeln  zur  RednctioD  aaf  den  Merldiaai  *-* 

V.  Tafel  der  Logarithmeo  von  m  ='^?'°i^UDd  n  =  '^^."AT»    — 

Vi  JUogatfItInneii  der  HoheAparalläie  der 'Sonne  toiI  JO  zu  IQ 
Tage»;  «^  ••Vli«  Tafeln  «m  aus  der  beobachteten  Zenithdli^taDZ 
des  Nevdfeitetitti  die  -PolhObe^  des  ßeobaehtiingsorts  2ti  itndeo ,  ro\\ 
A.C.  Petersen.  -- Vlil.  Tafel  Afr  dteMittagsterbessrerani^  vonGan^i^. 
—  IX.  Tafel  fär  die  Mitternachts verbessetnng.  «^  A.  Tafel  iU 
mittli^re  gerade  Aafelcügang  der  Sonne  m  flnden ,  fdr  Par«  Mer.  ^ 
Xl«  Allgemeine  Taietn  fihr  Aberration  und  Nittiirtion'  nnt  der  Con-. 
stante  «er  Aberration  :zzt  20'^446],  .  der  •  Constante  der  Notation 
=::  (K'323&  Und  der  Scibiefe  der  EkKptik  für  1850  beredinet  von 
Herrn  Hofrath  Nioolai»  —  XII.  Län^h  und-  Breiten  der  Uaupt- 
aternivart^n*  tt-  .XUi.'  Tafel  «lur  Vecu'andluogd<»«Bog^nsiftZeit.^ 
XIV.  Tafel  ,2uir  Verwaadluog  d^r  Zeit  in  Bogen«  --.XV.  Tafel  £«ä 
VeriTandlui^  der  Zeit  in  Decfanaltbeile .  d^  Tages« —  XVI.  Lungen 
der  Kj-ei«b4Ügeo,.  den.  Halbme««er  ^=^1  gemeint.  -*-  XV IL  Veifae&ci4 
Tung  des  aus  corresfÄondirenden  Hüben  «bgelelteteD  JUlUatts,  Irefm 
die  Höhen  des  V^orniitti^s  und  des  Nachmittags  nur  nane  glflieli 
sind.  —  XVIIL  Zeitbestimiaui:^  au^  Zeoilbdisttittten ,  mit  der  an 
dajB  Mittel  der  Zeiten  anzubringenden  Corvectiop*  — -  XIX.  Zeitbe- 
stimmung mit  dem  Passa^eniostrumente.  -^  XX*  Zeitbestimmung 
MS  den  Dnrchg&ngen  sweter  Sterne  durch  denselhed  Vettikalkreie««-^ 
XXI.  Reduction  cler  nahe  am  Meridian  Jt^eobachteten  Zeolthdistansen 
auf  den  Meridian.  —  XXII.  Ijleductiop  der  nahe  am  Mefidian  beöb'* 
^achteten  Zenithdistansen  der  Sonne  auf  den  MeridJan»  ^*  XXUL 
^Alethode  die  Breite  aus  dem  Mittel  mehierjer  von  der  Culmination 
entfernten  Zenithdistanzen  eines  Sterne^  zu  finden  (Mittbeihieg  des 
Herrn  Hofraths  GauBSi)  -^  XXIV.  Methode»  die  P^bobe  aus  einer 
beobachieten  Hohe  des  Nordsternes  ail  finden^-^  XXV.  Berecbmiag 
der  ^nitbdistaaas  und  des  Azimuths  aus' dem  StundenwinkeL  -** 
XXVI.  Grundformeln  und  Differentialgleichungen  der  sphärischen 
Trigonometrie.  —  XXVII.  Interpoiationsmetbooe  fOr  halbe  Intervalle 
der  Argumente  von  Gauss.  —  XXVIII.  Tafel,  um  für  eine  be* 
stinunte  Polhöhe  aus  dem  Stundenwinkel  und  der  Declination» 
Azimuth,  Hohe  und  parallactischen  Winkel  zu  berechnen.  — 
XXUL  Tafeln ,  um  Höhenunterschiede  aus  Barometerbeobachtungen 
zu  bestimmen  von  Gauaa.  — »^  ^^^  I^eselben  von  Bessel.  — 
XXXI»  Dieselben  von  CarÜDi.  —  XXXU.  Verwandlung  der  Baro- 
meterscalen  und  Thermometerscalen ,  für  Pariser  Zoll,  Enslische 
Zoll  und  Millimeter.  Ebenso  für  R<$aumur,  Centigrad  und  Fahren« 
fc^i  IT  XXJ^U>:  .Tafeln  zpr  Reductip^  def^  a(tfraiuu«^€|^eB|^aro- 

SpleV^lavf.P' RöaumuTr---  XXXlV.  Red^ctiön  d^  ,metmqRfA» 
arometers  a^f  0^  Centic;rad.  — *  XXXV.  Reduetlqn  des  ongTiscI^fÄ 
Barometers  auf  32^  Fahrenheit.  —  XXX Vi.  Reduction  des  alt- 
frafizu^iscben  .^arometers ,  wejon  Scale  und  Quecksilber  eime  ver* 
schieden^  Xißi^pi^ca^r  haben.  (Allf»  di?se  Tafeln  -  setzen  Scalni 
VGff»  Messing  voraus.)  —  XXaVIL  liOgaritbm.eii  von.vier.pecimiJ- 
stellen  für  Zahlen  und  trigonometrische  Functionen,  ^lit  Hinzu- 
ngnng  der  Gauss*$eben  Tafel  fttr  Summen  und  Differeb;Eeb. 

Man   nfelit   Meraue/ wie  viel   des '  Nützlichen   dif^se  auqli 
-jnMnerK«^  gut  ausgestaltete ,   und  mit  einer  deutscli  und   fran- 


Digiti 


izedby  Google 


404 

lusifich  vetfassteo  Eialeitmig  vers«bene  Sanunlang  y«tt  Tbfelo 
und  Formeln  enthUt,  weldhe  kein  Beobachter  fevnerhiD  wird  «Bt« 
behrea  kttBoeii.'  .1 


,  Herf  StMterath  v.  Struve  hai-d«»  systematMheii  Gftti^log 
der  BibliotbeK  der  Steronarte  Pulkowa  aus  der  BeschreibaBg  der 
Sternwarte«  die  bis  aui  einige  Correetoren  der  Kupfer  voUOBdet  ist, 
besondere  abdrucken  Ussen,  :«Bd  .damit  den  AsIrooomeD  eio  ange- 
nehraes  Geschenk  gemacht. 

labronim  In  B&liotkeea  Speculae  Potcorensls  cottteotoram 
CatateguB  Systematlcus.     Ex  opere  descriptionis  speculae 
seorsim  excndi    curavit,    indice   alpfaabetico   et   praefatiooe 
auXAt.r.  G.  W.  Strure.    Petropoli  tvpis  Aeadem.  Sctent. 
1845.   8ro.   (437  Seiten,  Vorrede  XLVIU.}. 
Schon    des'FomiatB  wegen  ist  dieser  OataJog  bequemer  zu  ge- 
bcauchen  als  der  in  dem  grossen  Werke  abgedrucirte,   aber  noch 
wesentlicher  ist  der  Vorzug,  den  er  durch  das  hinzugeHigte  alpha- 
betische ''Nameaverzeichniss  aller  darin  enthaltefien  Schriftsteller, 
Brit  Rfiekweisttog  ;iuf  die  Selten ,  wo  Hire  Werke  vorkommen ,  er- 
balten bat. 
'     Die  Bibliothek  enthielt  im  Anfange  dieses  Jahres 

3242  Werke,  3109  Dissertationen,  und  60  Himmelskarten, 
sowohl  einzelne  als  Sammtuti^n  von  Karten. 
Unter  de»  Werken  befinden  sich  Kopple rs  Manuscripte  in  10 
Bftuden.  Die  ganze  Sammlung  bestand  ursprünglich  >aus  20  Bän- 
den, von  denen  aber  Th.  6,  7,  8  und  12- sich  in  der  Kaiserlichen 
Bibliothek  in  Wien  befinden.  Diese  Theile  enthalten  die  1718  von 
Hans  eh  herausgegebenen  Briefe^  und  sind  nach  dem  Abdrucke 
dort  deponirt. 

Der  Vorrede  isl  eiir  vollstSudiges  Verzeichniss  aller  Schriften, 
die  Keppler  herausgegeben  hat,  beigefügt,  das  41  Nummern  ent- 
hfilt.  Sie  sehliesst  mit  Berichtigungen  zuLalandes  Bibliographie. 


p  K  y  s  1  k. 


.  Die  Rirfortti  der  Naturwlssenachaften.  Aufforderung  ziu  einer 
gHihdlichen  Kritik,  oamentllcfa  der  Naturlebre.  Von  einem  Lehrer 
der  Naturwissenschaften.    8.    Hamburg.  1845.    1^  ggi". 

Anfangsgründe  der  Physik.  Von  Andreas  von  Et- 
tingshausen.  Zweite  Auflage.  Mit  fflnf  Kupfertafeln. 
Wien.  1845.    8.    3  Rthlr.  8  ggr.  r  ^ 

Wir  freuen  uns  sehr^  aus  dem  so  baldigen  Erscheinen  einer 
zw^ten  Auflage  dieses  empfehlenswertheo  Lehrbachs  der  Physik 
den  Sichliiss  ziehen  su  k^nen,  dass  die  Zahl  der  Liebhaber  emer 


Digiti 


IzedbyGopgle 


4m 

ni'atlieiiiMt&scheB  DiHrsteUoDg  der  HaiiptlbhMn  d^tPhiyBik^iik 
DimtaeUand  tmiaer  ooch  JK^obs  genug  ist,  daMJ  cki' Werk  wie  da» 
vorliegende,  in  welchem  die  mathematische  Seite  der  DarwteUimg 
vorwaltet,  sich  Bahn  zu  brechen  im  Stande  ist  Obgleich  Verbesserun- 
geo.ttbenUly'l^o  sie  n^thig  waten,  angebracht  sind,  so  hat  dei'Y^rf^  doch 
zu  vielen  wesentlichen  Veränderungen  keine  Veranlassung  geifapdeiir^ 
nur  wurde  es  in  dem  chemischen  Abschnitte  für  zweckmässig  er- 
achtet, ,durchgehfDdj».nttr  von  Aeauiyalentefi,  nicht  a|ier.von,4itom- 
fewichten  z^  sprechen,  und  aucn  die  Bezeidiiiung  d^mitjn  IßAß* 
lang  zu  bringen ,  welchem  gemäss  statt  der  in  der  ersten  Aufjagv^ 
gebrauchten  üoppelatome  H^^  N^y  Cl^  in  der  zweiten  Auflage  bloss 
ai€|  eipCE^cben  Buchstaben  H,  iV,  Cl  ab  Z^ich^tn  ^^  Mi^c^ungs- 
gewichte  stehen.  .  .    I  , ;  i .  i    .         ■ 

Wir  können  uns  daher  hier  auch  begnügen,  auf  unsere  •bei-^ 
fällige  Anzeige  der  ersten  Auflage  im  Literarischen  Berichte.  Nr» 
XV.  S.  237.  ZU"  veh^eiscn,  und  wfin^cheb  dem  empfehlensiverthcfii 
Buche  nur  immer  noch  grösseren. nnd.  allgemeineren  Eipg^os^. 

Hessler:  Handbuch  der  Naturlehre  nach  den^ , Bedarf  dei 
Techniker,  Künstler  und  GeiverUtreibenden,  und  zim,  Gebrauch 
beim  Unt^rric^t  in  technischen  i^cliuleu,  i^o  uie  beimJSf|lb!S<;a^ter,- 
richt  ffir  praktische  Techniker  und  Gewerbtreibeii^e  una  Indqsiriejl|e 
«Vt^^upt.    3rit  5(WJlol^chnitteV  .^W^^      1845.,  3  RtUr.S  ggiH 

Baudtviirterbach  der  Chemie  und  Physik«  2rBi8>>d  2te  HiUflteM 
(H-^K)*  UeruuKi^egeben  von  E.  F,  Alrguirt-,  .F»  W.  .Bai^^ntip^ 
\V,  H,  Üove.  L>  F.  Känitz,  K.  F-  Klöden,  R.  F.  Marchajld^ 
F.  l^üiidinir,  i\  W,  G.  Radicke,  J.  A.  W,  Roeber,  L*,  F^  W-  At 
$eebeck.  Mil;  eingf^^ucl^tca  IJoizschiiitt€!rv^6ecUn...:18töi:f  grviS/i 
1  Rtlifr.  4gg'i  r-  //  ^  1     :     ir     ;  i  J 

•Vf   -',''!  i»7    (»II-»!»   '•^   '.      -     •'        ...!.■     Min-:    "f»'    .  h;    '   '    .  •  :  •»  '' 
t  :!M<eita:2;^tf,.Dr.^G>  J^./:  ^  die  .Letire.rvoIrniiLüftdiiiick;  insiihreiw 
P^Vlt^P'  als  iHde^iscb  )  erv}'Mtsen ,  äellat  eiUer.'FundiMpeMaltheoilet 
^\^tM»  Bai^cfter  «aildiietSdlw^ffe«  ^IIalberstbdij!1846.    «isgr;. 

r'i.l^i   ..  .-      '      :.'   X        -t     .    /.!;>       i'i    ■'''■'.'.      '.    r.        ,     ''.       .r.i-.'   !<.^i'>    •},••)  t/ 

,,),,!? f^uUen,  Pr.  Chr..  H.:;  .di0:  iCoMta^^-TheorSei  ^verfMIdigtl 
g^l^n  JFaraday*s  Ahnandliing ;  j^iflm  4ie  Quelle  / der iKraAhi.^^. 
VoUasc^     .,>$älde.'^,,In^ii$ural-I)i$,s#rUl|QQ.  !  gv.  .8»  >  Heideilb^gi! 

I8^.|,.i9ggr...       7      :    /•,.•..       :r    n,».    \.i  .    r^.  :•.'.(:.  .:-ui-i ''!'.•  I 

11«.'  u^     1    /   '\j\]t\    : .  L    j*.:;.-!    »,,    ,;•     i"  i  •*!     ■;  '    ''!'.•     '.lii    ••lilj;! '.  »il 

, ,  Magfetische  i^^d  met^orologvs^e  J^obachtungpo'  W/  V^i. 
Heräusg^gelen  vpu.  «K^ J^r^^.  5r,,  l^hrgiai^  gr.  .4.,,;I?rag*,  ifij^i 
3Rtblr4.8;  ggr.      ;   .    ^  ,    ..     •...,.,.    ..  .  ■  .  ^  ..,/... j   '•:    '►.•tu;.! 

S  i  m  o  n  i  n  ^  pefe : '  Resum^  des  observä tiöns  m^t^orologiqaes 
faites  k  Nanci  pendant  Tannäe  1844,  et  de  la  Constitution  m^icale 
de  la  möme  ann^e.    In  8.  plus  un  tableao*    Nanci.  1845« 

Observations  des  Ph^nomönesp^rrodiqnes.  Extrait 
duTomeXVUL  des  M^moires  des  I  AcadömieRoyaie  de 
Brazelles.    4. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Quetelet  enth&lt  die  Znsam- 
meosteiiang  der  Resultate  der  bekanntUch  von  der  Akademie  der 
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WiMMflckaOm   mi''Bg§mai  im  «iek. 
MitonMiiiutteD€D  «ad  viinnlwwtMi  Beoinditiiinno  4kvi 
PteiiBiiiil»  för  1845. 

Po«iM^t:  Note  aar  le  m6t49r^  de  Mfllaxmay.    Piüki.  1845. 
M  Cent*-  ^    '  .    .  . 


-Bertrand,  Alex.:  Le^tres  siir  l<^  rMrolatl6its  du  glk 
Bnrichies  de  nonvelles  nöte«  par^Ara^o  etc.  Mit  4  Taf-  P< 
mtö.    6  Fr.  ' 


Der  physikalische  Apparat  ,  insbesondere  als 
Lehrmittel  in  Gymnasien,  Realschulen  und  anderen 
Uniterrtohtsanstalften»  Von  Dt,  J.  Heussi»  Oberlehrer 
a«i  .G^tösAherzogL  Friedrich  Franz  Gymnasium  zu 
Parehim.    Parchtm  a»d  Lndwigalnst  1845t    8.    8  ggr. 

Diese  Ueine  Schrift ,  welche  urspriinelich  als  Abhandlung  des 
Schulprogrammes  des  Gymnasiums  zu  Parchim  für  1845  gedient 
hat,  ist  angehenden  Lehrern  der  Physik  an  höheren  Unterridhtsao* 
Atahen,  namentlich  solchen,  dereo  Erstes  amtliches  Geschäft,  wie  dies 
namentlich;  jetzt  bei  neuen  Anstt^llnngen  häufig  der  Fall  Ist,  in  der 
Anschaffuog  eines  neuen  oder  wenigstens  TolUtändlgeren  physika- 
lÜM^hen- Apparats  besteht, 'zu  -topfehlen,  weil  sie  in  ilerselfoen 
manche  beherzisungswertbe  Andeutungen  finden  werden.  Mit  den 
in  dfeser  iSehrtft  -ausge$pit)c4iMen  Anwehten  liher  di^  StQcke, 
au0  denen  ein  jilr  cvne  höhere  Lehrahstalt  bestimmter  physikali- 
scher Apparat  yorzugSH'else  liestehen  ma^s,  erklaren  wir. ans  im 
Allgemeinen'  Tolfig  einverstanden« '  t)ä  die  zu  Gebote  st^enden 
Mittel  meistens  beschränkt  sein- Werde«^,  so  wird  iitamer  vorzCIgticfk 
der  Grundsatz  festgehalten  werden  müssen :  Wenig,  ah  erdks 
Wenigegut,  was  auch  ganz  die  Ansicht  des  Herrn  Verfassers 
an  «ein  scEnaA»'  Matäiüoh  iniJSsiea>so  viel  als  oi<1gli^h  alle*  Haupt- 
Mireo!  hdd  wntfer  .denselben  >w  iefer  trorangswelBe  diejenigen  b^d««ht 
weiden,  .«rcibh^!  besondd^  eiM'Bf^rttaldMg  anf  experlin«ilta1em 
Wege  erfordern.  Aber  auch  ffir  die  .^iner  mehr  matheipatis^heu 
Begnftddung  Milgen  Lehren  sAnd'binrg^  zweckmässig  eiogetfchlete 
A|^amM  ^br  ^wanseft^nsweiith',  w^H  es  immer  finr  die  SchSIer 
hfichA  aimgend  tmd  helehriMd  Win  nliusisy  wehri  ihnen  Miie  genaue 
Uebereinstimmung  der  auf  rein  theoretischem  Wege  g^fotide^Ben 
Resultate  mit  dem  Eigebniss  unmittelbarer  Erfahrung,  yor  ^agen 
gelegt  w(^djän  kann.  "Aach  anf  eipige  wenfgcqr  Mlff(^ein  bekannte 
Appatat^',  wie  s.  H.  auf  das  MonochoWI  und  dei^  Orgelapparat  vcTn 
Lange  in  Berlin  ist  in  dieser  Schrift  anfmerksam  gemacht  wor- 
den, .was  derselben  ebenfalls  zur  Empfehlung  gereicht. 

'  ]  '•■  '  .1.    j!   ■!.  !*'-■'  ••     1  •   .  ;'^  .  '  .    '.   '  ■  ■  ■    '  .     j   '  •    ■'       '   "•• 
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ITermisclite  Sfchüften. 


Die  drei  neuesten  Theile  von.  .'  '       '.'.]■' 

\  The  Ainerican  Journal  of  Sciepce  aod  4-rt$.  Caa- 
,  .  ducted  by  Professor  Silliman  and  B.enjamio  Siliir 
,    man.    New  Haven.  .,  , 

enthalten  ausser  vielen  anderen  bemerkeiiswerthen  ina^rwisse^ 
S<;bi»fUicheQ ,  yo^züfflich  auch  chemischen  Abhaodlunfpn  div  fol- 
gepdfep,  las^hematisohen  und  physikalischen  Aufsäta^e*.         .,<.., 

'  Tbl.  XLVl.  1844.  Nro;  I,  Art,  t.  '  On  the  Acfloii  öf 
YellöW  'lijgbt  In  pToducing  the  Greeir  Color^^  and:  Indigo  Lrghji'.thi 
MoFemepts- AT  Plauts;  by  D.  P.  Gardner;  M.  DJ  p.  1.  —  Ar(i 
XIV.  Oll  the  Mode  of  Formation  jof  thö.  Taife  öl  CoSttetsl  bv 
Prof.' William  A..Norton.  p.  <Ö4.  ^^'Art.  XV.lU.  TeTkHatioi 
and  DVp  bftbe  Magnetic  Needle  alilVäntucket »  Mass. ;  bv  William 
Mitchell,  p.  167.  —  Art.  XXIl?  Nötice  ofTravelsifi  the  Alps 
of  Savoy^  and  other  parts  of  the  Pennine  Chain,  witb  pbseryn^ions 
oh  the  phenomena  of  Glatiersj  by  Jk'mes  P.  For'bes'^  r.'Ä,S, 

p.  172:      '  ;-  •••'/.'  .  .  •      ■ '    '■' 

tNüoJ  lU:  Ati*  V.  SUtement  ofiEleKatiMa  iil  Wistonsita;  hj 
Ji.A.iLipJbaüu >  258.  —  Art.  VlL^bstraot  of  aMetdoreMical 
Journikliäff.  theyear  1843,  kept  .dl  Müietiar»  Ohio;  by  ä«P. 
Hj|dl>ctb,  M.  D.  p.  277.  —  Art.  VIU.  A  Week  amöi«  tb« 
Gaaeictfs;  hyDtr,  H.  Allen  Gra^t^ipio^l*  .^  AH.  MV.  Oa  Ibo 
I^raUelogidm  df  IVrces;.  by  Prbf.  Ale:kantl«:r  CL.Twin.iftg« 
p«  324ki  — !  Art  XVU.  On-  ibe  .possible  Variation  in  the  :Laa^ 
of  the  Day  9  or  of  the  Times  of  RoMionl  ofvthe  Eärth  upoH  da 
Axis;  by  Prof.  W.  W.  Math  er.  p.  344. 

Vol.  XLVII.  1844.  Nro.  1.  Art.  II.  Researches  In  Elu- 
cidation  of  the  Distribution  of  Heat  over  the  Globe ,  and  especially 
of  the  Climatic  Features  peculiar  to  the  Region  of  the  United 
States;  by  Samuel  Forry^  M.  D.  p.  18.  ~  Art  III.  A  new 
Method  for  comnutiiig  Interest;  >by  6^ö.  R.  Perkins,  A.  M. 
p.  51.  —  Art.  vi.  Observations  upon  the  Dip  of  the  Magnetic 
Needle;  by  Prof.  Thomas  Hobart  Perry.  p.  84.  —  Art.  VII. 
AstronoQiical  Observations  performed  at  the  Im^pedal  Observaitory 
of  Pulkova;  translated"  from  the  ßibUoth^qne  UniTerseU*»  of  Octo- 
her  1S43;  by  Jas.  Nooney,  Jr.,  A.  M.  p.  88. 

Nro.  II.  Researches  in  Elucidation  of  the  Distribution  of 
Heat  over  the  Globe ,  and  especially  of  the  Climatic  Features  pe- 
culiar to  *the  Region  of  the  United  States;  by  Samuel  Forry, 
M.  D.  (concluded).  p.  221.  —  Art  U.  On  the  Conditloo  of 
Equilibrium  betvreen  Liiiug  art'l»ead Forces;  bvRobertHenry 
Fauntleroy.  p.  241.  —  Art.  IV.  Comparison  of  Gauss's  Theory 
of  Terrestrial  Magnetism  with  Observation ,  by  Prof.  Elias 
Loomis;  p.  278.  -—  Art.  VI.  Abstract  of  a  Meteorological  Re- 
gister for  1032—439  kept  at  Rio  de  Janeiro;  by  John  Gardner» 
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Esq.  p.  290.  —  Art.  IX.  Secular  Acceleraiion  of  the  Mdon's  Mean 
Motion;  by  Jjy»<i;8  H.Coffi».  n.324  -?  Ait  XDI.  Od  tfae 
Measare  of  Pbffgöhs;  l>y  Prof.  XSihfge'^C.  ^Vliitloek.  p.  380. 

Vol.  XLVIIL  1845.    Nro.  I.    Art.  UI.    Magnetical  Investi- 

fitrons;  by  tbe  Rev.  William  Scoresby,  S.  D.  p.  33.  — 
rt.  IV.  A  new  way  of  obtaining  tbe  ExpoD^D^Is^j^nd  Loig^ri^mic 
Tbe9reins;  by  ProT.  ThepHor«  Strbng;  p.  So.  r-  Art.  XIl. 
Hjfrvi^  ExjiranieDtabn  the  Solar  Sj}e€trüm ;  jcoAmunlcated  by  Prof. 
O I  m  s  t « d: '  *;•  157;  —  Art.  XV.  Effi^a  of  a" contracted  Space  in 
obstructing  tne  Vifirations  of  a  Mercur!al  Pencluliim;  by  George 
Ba^vVT^'lM"     '", '    •        ."'   '  '!.'•:  ..-li..  ..  .  • 

•  '  H  ro."Il;  Art.  11,  Remarks  by  Dr.  Hare/  öii  a  tecent  ;Bpe- 
culatioD  by  Faraday  on  electric  cönduction  andth^'natarfeof  ittatrer. 
p»  ^7.  —  Art  VIi.  Abatract  qf  a  Meteorologtcal  Jouroal^  for  tbe 
ycarJ844,  kejp^  at  Marietta,  Obio;  by  S.  P;  Hildreth,  M.  D. 
p.^  2o7.  — ^  Art.  ^«  ObservatioDB  made  at  New  Haveo,  Conn.»  od 
tbe  SbopiiDg 'St^rs  of  tbe  Augufi^  Meteort^Q,  Period,  in  1844;  coni- 
muntci^ted  by  E.  C.'Iierrick.|  ji^  316.  -—  Art.  XII][.  i  Idea  of  ai| 
Atom  ^ '  sHggested  by  tbe  pbeiwmeiia  of  weigtb' and  temperaiure ; 
by  JamesjD.  WheLpiey.  j).  362. 

'.  JDei)  beiden  Nummern  eines  jeden  Bandes  sind  immer  reich- 
haltige bibliogräpbiscbe  Notizen  und  Miscelten  beigegeben,  sodass 
dieses  länest  belcannte  treffliche  Journal  für  einen  Jeden ,  wer  sich 
mit  :den.:  Fort^cbrittefi!  «der  I  ikatbematlsehen-  ^und'pbysikaliifcben 
Wisschsobirflen  in  ^der;  neden*  Welt  bekamit  ma^h^ii »  «od  Ib  fcrt^ 
itÜhf^nderiBiehanDtedhaft  ^e^haltfft  will^  gans  /unetitbekriidi  t|sti 
Wir  hoffen  wbmterbrocbea  In»  Stande  za  cieiiij  deii  Haupthlhiilt  tter 
eiixEehien  ^Ndmiitfnr  4>aM-nai^h-ih«ein-Ef«ihein^i  ii^idcfia  IMmsl^' 
solwnt'Be^icbl^ 'anizuffdl)«!!/  udd^  Vim^  uaS' hesbnäer0:beaiMceiMr< 
wMh>:uttd  aiiseni'.iZweckeri' iöv4efllth^  ^1  sein 'seMnt ,  -  in  derai 
Abclnve  mlttheileiitz^^hOiin«!!.  '  '->'(    k*    :      .      > 

iiLi    il    V...  ■•:.;';    M      AI    Ali      .1    .«    ..;      .;  :  r.  }    .W'U«  •'     /.  ^"^ 
/'.  .[■»'>;}'/ l'    .'.  .'      •!" )  •)in   T»  ->■    '■   •»*     '      rpT.'*i'('.  li-i^'    -nl    .«    .1     Nihi» 

/:  .:i    ;         II»    »    \  .■'•1    .<;      vi    .   *     .7  '      .5     l'>.if:if.  '    ,'.k  :      .::,!>*. 

.f/  .1    .-iiMi-.  1  M    .D.rudjtfehleir.  j  r    :    / ..  .  -i  ;i  ...'.  V. 

•>i)*)l..'...r    Olli    Im        ^l     '..'>      ■  "  ..'         .    ■..-••  ''     .!   '     .      •.  .,\    .[ 

.1'  /  .i»;   -'  .:-  .'I  .yv '. '1  i  !.:.•-.:"..  :  r  .1  /^  -  •  •  «     v 

v/n|9,/Mi;^e^!:Ai>e%||rl  '*6iz^;taiiifi  «.  r.  hinter >Tyci(>nilr ä  eia  €Al<n( 

I«;  nt».'i'.;tliit- nl  ':!•  i-.  ''.»i«,  '•.,  .  .1  •.'*:•»•)•».•,  '  .  ;  -i . 
-'.M|  »'  1 1;  ir.')  1  )i.*i..-  '.i  J  '  'i:  1  •  ,".i.  '■•••.  I'C'i  , '.  ?  'i.  •  1;' '  i'  /o  t  >  i 
,  /  I  l  u  j  I  ■)  II  j..  ,; ''*  /li  :^  »;■,)«•'  )  r.i  .  j  -.[''If  üoi'-; ""  '  •!)  nt  '  •■:iip> 
t»»  n«)iji  i:«;»  )  •»■'.  iH>  .1!  .;: A  — -  ,!'.•:  .-»  .(h'»i  ,.:;.:.  .«  .t|  .If. 
/  T."'  ii  tT>((.-  "  ■  ;>  IUI  i'WWPUfffff^'i.i/.'»  \,  '  .  . )!)  i-,  ;  -.  \J.:  .«'T 
/h'hi  -.'.  ij;i;  i.»  I:«*- .':r:«|{''.  •  ,'/i  ,t;#.  —  .iil  ..[  -V«.  ■  » I  1  :  n  I 
^  ;;  •  I  .':  ."»  .'<!  ,  i'oijj./ii  Jo  ilt  /  r«--!":/ *:  *  !■  r  f-  «i  .1  'I.» 
-o*'      .;..   »'-i      !    '.'    ;;  U«   )  M.if-.t  /.    .1       .}!#*.    • —   .'"j   .,    •     >.«:«>  oj 
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JLUerarteelier  Bericlit« 


Cteschlchte  der  91  athematik  und 
PHysIk. 


In  dem  neuesten  Bande  der  Annjalen  der  k*  k.  Stern- 
warte in  Wien  (Drei  und  zwanzigster  Theil.  Neuer 
Folge  Dritter  Band.)  hat  Herr  Director  C.  L.  von  Littrow 
einige  interessante  Notizen  über  Kepler  mitgetheiit,  welche  wir 
hier  ausheben»  da  die  trefflichen  Annalen  der  \Viener  Sternwarte» 
die  nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgeffeben  werden »  wohl  nicht  vielen  Lesern  des  Archivs  zu 
Gesicht  kommen  dürften. 

In  der  zu  Linz  erscheinenden  Zeitschrift  des  Museum 
Francisco- Carolinum  für  1842  finden  sich  mehrere  Aufsätze 
von  Herrn  6.  Kapp  über  einige  Kepler's  Aufenthalt  in  Linz 
betreffende  sehr  interessante  Urkunden»  die  man  im  Archive  der 
ob  der  ennsischen  Stände  auQ|;efunden  hat.  Ein  Facsimile  eines 
Theils  einer  dieser  Urkunden  theilt  Herr  Director  von  Littrow 
in  dem  genannten  Bande  der  Annalen  mit»  und  bemerkt  zu  besse- 
rem Verständniss  desselben  voilier  Folgendes: 

Kepler  bekleidete  die  Professur  der  Mathematik  an  der  Land- 
schaftsschule» seine  Hauptbeschäftigung  blieb  aber  die  Verfertigung 


der  Rudolphinischen  Tafeln»  und  nebenbei  der  Landmappen  von 
Oberösterreich.  Auf  die  letztere  Arbeit  scheinen  die  Stände  be- 
sondern Werth  gelegt  zu  haben»  weil  die  vorhandenen  Karten 
von  Lazius  und  Uirsvogel  unrichtig  und  unvollkommen  waren.  Die 
Fortschritte»  die  Kepler  seit  dem  Jahre  1614  in  deren  Verbes- 
serung giemacht»  dünkten  den  Ständen  zu  gering»  und  es  scheint» 
dass  sie  es  an  Betreibungen  nicht  fehlen  Itessen.  Kepler  fühlte 
die  Schwierigkeit»  zwei  so  weitläufige  Arbeiten»  deren  eine  die 
andere  ausscnloss»  neben  einander  zu  fordern.    Natürlich  lag  ihm 
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selbst  vorzuglich  sein  astronomisches  Werk  am  Herzen;  der  Ver- 
fertigung der  Landmappen  hatte  er  sich  aus  schuldigem  Ge- 
horsam» wie  er  sich  an  mehreren  Stellen  ausdrückt»  unterzogen. 
Auf  eine  wiederholte  Betreibung  der  Stände  gab  er  endlich  die 
Antwort  in  einem  Berichte»  aus  welchem  das  mitgetheilte  Fac- 
simile  entlehnt  ist.  Nachdem  er  vorausgeschickt,  dass  die  Vornahme 
der  einen  Arbeit  noth wendig  die  V^ernachlässignng  der  andern  zur 
Folge  habe»  handelt  er  von  dem  Umfange  jed^  einzelnen»  und 
spricht  sich  nun  über  die  Rudolphinischen  Tatein  insbesondere  in 
der  folgenden  jedenfalls  sehr  charakteristischen  Weise  aus. 

3on  ben  Tabulis  Rudolphj." 

^,(Su€r  ®naben  noetben  felbet  tDifTen»  ober  9on  ostberti  Mathe- 
maticis  berid^tet  fein,  ba&  in  re  literaria  bie  XabulSt  astrono- 
micae  ein  tooblbebäd^tlid^eö  ^auptxoevti^  fein  muffen,  t>nb  gar 
nit  tpie  ein  Comedj  über  nac^t  aniufleUen,  ober  n>ie  ein  poema 
aufjf  bioffen  einfallen  beflef^e,  ober  xou  ein  Commentarius  super 
Aristotelerii  a\x^  htm  ^rmel  )u  fc^uttelen:  fonbe.m  man  ftd^  t>il 
Sa^rlong  }u  beftnnen  t>nb  mit  Observationibi»  onb  ealciilatio- 
nibus  }u  bemühen  ^abe,  toiU  itimt  t)ie  ted^nuna  a(fo  t)erfaffen» 
haß  fte  auff  mi  ^unbert  j[a  taufent  Sabre  ^inber  f!d^  t>nb  für  ftc^ 
gelten  foUe.  Copernicus  l^at  27  3a^r  }ugebra(^t,  ef)t  er  fein 
opus  Kevolutionum  t>nb  Xabulae  and  lie^t  gebrad^t.  SIti  ben 
Tabulis  Rudolphi  ^att  Tycho  Brahe  albereitt  38  3a^r,  namlic^ 
biß  in  feine  gruben,  wb  jwar  jeberjeit  mit  Jpnlfi  10.  20.  30. 
Eftndiosorum  gf arbeitet.  <^etnc  Serrid^tung  ifl  bifc:  @rilH<^  (Kttt 
Qt  baS  toer!^  mit  Observatiouibus  {xobld)z  gleici^fam  »nfer 
Beug,  flein  5?nb  |>oIö  jum  ge})eu  feinb)  überPufftg  t>erfe|>en;  fürd 
anber  bie  fixas  steUas  über  ein  ^^aufent  aufgerechnet,  i>nb  jeben 
^em  feinen  ort,  meil  (Er  benfelben  jeber  3eit  befielt,  aufge^ei^net 
£)rittend  hatt  @r  an  ben  Planeten,  xobtii^e  tt><gen  ire  mlfaltigen 
»ettPirten  Sewegung  baß  meifle  Äopffbred^en  jjerurfaci^en,  aixdf 
angefangen,  t)nb  oe^  fon  DnbSRonb  uber()au))t  bai5  feinige  getrau» 
vnb  ben  bau  an  biefer  feitt  auffgefd^Iagen. 

Die  übrigen  fftnff  planeten,  nit  weniger  an  ®on  wb  aXonb, 
fo  HI  wb  met^r  benn  ^dfy  ober  dt  i^mal^ii  gemeint  l^att ,  feinb 
mir  gejjltben. 

9In  ber  (Sonnen,  olß  bem  iSdtfleitt  t)ttb  grnnbfefb  yt  ollen 
Planeten  t>nb  an  bem  Planeten  Marte  f^af>  3idf  9  3a^r  gear^ 
beutet,  la  3d^  nod^  umlici^e  ^ulff  t^on  Xaugliclen  stu^osis  ae^ 
^abt ,  biß  id^  mein^  Commentaria  de  Marte  ^ni  ßed^t  gebraut 

Derjenige  gele^^rte  Mathematicns,  David  Fabrfcins,  btt 
mid}  t>or  einem  3a^r  toegen  meinet  langen  9BtxinaB  ftarrt^  an« 
fi^jäpfft  i>«^  U  t>emieint,  ®r  »olte  mit  feinen  Tabiilis  fertig 
fein,  ber  ienä^t  bi^  3a(r  bie  fd^nau^^i^en  wiber  ein,  t)nb  melbet, 
baß  ftc^  be9  ben  @onnenftnflernuffen  no(§  ein  anberer  merrjPItd^er 
defectus  finbe,  ber  bi$  bafyexo  nod^  «>neri^rt«rt  geyltbftt»  t^  gfs 
wißlidSi  n>oI  an  ben  redeten  ^no)>ff  (ommtti/^ 
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Die  ÜDterschrift  dieses  Berichts  lautet  wSiilicb  so: 

3o^an  SieppUx, 
Die  Aufschrift  ist  folgende: 

3oMtt  ^Kepler«  Matheraatici  ge^orfamfle«  anpringen. 

Hier  hat  also,  was  jedenfalls  huchst  bemerkenswerth  ist, 
unser  berühmter  Landsmann  selbst  seinen  Namen  in  derselben 
Schrift  einmal  Kopp I er >  und  einmal  Kepler  geschrieben. 
Daher  bemerkt  Herr  Director  v.  Littrow  mit  Rechte  dass  hier- 
nach die  Schreibweise  dieses  gefeierten  Namens  der  Willkfihr 
anheim  gestellt  zu  sein  scheine. 

Man  Ist  Herrn  Director  v.  Littrow  für  diese  Mittheilungeo 
grossen  Dank  schuldig,  so  wie  überhaupt  dergleichen  Beiträge 
zur  Geschichte  der  Mathematik  sehr  dankbar  aufzunehmen  sind. 
Bei  einem  Manne,  der  wie  Kepler  ein  so  sehr  bewegtes  Leben 
gelührt  hat ,  und  seinen  Wohnsitz  an  so  vielen  verschiedenen  Orten 
aufzuschlagen  genuthigt  gewesen  ist,  würden  sorgfältige  Nachfor- 
scbungen  über  sein  Leben  an  diesen  verschiedenen  Orten  gewiss 
zu  manchen  nicht  unwichtigen  Resultaten  fuhren  und  zu  interes- 
santen Mittheilungen  Veramassung  geben  können.  So  ist  z.  B. 
Kepler  bekanntlich  auch  kurz  vor  seinem  am  15.  November  1631 
zu  Kegensburg  erfolgten  Tode  Professor  der  Mathematik  zu 
Rostock  gewesen.  Ueber  diesen  freilich  nur  sehr  kurzen  Ab- 
schnitt seines  Lebens  ist,  so  viel  uns  bekannt  ist,  bis  jetzt  nichts 
Genügendes  veröffentlicht  worden*  Daher  möchten  wohl  einige 
NachibrschuDgen  in  dem  dortigen  UniversitätBarcfaive  über  oie 
nächste  Veranlassung  seiner  Berufung  und  über  sein  ganzes  dor- 
tiges Wirken  wünschenswerth  sein ,  welche  gern  in  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  von  uns  aufgenommen  werden  würden. 


In  Nro.  43.  und  44.  (ausgegeben  den  1.  Mai  1845),  und  Nro. 
46 — 49.  (ausgegeben  den  10.  Juni  1845)  der  Mittheilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  hat  der  Ar- 
chivar der  Gesellschaft,  Herr  Rudolf  Wolf, 

Auszüge  aus  Samuel  Königs  Briefen  an  Albrecht 
von  Haller,  mit  literarisch-historischen  Notizen 

mitgetheilt,  weiche  auch  in  einem  besondem  Abdruck  als  f0r  sich 
bestehende  Schrift  erschienen  sind. 

SamuelKö  nig,  welcher  1712  zu  B  üdi  n  gengeboren  wurde  und 
nach  mancherlei  Schicksalen  im  August  1757  alsHofrath  und  Biblio- 
thekar des  Prinzen-Statthalter  von  Holland  und  Professor  der  prakti- 
schen Philosophie  an  der  Ritterakademie  im  Haag  starb,  gehört  zwar 
nicht  zu  den  grössten  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts, 
nimmt  aber,  neben  denselben  keine  unwürdige  Stelle  ein.  Am  meisten 
ist  er  durch  seinen  mit  Maupertuis  mit  grosser  Heftigkeit  ge- 
führten Streit  über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  und 
seine  in  dieser  Streitsache  unter  dem  Titel  Appel  au  public 
erschienene  Schrift,  seine  £  Immens  deG^omötrie,  confenant 
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les  six  Premiers  liyres  d'Enclide.  A  la  Haye.  ITSflL  4*) 
imd  verschiedene  einzelne  Abbandlungen  bekannt  geirordeD.  In 
den  von  Herrn  Wolf  miteetheilten  Briefen  giebt  König  sräiem 
berfihinten  Landsmanne  Alnrecht  v.  Hall  er  miaasgesetzt  Nach- 
richt über  seine  Schicksale  und  wissenschaftlichen  Arbeiten  nnd 
Bestrebungen  9  vorzüglich  naturlich  über  die  ern-ähnte  Streitsache, 
Dieselben  lassen  einen  sehr  hellen  Blick  in  das  Treiben  der  Ge- 
lehrten der  damaligen  Zeit  und  einiger  gelehrten  Gesellschaften 
thun,  und  sind  jedenfalls  ein  sehr  danl^ns  wert  her  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Slathematik.  Die  Sprache  ist  nicht  selten  etfras 
derb,  wie  z.B.  in  demFranequer.  3.  juin  1748  datirten  Briefe, 
wo  Kon  ig  u.  A.  Folgendes  an  Haller  schreibt;  ,,0n  me  mande 
qn'on  songe  sMeusement  ä  etablir  a  Beme  une  profession  de 
math<$matique ,  cela  est  admirable ;  mais  je  vois  que  eela  va  dans 
l'ancien  train«  puisque  dans  le  Gutachten  da  s^at  acad^miqne, 
Mr.  Engelhard,   par  le  canal  apparement  de  quelques  amis^  est 


mis  en  avant  comme  fort  capabfe  de  poste.  De  grftce,  mon  eher 
Monsieur,  puisque  Vous  avez  vu  ce  que  c'est  que  raathämatiqnes 
m^lez  Vous  un  peu  de  cette  affaire  lä,  puisque  Vos  arais  qoi  ont 
du  credit  s'en  rapportent  k  Votre  jugement.  Que  savent  ces  Mes- 
sieurs du  Gutachten  de  Mr.  £ngefhard  et  de  ses  math^matiqnes, 
qui  sont  aussi  peu  son  fait  que  la  m^ecine  est  le  mien :  il  ne  s'y 
est  iamais  appliqu<^  et  ne  se  donne  pas  pour  cela.  II  en  est  de 
m^me  de  Blauner  aue  je  connais  particuli^rement;  c*est  un  tr^s- 
pauvre  diabte,  absoiument  sans  g^nie  et  sans  science  etabsolii- 
ment  incapable  dun  tel  poste  **),  Je  n'en  dis  pas  autant  d'un 
certain  homme  du  pays  de  Vaud,  nomm^  Mr.  M^gard,  qm  fait  le 
mutier  d'avocat  ä  Beme;  celni-lft  est  fort  habile,  an  point  q[iie  j'ai 
cru  pouvoir  le  reeommander  k  Pi^tersbourg  en  qualit<^  de  georodtre, 
mais  il  n'a  pas  vouln  y  aller  u.  s.  w/'  Von  einer  andern  Art  ist 
der  schöne  von  einem  tiefen  Gemüth  zeu&^ende  Brief  Fr  an  e  quer. 
15.  d^cembre  1747,  in  welchem  er  Hallern  den  Tod  seines 
von  ihm  erzogenen  Bruders  anzeigt. 

Jedenfalls  hat  Herr  Wolf  durch  ,die  Sammlung  dieser  Briefe 
einen  dankenswerthen  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  über- 
haupt und  der  Geschichte  der  Mechanik  insbesondere  geliefert 
in  welcher  letzteren  der  Streit  zwischen  König  undMaupertuis 
über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  wenn  auch  die  wissen- 
schaftlichen Resultate  desselben  nicht  gross  genannt  werden  dürfen, 
immer  eine  nicht  ganz  unbedeutende  Rolle  spielen  wird. 

Sollte  sich  Herrn  Wolf  noch  Gelegenheit  zu  ähnlichen  Ißt- 
theilungen  darbieten,  so  verdient  er  alle  Aufmunterung,  dieselben 
dem  mathematischen  Publikum  nicht  vorzuenthalten. 


*)  Es  giebt  aoch  eine  Ausgabe  von  1762. 

**)  Gerade  aber  dieser  paovre  diable  erhielt  nach  Herrn  Wolfs  Be- 
merkung im  Jahre  1T49  die  neue  Professar,  und  war  in  derselben  der 
Vorgänger  des  verdienten  Tral  1  e s ,  welcher  später  Akademilcer  lu  Berlin 
wnide,  and  als  solcher  im  Jahre  1822  auf  einer  Reise  sor  Besorgnng 
eines  Pendelappamli  In  London  plölslidi  starb. 
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Systeme,  Iitihr-*  und  HTörterlbilclier. 


Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen Betriebe  derjenigen  Künste  und  Gewerbe,  wei* 
che  Anwendungen  dier  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugteich  als  Fortsetzung  des  Kliigerschen  Wörter- 
buchs der  reitfen  Mathematik.  'Im  Vereine  mit  mehre« 
reo  Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G. 
A.  Jahn,  Dr.  Philos.,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Astronomie,  u.  s.  w.  zu  Leipzig.  Zweiter  Band.  M — Z> 
Mit  vier  Tafeln  Abbildungen.    Leipzig.    1845. 

Mit  dem  vorliegenden  zweiten  Bande,  der  auch  einige  Zusätze 
zu  beiden  Bänden  enthält,  ist  dieses  Wörterbuch  der  angewandten 
Mathematik  geschlossen.  Was  in  dem  Literarischen  Berichte 
Mro.  XXU.  S.  329.  zur  Empfehlung  des  ersten  Bandes  gesagt 
worden  ist,  gilt  auch  von  diesem  ganz  in  derselben  Weise  bear- 
beiteten zweiten  Bande.  Denn  wir  sind  fortwährend  der  Meinung, 
dass  dasselbe,  ohne  tiefer  in  die  Wissenschaft  einzugehen  und 
überhampt  höhere.  Ansprüche  zu  machen ,  in  dem  auf  dem  Titel 
näher  bezeichneten  Kreise  recht  nätzlich  wirken  wird,  und  ab 
Hfilfsmittel  zum  Nachschlagen  gute  Dienste  leisten  kann,  wenn 
man  über  irgend  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder  techni- 
schen Mathematik  eine  augenblickliche  niefit  tiefer  einffehende  Be- 
lehrung und  einige  Nachweisungen  über  die  betrefferide  Literatur 
▼erlang 


Arithmetik. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  für  höhere  Bildungsan- 
stalten. Aus  historischen  und  psychologischenGrund- 
lagen  für  die  Zwecke  des  Unterrichts  neu  entwickelt 
von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Erste  Abtheilung.  Die 
Operationen  an  einfachen  rationalen  Zahlen.  Hanno- 
ver.  1846.     8  ggr. 

In  der  Vorrede  macht  der  Herr  Verfasser  vorzüglich  auf  zwei 
Eigenthfimlichkeiten  aufmerk.sam,  durch  welche  sich  dieses  neue 
Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  andern  Lehrbüchern  auszeichnet, 
von  denen  die  erste  die  wissenschaftliche  Systematik,  die 
zweite  die  Methode  der  Darstellung,  welches  Ausdrucks 
wir  uns  hier  fürs  Erste  bedienen,  nachher  aber  den  eigentlichen 
Zweck  des  Herrn  Verfassers  näher  bezeichnen  wollen,  betrifft. 

In  der  ersteren  Beziehung  wird  das  folgende  Princip  aufge- 
stellt:  Jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  Arith- 
metik  muss    entweder   ein    Forischriit  in  der  Reihe 
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der    Rechnunasarten  9    oder    ein    Fortschritt   in    der 
Reihe  der  Zahlengattungen  seiD. 

Als  die  zweite  fSgenthümlichkeit  beseichoet  der  Herr  Ver- 
fasser die  räumliche  Auffassnng,  welcher  von  ihm  darch- 
gäneig  die  arithmetischen  Objecte  unterworfen  werden,  womnter 
er  aber  keineswegs  eine  Benutzung  der  Geometrie  für  die  Zwecke 
der  Arithmetik  verstanden  wissen  will ,  sondern  vielmehr  das  Cha- 
rakteristische  einer  gewissen  Klasse  von  Formen,  die  Her  hart 
sehr  passend  Reihen  formen  nennt,  und  zu  denen  auch  die 
Zahl  ffehört,  darin  erkennt,  dass  sich  in  ihnen  der  Uebergane  von 
irgend^  einem  Elemente  A  zu  irgend  einem  andern  C  nur  durch 
Vermittelung  eines  zwischenliegeuden  Elements  B  ausführen  lasse, 
wozu  noch  Komme,  dass  diese  Form  nur  eine  Dimension  habe 
oder  eine  einfache  Reihe  bilde,  wenn  der  Uebergang  von  A  zu 
C  nothwendig  stets  durch  das  nämliche  B  hindurchgehen  muss, 
wie  z.  B.   bei  der  Zeit  und   der  (reellen)  Zahl,    dagegen  im  ent- 

ge^engesetzten  Falle  mehrere  Dimensionen  habe  oder  Reiben  von 
Leihen  bilde. 

Wir  müssen  uns  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  leider 
mit  diesen  wenigen  allgemeinen  Andeutungen  begnügen ,  wünscbeo 
aber ,  dass  diese  Schrift ,  insbesondere  auch  ihre  lesens- 
werthe  Vorrede,  von  den  Lehrern  an  höheren  Unterrtcbtsanstaiten 
nicht  unbeachtet  gelassen  werde.  Besonders  begierig  sind  wir 
auf  die  Art  und  Weise,  wie  der  Herr  Verfasser  späterhin  die 
Lehre  von  den  imaginären  Zahlen  seiner  räumlichen  Auffassang 
der  Zahl  überhaupt  unterordnen  und  in  sein  System  einreihen 
wird,  wodurch  er  sich  das  wichtige  Veidienst  erwerben  wird, 
diese  Lehre  nach  den  neueren  Ansichten  von  Gauss,  welche, 
wie  er  selbst  sagt,  ein  Herausgehen  aus  einer  Zahlenlinie  in 
eine^  Zahlen  ebene  Verlan«^,  in  das  System  der  Arithmetik  und 
ib  ein  elementares  Lehrbucn  derselben  zuerst  aufgenommen  und 
mit  dem  ersteren  gehurig  verflochten  zu  haben. 

Wir  empfehlen  daher  dieses  Lehrbuch  nochmals  zu  besonderer 
Beachtung. 

Wiegand:  meine  Methode,  die  Sätze  der  Addition,  Sub- 
traction,  Multiplication  und  Division  durch  Beispiele  zu  veran- 
schaulichen.   Halle.   1845.    4^  ggr. 

Heyne:  die  Vortkeile  des  Gebrauchs  der  dekadischen  Ergäo- 
^i^n  beim  Rechnen.    Naumburg.  1845.    4  ggr. 

Vorlesungen  über  die  Integralrechnung.  Vorzüglich  nach  den 
Methoden  von  A.  L.  Cauchy  bearbeitet  von  Moig^no.  Deutsch 
herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  ßraunschweig.  1846.  8. 
3  Rtbir.  8  ggr. 

Observations  sur  la  Transformation  des  Integra- 
le-s  multiples.    Par   A.  F.  Svanberg.    A  Upsal.  1845.    4. 

Diese  allen  denen,  welche  sich  mit  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale  beschäftigen ,  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlende 
Abhandlung  ist  aus  Vol.  XIII.  der  Nova  Acta  Reg.  Soc.  Scient. 
Upsal.  besonders  abgedruckt.  Ueber  den  Zweck  derselben  können 
wir  uns  nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  des 
Berm  Verfassers  aussprechen :  „Dans  les  transformations  des  in- 
tegrales multiples  i)  y  a  deux  espöces  distinctes  de  dUficult^s,  qui 
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M  pfitoeotent»  dont  Tane»  saToir  la  subatitutioD  4  faire  ^ur  k 
Bffoflait  des  difff^rentietles«  a  däpuis  loDg*tema  ^tö  consid^rcSe; 
raiitre  relative  anx  limitea«  o'ayant  Jamals  ^i6  bien  dlscut^e,  f^ra 
i'objet  du  memoire  präsent.  En  examiDant  une  integrale  multiple» 
prise  eotre  des  limites  constautes  et  fioies,  on  trouve^  quelle  ne 
peut  pas  en  g^o^ral  apr^  sa  transformatioD  ötre  repr^seatäe  par 
nue  Beule  autrej  mais  que  pour  une  inti^grale  double  p.  e.  il  en 
faut  quatre,  prises  entre  des  limites  diff^rentes,  pour  r^produire 
la  valeur  de  la  proposäe.  La  matiere  ^tant  abstraite^  il  nous 
semble  bon  d'aborder  la  question  par  des  consid^rations  gäomtf- 
triques»  qni  fi^ont  voir'au  lecteur  au  premier  coup  d'oeil  les  dlflS- 
culti^s  neuvelles  et  le  chemin,  .^u'U  lui  faut  sulrre  pour  les  sur- 
monter.  La  transformation  des  integrales  multiples  d'un  nombre 
auelconque  de  variables,  prises  entre  des  limites  constantes  et 
nnies ,  se  faisant  d'une  maniere  parfaitenient  semblable  ä  celle  des 
integrales  doubles,  nous  croyons  pas  n^cessatre  dV  faire  applica- 
tion  speciale/'  Unter  mehreren  nemerkenswerthen  Formeln,  zu 
denen  der  Herr  Verfasser  gelangt ,  befindet  sich  auch  das  von  Herrn 
Dr.  Schlomilch  in  diesem  Archiv.  ThL  V.  S.  21L  entwickelte 
Integral 


/ 


welches  Herr  Professor  A.  F.  Svanberg  mit  Hinweisung  auf 
Herrn  Ür.  Schlumilchs  Arbeit  auf  folgende  Art  ausdruckt: 


e 


woraus  mittelst  einer  leichten  Transformation  das  von  Herrn  De» 
Schlomilch  a.  a.  O.  angegebene  Integral  folgt. 

Wir  empfehlen    diese   Abhandlung    nochmals   zu   besonderer 
Beachtung. 


€teometrle. 


Ueber  die  Methode  des  geometrischen  Unterrichts. 
Nebst  Erläuterungen  zu  dem  Leitfaden  für  den  ersten 
Unterrricht  in  der  Geometrie.  Von  Bernhard  Becker^ 
Oberlehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Olden- 
burg.   8.    Frankfurt  a.  M.  1845.     16  ggr. 

Diese  Schrift  ist  gegen  die  Euklidische  Methode  gerichtet. 
Wenn  der  Herr  Verfasser  auf  S.  72.  in  einer  Note  sagt:  »Freunde 
und  Verehrer  der  Euklidischen  Methode  werden  das  hier  vom  pä- 
dagogischen Standpunkt  aus  eefallte  Urtheil  vielleicht  etwas  weg- 
vi^rfend  finden.  Dass  die  Euklidische  Methode  vortrefiUch  wirken 
kann,  wo  sie»  von  einem  tüchtigen  Pädagogen  gehandhabt»  wirklich 
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\^  das  SeeleDleben  der  Jugend  eiogreift,  das  sdl  nicht  gele^ 
Tverden/*  so  »timmen  wir  ihm  darin  voUkomraen  bei.  Wenn  er 
dann  aber  hinzufügt:  ^»Allein  die  Erfahrung  bestätigt  nur  zu  aehr, 
dass  diess  huchst  selten  der  Fall  ist  /'  so  müssen  wir  uns  erlaabeo, 
ihm  bemeridich  zu  machen ,  dass ,  um  kurzweg  ein  solches  Urtbeil 
ohne  alle  Anmaassnos  fallen  zu  dflrfen,  eine  sehr  grosse,  an  sehr 
Vielen  Orten  in  verschiedenen  Ländern  —  und  zwar  nicht  bloss  in 
den  Ländern  deutscher  Zunge,  sondern  z.  B*  auch  in  England, 
Holland,  Schweden  u.  s.  w. ,  wo  doch  auch  Mathematik,  nament- 
lich Geometrie,  sehr  viel  gelehrt  und  getrieben  wird  --'  gemachte 
Erfahrung  und  eine  genaue  Kenntniss  der  Individualität  sehr  vieler 
Lehrer  der  Mathematik  erforderlich  ist,  die  wir  ans  in  dem 
Maasse,  wie  sie  um  einen  solchen  Ausspruch  geradezu  für  richtig 
oder  unrichtig  erklären  zu  dürfen ,  uns  erforderlich  zu  sein  «cbeiDt, 
nicht  beilesen  können. 

Abgesehen  hiervon  ist  aber  das  Schriftchen,  von  dem  Stand- 
punkte des  Herrn  Verfassers  aus,  verständig  abgefasst  und  be- 
kundet den  erfahrenen ,  kenntnissreichen  und^  seinem  Lehrgegen- 
stande  mit  der  wärmsten  Liebe  cKebenen  Lehrer.  Eine  Liehr- 
methode  im  Allgemeinen  charakterisiren  zu  wollen,  hat  immer 
seine  eigenthümliche  Schwierigkeit,  was  auch  hier  der  Fall  ist.  Wir 
können  nur  sagen ,  dass  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  eben  die 
ist,  welche  in  neuerer  Zeit  der  alten  Euklidischen  Methode  mehr- 
fach gegenüber  gestellt  worden  Ist,  und  sich  wohl  zuerst  in  den 
Schritten  und  der  Lehrweise  Thibaut*s  —  den  wir  aber  hier  bloss 
anführen ,  um  die  Methode  in  der  Kürze  zu  charakterisiren ,  womit 
wir  übrigens  nicht  sagen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  gerade 
ein  besonderer  Anhänger  desselben  sei  —  am  meisten  ausgeprä|^ 
hat.  „Die  Grundgedanken  ,'*  sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  73.,  ,ydie 
den  Lehrer  beim  Unterrichte  in  der  Geometrie  leiten  müssen,  be- 
ruhen einerseits  auf  der  Forderung  der  Wissenschaft,  dass  man 
in  das  Wesen  und  Werden  des  Gegenstandes  eindringt  und  die 
wesentlichen  Gesetze  der  Geometrie  genetisch  ableiten  müsse, 
andererseits  auf  der  Forderung  der  Pädagogik,  dass  die  Seele  in 
ihrer  Totalität  als  Einheit  vom  Denken  und  Anschauen  aufgefasst, 
und  namentlich  die  mathematische  Phantasie  als  das  eigentliche 
Element  aller  mathematischen  Thätigkeit  geübt  werden  müsse,'^ 
worin  wir  ganz  mit  ihm  übereinstimmen,  aber  glauben,  dass  es 
verschiedene  zu  diesem  Ziele  führende  Wege  gebe. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie von  Bernhard  Becker,  Oberlebrejr  an  der  hSheren 
Bürgerschule  zu  Oldenburg.  8.  Frankfurt  a.  M.  1845. 
8  ggr. 

Wir  halten  diesen  einfach,  aber  doch  systen:  atisch  gegliederten,  anf 
die  fortwährende  Anschauung  und  die  praktische  Anwendung  gerichte- 
ten Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome* 
trie,  eben  für  diesen  ersten  geometrischen  Unterricht  in  den  un- 
tersten Klassen,  also  etwa  für  zehnjährige  Knaben,  sehr  zweckmässig 
abgefasst,  und  sind  stets  der  Meinung  gewesen,  dass  dieser  erste 
Unterricht,  wenn  er  einige  Frucht  tragen  soll,  vernünftigerweise 
kaum  anders  ertheilt  werden  kann  und  darf.  Für  die  nuheren 
Klassen  von  Tertia  an  machen  wir  aber  andere  wissenschaftliche 
Ansprüche,    und  halten,   wie    sehr  auch  in  der  vorhergehenden 
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Schrift  und  io  der  Vorrede  zu  der  vorliegenden  der  Verfasser  da- 
gegen sprechen  mag,  eine  Methode  >  die  im  Wesentlichen  sich  an 
die  griechischen  Mnster  anschiiesst,  in  den  Hftnden  eines  tüchti- 
gen Lehrers  fiSr  diejenige,  welche  am  sichersten  zum  Ziele  fiihrt» 
und  ffir  die  gesammte  wissenschaftliche  Bildung  der  Schüler  unter 
allen  Umständen  die  meiste  Fnicht  bringt,  von  den  Schätzen» 
welche  uns  die  sogenannte  neuere  Geometrie  darbietet,  kann  und 
muss  man  auch  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  allen  nur  mög- 
lichen Gebrauch  machen,  worauf  in  diesem, Archive  schon  mehr- 
mals hingewiesen  worden  ist.  Mehrere  in  demselben  mitgetheilte 
Aufsätze ,  z.  B.  von  Arndt,  S  ch  15  m  1 1  ch  u.  A.,  arbeiten  darauf  hin, 
und  besonders  sind  den  Lehrern ,  die  nicht  auf  die  Quellen  zurück- 
gehen wollen ,  auch  die  bis  jetzt  erschienenen ,  ebenfalls  im  We- 
sentlichen in  Euklidischem  Geiste  abgefassten  drei  Schriften  von 
Adams  über  die  Transversalen,  über  die  harmonischen  Verhält- 
nisse und  über  das  Dreieck  zu  empfehlen ,  in  denen  schon  ein  sehr 
reiches  Material  niedei^legt  ist.  Auch  verdient  von  Neuem  auf 
das  im  Literar.  Berichte.  Nr.  IIL  S.  53.  angezeigte  Schriftchen  von 
R.  Wolf,  femer  auf  die  Lehrbücher  der  Geometrie  von  Kunze, 
Müller,  Bretschn eider  u.  A.  aufmerksam  gemacht  zu  wenden« 

Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlini- 
gen Dreiecks.  Von  C.  Adams.  Mit  zwei  Kupfertafeln. 
Winterthur.    1846.    8.    1  Rthlr.  6  ggr. 

Diese  Schrift  kann  als  eine  Fortsetzung  der  beiden  in  Nro. 
XV.  S.  230.  und  Nro.  XXHI.  S.  350.  des  Literarischen  Berichts 
angezeigten  Schriften  desselben  Verfassers  über  die  Lehre  von 
den  Transversalen  und  über  die  harmonischen  Verhältnisse  be- 
trachtet werden,  und  hat  auch  ganz  denselben,  namentlich  am 
letzteren  Orte  ausführiich  von  uns  angegebenen,  sehr  löblichen 
Zweck,  worüber  wir  uns  daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten 
brauchen.  Dieselbe  Ist  in  fünf  Abschnitte  getheilt,  welche  die  fol« 
genden  Ueberscbriften  fuhren :  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Dreiecks.  Der  umschriebene  und  die  vier  berüh- 
renden Kreise.  Dif  Höhenperpendikel.  Die  Distanzen  der  wich- 
tigsten Punkte  im  Dreieck.  Aufgaben.  —  Die  Darstelinne  ist  überall 
dem  Gegenstande  völlig  angemessen :  einfach,  deutlicn  'und  klar. 
Die  Einmischung  der  Trigonometrie  ist  ganz  vermieden  worden, 
was  nur  vuUig  gebilligt  werden  kann.  Eben  so  zweckmässig  er- 
scheint es  bei  einer  Schrift,  wie  die  vorliegende,  dass  die  Lehr- 
sätze und  Aufgaben  von  einander  getrennt  worden  sind.  Jeder 
Lehrer  wird  in  derselben  ein  reiches  Material  von  Sätzen  finden, 
von  denen  er  auch  häufig  sehr  zweckmässige  Anwendungen  als 
Uebungsaufgaben  machen  können  wird. 

An^er:  über  den  Einfluss  der  Projektionslehre  auf  die  neuere 
Geometrie.    Danzig.    1845.    4}  ggr. 

Jacobs:  ausftihriiches  Lehr-  und  Uebungsbuch  der  Anfangs- 
i^ründe  der  ebenen  analytischen  Geometrie.  Braunschwelg.  1845. 
1  RtUr.  16  ggr. 


Digiti 


izedby  Google 


418 

Praktlsclie  OeomeMe. 


Heusioser,  K.  L. :  ÄbhaDdluogen  aus  dem  Gebiet  der  Feld- 
messkuDst,    Friedberg.    184S.    18  ggr. 

Bonrns,  C:  Prineiples  and  Practise  of  Land  Engineering, 
Trigonometrical,  Subterraneous  and  Marine  Surveytngy  with  an 
Appendix.    2d.  edition    1845.    15  s. 

In  den  Mittbeilungen  der  natnrforschenden  Gesell- 
schaft in  Bern.  1844.  T^ro.  26.  Nr.  36—38.  findet  man  interes- 
sante Notizen  zur  Geschichte  der  Vermessungen  in  der 
Schweiz  von  Herrn  Rudolf  Wolf.  Nro.  36—38.  betreten  ror- 
zilgüch  die  von  Johann  Georg  Tralles  in  den  Jahren  1788 
bis  1708  auseefahrten  Arbeiten.  In  dem  ersteren  Jahre  maass  er 
eine  Standlin^e  bei  Thun.  Eine  zweite  Basis  maass  er  vom  5.  bis 
13.  September  1791  mit  einer  Ramsden'scben  Stahlkette  von  MM) 
Pariser  Fuss  auf  dem  grossen  Moose  bei  Aarberg  zur  Belehrung 
und  auf  Kosten  seines  Schulers  Hassler^  welcher,  1770  zu  Aarau 

geboren,  am  21.  November  1843  als  Chef  der  amerikanischen 
LÜstenvermessung  starb.  Durch  das  Einrücken  der  Franzosen  in 
Bern  im  März  17S§  wurden  die  ganzen  Arbeiten  unterbrochen,  änderst 
in  den  Jahren  1801  und  1802  dachte  man  dar^n,  sie  durch  Tralles 
fortsetzen  zu  lassen.  Aber  bald  brach  die  Helvetik  zusammen, 
der  ängstliche  Tralles  fluchtete  nach  Neuenburg  und  kehrte  nicht 
wieder  (s.  oben  S.  412.). 

Die  erste  Periode   der  Vermessungsarbeiten   m  der  Schweiz 
'schloss  sich  somit  ohne  ^osse  Resultate;  aber  das  eine  Verdienst 
bleibt  ihr,   das  Bedürfniss  geweckt  zu  haben  und  so  die  Mutter 
l^ler  folgenden  Arbeiten  in  diesem  Fache  geworden  zu  sein. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Notizen  verdient  alle  Aufmunterung, 
dieselben  bis  zu  den  neuesten  Zeiten,  wo  bekanntlich  so  grosse 
und  ausgezeichnete  geodätische  O|)erationen  in  der  Schweiz  aus- 
eefuhrt  worden  sind  (m.  s.  z  B.  Literar.  Bericht  Nro.  11.  S,  SSL), 
(ortzuaetzeiu 

Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer,  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Ma- 
thematik an  der  Gewerbschule  zu  Darmstadt  Erster 
Abschnitt.  Enthaltend:  dieTheorie  der  Beobacbtungs- 
fehler  und  ihre  Ausgleichung  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Q,uadrate.    Darmstadt.    1845.    8.    20  ggr. 

Diese  Schrift  ist  nichts  mehr  und  nichts  weniger  als  ein  bei 
Weitem  dem  grdssten  Theile  nach  ganz  wörtlicher  Auszug 
aus  Encke*s,  wie  wir  wenigstens  meine»  sollten,  unter  allen 
Leuten  von  Fach  sehr  bekannt  gewordenen  *)  Abhandlung  ilber 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  den  Jahrgängen  1834>  1835, 


*)    Der  Herr  Verfaaaer  acheint  freilich  nach  S.  VI.  der  Vorrede  da« 
Gegcntheil  zn  glanhen. 
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1836  des  Berliner  astronomischeD  Jahrbuchs,  mit  verscbiedeneo 
nicht  selten  ziemlich  willküiirlichen  und  dem  richtigen  Verständ- 
niss  eben  keinen  Vorschub  leistenden  Auslassungen,  und  einigen' 
Zusätzen  aus  ein  Paar  kleineren  Aufsätzen  von  B  es  sei  und  Ja- 
cobi,  also,  wie  wir  leider  nicht  anders  sagen  können,  eine  ganz 
uBselbstständige  Arbeit  Ueber  die  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  in  der  Cieodäsie  kommt  auch  fast  gerade  nur 
das  vor,  was  sich  darüber  in  Encke*s  Abhandlung  findet,  und  von 
einem  Verhäitniss  seiner  (d.  h.  des  Herrn  Verfassers)  Arbeit 
zu  der  in  Nro.  XII.  8. 183.  des  Literarischen  Berichts  angezeigten, 
nuo  wohl,  wie  wir  wenigstens  hoffen  und  wffnschen,  bekannt  genug 
gewordenen  trefflichen  ^Schrift  G erlin gs  über  denselben  C^^n- 
stand,  welche,  wie  jeder  Kundige  weiss  und  bei  näherer  Asncht 
sogleich  finden  wird,  als  das  nicht  leicht  zu  gewinnende  Resultat 
einer  langiäfarigen  geodätischen  Praxis  zu  betrachten  ist,  kann  daher 
par  keine  Bede  sein,  wie  ausführlich  sich  der  Herr  VerfsuiSer  auch 
in  der  Vorrede  über  ein  solehes  Verhäitniss  verbreiteii  mag*  Wenn 
der  Herr  Verfasser  aber  in  der  Vorrede  8.  VI.  sagt,  dass  er  ohne 
die  ihm  durch  Encke's  Abhandlung  gewährte  Erlelehieruttg  gar 
nicht  im  Stande  gewiesen  sein  würde,  etwas  so  zieml ich  Voll- 
ständiges, und  jedenfalls  nicht  in  der  Kürze  der  Zeit,  welche  er 
auf  seine  Arbeit  verwenden  konate,  an  liefern,  so  künnen  wir  ihm 
darin  naoh  der  vorliegenden  Probe  nur  vollkommen  beistimmen. 

Kolbe,  F.:  Sehnentafel,  enthält  die  zur  Bestimmung  aller 
Winkel  von  0^  bis  180^  von  Minute  zu  Minute  erforderlichen  Seh- 
nen für  den  Halboiesser  zs  100.    Halbecstadt.  1845.    4.    8  ggr. 


Trltfonometrie. 


Lauteschläger:  Trigonometrische  Aufgaben  mit  vollstän- 
digen AuflSsungen.  Ein  Hülfsbnch  för  Lehrer  der  Physik. 
Darmstadt.   1845.    16  ggr. 


Meehanik. 


Mi g out  und  Bergery:  theoretisch  praktische  Anleitung 
zur  Berechnung  der  ffebräuchlichsten  Maschinen.  Deutsch  von 
Schnuse  und  W.  BomEardt.  Braiinschweig,  1845.  2  Rthir«  16  ggr. 
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Optik. 


In  dem  Literarischen  Berichte  Nro.  Xlll.  S.  200.  ist  über  die 
optischen  Arbeiten  des  Herrn  Professors  Joseph  Petzval  io 
Wien  Bericht  erstattet  worden.  Seit  jener  Zeit  ist  über  den 
weiteren  Fortgang  dieser  Arbeiten  uns  nur  erst  vor  ganz  kurzer 
Zeit  eine  aas  der  Wiener  Zeitung  vom  IL  December  1845 
entlehnte  Machriebt  zugegangen ,  weiche  wir  den  Lesern  des  Ar- 
chiTSy  denen  wohl  nicht  aUen  die  genannte  Zeitung  zu  Gesiebt 
kommen  dörfte,  im  Folgenden  mittheilen : 

•«Wissenschaftliche  Nachrichten.^* 

yySchon  im  Jahre  1843  setzte  ich  das  wissenschaftliche  Pu- 
blicum in  einer  Schrift«   betitelt:   ««Bericht  über  die  Ergeb- 
nisse einiger  dioptrischen  Untersuchungen**  in  Kenntnis« 
Von  den  unter  meiner  Leitung  stehenden  optischen  Arbeiten«  und 
versprach  darin«  wenigstens  einige  der«  die  vornehmsten  optischen 
Gebilde:  Femrohr«  Mikroskop«  Camera  obscura,  angehenden  Be* 
rechnungen  praktisch  ausfilhren  zu  lassen«    und  über  die  Eigen- 
tfaümlichkeiten  dieser  Linsen  -  Combinationen  einen  Bericht  hinzu- 
zufflgen.  —    Der   Ausführung  dieses   Vorhabens  stemmten   sich 
jedoch   mancherlei    unvorheigesehene   Schwierigkeiten    en^egen, 
und  ich  bin  erst   jetzt  im  Stande  meinem  Versprechen  nachzu- 
kommen«   wünsche  jedoch  für  diese  Verzögerung  das  Publicum 
dadurch  schadlos  zu  halten «  dass  ich ,  den  Aulschwung  eines  edlen 
Industriezweiges   in  Oesterreich  als  Zweck  stets  im  Auge  behal- 
tend ,  nicht  nur  Sorge  trage  für  die  immer  gleiche  Güte  und  wo 
möglich  Veredlung  der  unter  meiner  Leitung  zu  Stande  kommenden 
Erzeugnisse«    sondern   auch   von    nun   an  Einfluss  nehme  auf  die 
Billigkeit  der  Preise,  in  so  fern  wenigstens«  als  solche  mit  der 
Gediegenheit'  der  Arbeiten  vereinbar  ist.    Die  hierauf  abzielenden 
Massregeln  sind  bereits  getroffen«  und  ich  habe  als  zu  denselben 
f^hOrig  nur  noch  hinzuzulügen :  dass  ich  selbst  das  Publicum  in 
*  einfacher  und  präciser  Sprache  bei  jedem  unter  meiner  Leitung 
ausgeführten  optischen  Instrumente  in  Kenntniss^u  setzen  gesonnen 
bin   von  dem  Zwecke «  den  Eigenschaften  und  Leistungen  dessel- 
ben«   welche  Letztere«    so  oft  diess  thunlich  ist«   ohne  der  Ver- 
ständlichkeit Eintrag  zu  thun«   genau   bestimmt«    und  in  Zahlen 
ausgedrückt   werden   sollen ;    dass   ferner    (um  dem  Missbrauche 
meines   Namens   vorzubeugen)    nur  diejenigen   Instrumente    oder 
Apparate  als  nach  meiner  Angabe  ausgeführt  zu  betrachten  seien» 
die  ich  in  geeigneter  Art  als  solche  anerkenne. 

Als  ersten  der  auszuführenden^  Gegenstände  habe  ich  einen 
solchen  gewählt«  der  einerseits  keines  grossen  mechanisch  -  opti- 
schen Etablissements  bedarf«  und  doch  andererseits  sich  als  der 
interessanteste  und  edelste  der  Optik  beurkundet«  durch  seine  be- 
sonderen Eigenschaften  sowohl  als  auch  durch  den  Umstand«  dass 
er  Tugenden  eines  optischen  Instrumentes;  Schärfe«  Lichtstärke« 
Gesichtsfeld«  die  die  Anderen  nur  theilweise  benothigen«  seiner 
Natur  nach  im  vollsten  Maasse  besitzen  muss.  Ich  meine  das 
Lampen-  oder  Hydrooxygen  -  Gas  -  Mikroskop.     Hiermit  ist  aber 


Digiti 


izedby  Google 


421 

QDseitreDiilidi  das  «ptiache  BeleaclitaDes- Problem  verknQpft^  ao 
daas  zu  gleicher  Zelt  dieses  einer  befnediffendeo  Lfisung  entge- 
geo^efuhrt  werden  musste.  —  Auch  he^e  ich  die  Absicht«  gleich- 
zeitig die  theoretischen  Resultate  meiner  mehn&hrigen  Untersu- 
chungen zu  veröffentlichen.  —  Allein  diesem  Vorhaben  trat  jedoch 
eine  schwere  Krankheit,  an  deren  Folgen  ich  noch  leide,  hindernd 
In  den  Weg,  und  ich  sehe  mich  jetzt  genöthigt,  dem  wissenschaft- 
lichen PulHicum  einstweilen  dasjenige,  was  wirklich  fertig  gewor- 
den ist,  zu  übergeben,  nämlich  den  Beleucbtun^sapparat  mit  einem 
mikroskopischen  Objective  grösserer.  Art.  Es  ist  dieser  Beleuch« 
tungsapparat  als  solcher  ein  selbstständiges  Ganzes ,  und  geeignet 
zu  verschiedenen,  dem  in  photosrapfaischer  oder  optischer  Technik 
Bewanderten  leicht  einleuchtenden,  Anwendungen,  unter  anderen 
auch  zur  Erzeugung  der  sogenannten  Nebelbilder.  Ich  hoffe,  ja  ich 
bin  überzeugt  davon ,  dass ,  gleichwie  das  von  mir  angegebene 
Daguerreo^en  -  Objectiv  zu  mehreren  nützlichen  Entdeckungen 
die  erste  Veranlassung  wurde,  auch  dieser  Apparat  zu  neuen  Fort- 
schritten in  mehreren  Kunst-  und  Industriezweigen ,  namentlich  im 
Gebiete  der  technischen  Beleuchtungs  -  Industrie,  Gelegenheit  geben 
wird,  welche  Fortschritte  ibrerseiut  wieder  der  Wissenschaft  zu 
Gute  kommen  werden.  Obwohl  ich  nun  diesen  Apparat  als  das 
erste  Glied  eines  wissenschaftlichen  Werkzeuges,  nämiich  der  Lam 
pen- Mikroskope,  betrachte,  so  empfangt  doch  in  ihm  das  Publicum 
ein  Instrument ,  welches  zur  Verschönerung  jedes  socialen  Lebens 
vorzüglich  geeignet  ist. 

Die  Ausführung  dieser  Apparate  ist  dem  Herrn  Optiker  Waibl 
(Mariahilfer  Hauptstrasse  Nr.  40.)  übertragen.  Er  besteht  wesent- 
lich aus  zwei  Tneilen,  dem  blldmachenoen  und  beleuchtenden. 
Ersterer  muss  die  Eigenschaft  haben ,  von  dem  abzubildenden  Ge- 
genstande ein-achroraatisches,  genügend  scharfes  und  perspectivisch 
richtiges  Bild  zu  liefern ,  d.  'h.  eine  gerade  Linie  an  keiner  Stelle 
des  Gesichtsleides  in  eine  krumme  zu  verwandeln.  Der  Andere 
soll  die  Eigenschaft  haben,  nicht  etwa  Licht  zu  erzeugen,  —  wie 
keine  Maschine  Kraft  erzeugt,  —  sondern  das  von  irgend  einer 
Lichtquelle,  etwa  einer  Lampe,  ausströmende  Liebtauf  das  zweck- 
mässigste  zu  verwenden,  und  eben  dadurch  gewissermassen  zu 
vervieU&ltigen.  —  Der  Quantität  nach  hängen  nun  die  Leistungen 
eines  solchen  Apparates  von ,  den  Dimensionen  desselben  ab ;  der 
kleinste  derjenigen ,  die  bei  Herrn  Waibl  verfertigt  werden,  hat  die 
Eigenschaft,  das  Licht  einer  Lampe,  bei  welcher  der  Durchmesser 
des  Brenners  einen  Zoll, nicht  überschreitet,  zu  versechsfachen, 
oder  da  bei  dieser  Gr&sse  die  Lampe  eine  Lichtstärke  von  etwa 
16  Millikerzen  besitzt,  auf  eine  dem  Apparate  gegenüberstehende 
Wand  ein  solches  Licht  zu  werfen ,  wie  es  von  der  Stelle  aus>  wo 
der  Apparat  steht ,  aber  ohne  denselben  6  Lampen  oder  96  Kerzen 
werfen  würden.  Mit  den  Dimensionen  des  Afmarate«  aber  steigt 
die  Lichtstärke  desselben  im  kubischen  Verhältnisse,  d.  h.  ein 
zweimal  grdsserer  Apparat  hat  achtmal  so  viel  Licht.  Verwendet 
man  den  Beleuchtungs -Apparat  zur  Eraengang  von  Nebdbildeip, 
so  verhält  er  sich  zu  den  frühem  Erzeugnissen  dieser  .^,  wie 
sidi  das  von  mir  angegebene  Daguerreotypen  -  Objectiv  m  den 
früheren  Erageuenissen  jener  Art  verhielt:  Er  leistet  nämlich  mit 
der  einÜGM^hen  Oellampe  hei  gleichen  Dimensionen  ungefilhr  das- 
selbe, was  sonst  mit  den  m  ^jrdrooxygengas  glühenden  Kalkcylin- 
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der  erzeug  Tiurde,  und  liefert  out  letzterem  Effecte,  die,  weoti 
num  nili,  der  Inteneitat  des  Tageslichtes  gleich  konimeD»  ja  die- 
selbe fiberhieteD  können*  •—  Zudem  erfordert  die  HaodDabang 
dieses  Instrumentes  ireder  besondere  Creschkklickkeitf  noch  ausser- 
gen^hnlicbe  Vorsicht. 

Herr  WaibI»  der  durch  ein  k.  k.  aosschliessi.  Privilegium  ge» 
schütst  ist,  hat  diese  Apparate  in  dreierlei  Dimensionen  verfertigt, 
und  ist  bveit,  selbe  nach  Wunsch  in  jeder  beliebigen  GrOsse  zu 
itefem.  Prof.  Dt,  Jos.  Petzval.'^ 

Gewiss  würde  es  vielen  Lesern  des  Archivs  angenehm  sela^ 
auch  die  Preise  der  Apparate ,  auf  welche  in  der  vorhergehenden 
Anzeige  aufmerksam  gemacht  worden  istj^  kennen  zu  lernen,  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  Herrn  Prof.  Petzval  oder  Herrn  WaihI 
hier  um  deren  gefällige  Mittheiluns^  zu  ersuchen ,  und  werden  dano 
nicht  unterlassen,  dieselben  in  diesem  Literarischen  Berichte  zu 
allgemeiner  Kenntniss  zu  bringen. 


AsCroBomie. 


Brot:  Trait^  öl^mentaire  d'astronomie  phystque.  Tom.  HL 
Paris.   1845. 

Karsten:  kleiner  astronomischer  Almaoach  auf  das  Jahr 
1846.    Rostock.    1845.    a  ggr. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der 
Sternwarte,  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte. 
Drei  und  zwanzigster  Theil.  Neuer  Folp;e  Dritter 
Band.  Mit  drei  lithographirteu  Beilagen.  4.  Wien.  1845. 

Der  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender:  Beobachtung  der 
Sonnenfinsterniss  vom  8.  Juli  1842  zu  Oedenburg  in  Ungarn.  Von 
Herrn  Dr.  C.  Bremiker.  •*-  Meteorologische  und  astronomische 
Beobachtungen,  angestellt  zu  Prag  in  den  Jahren  ]  828*— 1832  von 
Herrn  F.  Ci  Hallasch ka.  Probst  zu  Alt-Bnnzlau,  k.  k.  wirkL 
Hofratk  und  Director  der  philosophischen  Studien.  —  Facsimile 
einer  Handschrift  von  Johann  Kepler.  -^  Facsimile  eines  Fragments 
aus  P.  M.  Heirs  astronomischem  Tasebuche  auf  Wardoe.  *-  Be- 
Schreibung  des  neuen  Regulators  am  Uhrwerke  des  Refractors  und 
einer  Einrichtung  zum  Einstellen  am  Stundenkreise  bei  fortwähren- 
detn  Eingriffe  der  Uhr.  Von  Herrn  Chr.  Starke,  leitendem  Werk- 
meister  am  k.  k.  poiyteohoischen  Institute  in  Wien,  —  Resultate 
der  Planeten -Beobachtungen  am  Meridiaiikreise  im  Jahre  1842. — 
Beducirte  Beobachtungen  des  Mondes  am  Meridiankreise  ini  Jahre 
1M2.  ^  Beobachtete  Mondsterne  1842.  —  Resultate  der  Planeten- 
Beol»achtiuigen  am  Meridiankieise  im  Jahre  1843.  *^  Reducirte 
Be^imdiittngfln  des  Mondes  am  Meridiankreise  im  Jahre  1843.  <-« 
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Beobachtete  Mondsterne  1843.  —  Sternbedecknngen  beobachtet  in 
den  Jahren  1843  und  1844.  -^  Bericbtigune.  —  fieobachtangen  am 
Bferidlankreise.  —  Uebersicht  der  meteorologischen  Beobachtiingeii 
im  Jahre  1843.  •—  Verzetchniss  der  Werice»  welche  der  k,  k.  Stern- 
warte vom  September  1843  bis  Ende  1844  als  Geschenke  zuge- 
kommen sind.  -*  Verzetchniss  der  Anstalten  des  Auslandes,  welche 
alljährlich  mit  einem  Exemplare  der  Annaien  betheilt  werden*  —- 
Preis  «Tarif  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  zn 
Wien.  —  Preis -Tarif  von  Herrn  S.  Plossl. 

Man  wird  hieraus  den  reichen  Inhalt  dieses  Bandes  und  den 
Eifer  und  die  Umsicht,  womit  die  Herren  Herausgeber  der  Stern- 
warte zu  Wien  vorstehen,  erkennen. 


Physik. 


Gehlers  physikalisches  Wörterbuch.  II.  Bd.  Sach-  und 
Namenregister  mit  ergänzenden  Zusätzen  v.  6.  W.  Muncke.  Nebst 
Nacbtr.  zu  dem  Verz.  geogr.  Ortsbestimmungen  von  C.  L«  t.  Littrow. 
Leipzig.    1845.    4  Rthir. 

Littrow,  C.  L.  V.:  Nachträge  zu  dem  Verzeichniss  geogr. 
Ortsbestimmungen.    Leipzig.  1845.    4  ggr, 

Notice  sur  Tart  a^rostatique  par  un  aäronaute.    Lille.    1845. 

Herger,  die  Systeme  der  magnetischen  Curven,  Isogonen  und 
Isodynamen  nebst  anderweitigen  empirischen  Forschungen  Gber  die 
magnetisch -polaren  Kräfte.  Erläutert  von  Ernst  Herger.  2 — ^^4te 
Lief,  mit  22  Taf.  Leipzig.  1845.  9  Rthlr.  (S.  Literar.  Bericht 
Nro.  XXIL  S.  343.) 

Pohl:  der  Elektromagnetismus  und  die  Bewegung  der  Him- 
melskörper in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung.  Breelaii*  1846. 
W.  ggr. 

Die  periodisch  wiederkehrenden  Eiszeiten  und  Sindfluthen  und 
die  wichtigsten  Folgerungen  aus  diesen  wechselnden  Ueber- 
schwemmuogen  der  südlichen  und  nördlichen  Kontinente  von 
W.  V.  Bruchhausen.    8.    Trier.   1845.    1  Rthlr. 


l^emilsclite  i(eliriffeeii. 


J.  J.  V.  Littrow's  vermischte  Schriften.  Herausge- 
geben von  C.  L.  V.  Littrow,  Director  der  Sternwarte 
SU  Wien.  Drei  Bände.  SmKm  Band.  Stuttgart  1845. 
8.    1  Rthlr.  18  ggr. 
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Mit  dieser  Sammlung  der  venniachten  Schriften  seines  ver- 
storbeneo  Vaters  hat  Herr  Director  C.  L.  v.  Littro^v  gewiss  .vielen 
Lesern  ein  sehr  angenehmes  Cieschenk  gemacht.  Ausser  mehrereu 
anderen  Aufsätzen  enthält  dieser  erste  Band  auch  Manches»  was 
von  aligemeinem  mathematischen  und  physikalischen  Interesse  ist 
und  unter  den  populären  Schriften  dieser  Art  immer  eine  vorzüg- 
liche Stelle  einnehmen  wird,  da  J.  J.  v.  I4ttrow's  Talent  rar 
wahrhaft  populäre  Darstellungen  bekannt  genue  ist.  Wir  erlauben 
uns  die  Leser  in  dieser  Beziehung  nur  aul  Folgendes  aufmerksam 
zu  machen :  Unrichtigkeit  der  christlichen  Zeitrechnung.  Der  Winter. 
Ueber  das  Nordlicht.  Witteruns:  des  Cholerajahrei  1831.  Rega- 
lirung  der  öffentlichen  Uhren.  Wittwen- Institute  im  Allgemeinen. 
Ueber  eine  Verbesserung  der  Fernrohre  durcb  einen  vaterländi- 
schen Klinstier  (ein  sehr  klar  geschriebener  Aufsatz  über  Fern- 
rohre im  Allgemeinen,  namentlich  aber  über  das  achromatische 
Fernrohr  und  das  dialytische  Fernrohr  insbesondere).  —  Die  mit- 
getheilten  Recensionen  sind  immer  selbst  gemeinverständliche 
Aufsätze  über  die  betreff'enden  Gegenstände,   namentlich  die  fol- 

Bmden  hierher  gehörenden  i  Babbage^  Economy  of  Machinery. 
abbage,  on  the  Decline  of  science  in  England.  Brewster,  tbe 
iUe  ot  Newton.  Brewster»  natürliche  Magie.  Garthe,  Heiligen- 
schein. —  Wir  sehen  der  Fortsetzung  dieser  Sammlung  mit  Ver- 
langen entgegen« 

The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  Con- 
dncted  by  Professor  Silliman  and  Benjamin  Silliman. 
New  Haven.    (S.  Literar.  Bericht  Nro.  XXVIl.  S.  407.) 

VoL  XLIX,  1846.  Nro.  I.  Art.  IL  Account  of  some  new 
Articies  of  Philosophical  Apparatus;  by  Prof.  E.  S.  Snell.  p.  20. 
—  Art.  VIII.  Singular  case  of  Parhelion»  with  a  Statement  of  the 
Theory  of  ordinary  Halos;  by  Prof.  E.  S.  Snell.  p.  73.  —  Art. 
XI.  Practical  observations  on  the  Generation  of  Statical  Electri- 
city  by  the  Electrical  Machine;  by  Lieut.  George  W.  Rains, 
U.  S.  A.  p.  93.  —  Art.  XIV.  New  Electro - Macnetic  Engine;  by 
Prof.  Char.  G.  Page.  p.  131.  —  Art.  XV.  Axial  Galvanometer, 
and  Double  Axial  Iteciprocating  Engine;  by  Prof.  Charles  6. 
Page.  p.  136.  —  Art.  XVI.  Report  of  Observations  on  the  Tran- 
sit of  Merc;iry,  Mai  8th.,  1845;  by  Prof.  Olmsted.  p.  142. 


Druckfehler. 


Thl.  VII.  Heft  IV.  S.  S4a  mnM  die  Nummer  der  Abhandlung  nichl 
U»  fondeni  9»liL^'  heiaaen. 
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